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Πμοοίμιον 


4. ᾽Απὸ τὸ ἕνα µέρος αἶ ἐμπορικαίὶ συναλλαγαἰ μεταξὺ ἀτόμων καὶ λαῶν 
διαφόρων, συνέπειαι ἀναπόφευκτοι τῆς μεταξὺ τῶν ἀνθρώπων ἐπικοινωνίας, 
καὶ ἀπὸ τὸ ἄλλο ἡ ἐπιδίῶξις τοῦ ἀνθρώπου νὰ ὑποβάλῃ εἰς µέτρησιν τὸ σύ- 
νολον τῶν φαινομένων, τῶν ὁποίων θέατρον εἶναι ὁ κόσμος καὶ θεαταί ὁλό- 
κληρον τὸ ἀνθρώπινον γένος, μὲ τὴν κρυφἠν ἑλαίδα νὰ προσδιορίσῃ τὸν 
μηχανισμόν των καὶ ν᾿ ἀποκαλύψῃ τὰς κινητηρίους δυνάµεις τῆς δηµιουρ- 
γίας, ὡδήγησαν τὸν ἄνθρωπον, μόλις ἐξελθόντα ἀπὸ τὴν κατάστασιν τῆς 
βαρβαρότητος, εἰς τὸ νὰ διαµορφώσῃ, ὑπὸ τὴν ὤθησιν μιᾶς ἀκαταμαχήτου 
κατηγορικῆς προστακτικῆς, τόσον μίαν ἐμβρυώδη γεωµετρίαν ὅσον καὶ 
µίαν νηπιακἠν ἀριθμητικήν ". Διὰ τοῦτο δὲν ἀποτελεῖ καθόλου ὑπερβολήν, 
ἐὰν διατυκώσωµεν τὴν γνώµην, ὅτι ἡ ἱστορία τῶν μαθηματικῶν ἀρχίζει 
μὲ τὴν ἱστορίαν τοῦ πολιτισμοῦ. 

Τὸ συµπέρασµα τοῦτο ἐπιβάλλει εἰς τὸν ἐπιθυμοῦντα νἀ γνωρίσῃη 


. Αἱ περιατώσεις, κατὰ τὰς ὁποίας ἐπιτακτικὴ προβάλλεται ἡ ἀνάγκη τῆς ἀριθμή- 
σεως, εἶναι τόσον συχναἰ καὶ κολύµορφοι, ὥστε Βά ἦτο µαταία οἰαδήποτε προσπάθεια 
συντάδρως ἑνὸς ἀποδεικτικοῦ Τεννήσεως τῆς ἀριθμητικῆς. Τοῦτο δὲν διέφευγς τῆς προ- 
σασχῆς τοῦ Πλάτωνος, ὁ ὁποῖος ἀπαντῶν εἰς κάποιον ἰσχυριζόμενον ὅτι ἡ εἔχνη τῆς ἀ- 
ριθµήσεως ὀφείλεται εἰς τὸν Παλαμήδην (μυβολογικόν πρόσαωπον, εἰς τὸ ὁποῖον οἱ 
ἀρχαῖοι Ἕλληνες ἐκροσωκοκοίουν τοὺς ἐκ τῆς ᾿Ανατολῆς διδασκάλους των) ἀρωτῷ προσ- 
φυέστατα, «ὥστα, χωρίς τὸν Παλαμηδην, ὁ Αγαμέμνων θὰ ἡγνόει πόσα πόδια τοῦ ἔδωσεν 
ἡ οὖὐσις 

Σχετικῶς εἶναι ἄδιον σηµειώσεας, ὅτι φυλαί ἁγρίων ἐδήλωσαν εἰς τοὺς τολμηροὺς 
ἐπερευνητάς, ποὺ τοὺς ἐπεσκέφθησαν, ὅτι δὲν ἠσθάνοντο τὴν ἀνάγκην μιᾶς ἀριθμητι- 
γην κοινωνίαν. Οὔτε ἀποτελεῖ μυστικὸν ὅτι εἰς μερικούς οἰκισμοὺς ἀνθρώπων, τὰ µέλη 
πων ἦσαν εἰς θέσιν νὰ ἐκωαμήσουν ἐπακριβῶς τὸ κλῆθος τῶν στοιχείων ἑνὸς συνόλου, 
χωρὶς ἀκόμη νὰ κατέχσυν ἰδιαιτέραν λέδιν ἐκφράζουσαν τὸν ἀριθμὸν τούτων, Ποιμένες 
ἦσαν εἰς Δέσιν ν΄ ἀντιληφθοῦν ἀμέσως τήν ἐδαφάνισιν ἑνὸς µέλους τοῦ ποιμνίου, χαρὶς 
νὰ γνωρίζσυν μάλιστα πόσα ζὅα περιελάμβανε τὸ ποίµνιον, ὅπως ἀκριβῶς καὶ ἡ χήνα, 
παρατηρεί ὁ Η. ο Ὁ  Ο““ϱὋἝυ-- 
ἑνός ἀπὸ τοὺς νεοσσόοὺς ποὺ ἁπαρεζουν τὴν συνοδείαν της. 

9 
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τὴν πορείαν τῶν θετικῶν ἐπιστημῶν διὰ μέσου τῶν αἰώνων τὴν ἀνάγκην 
ν΄ ἀνιχνεύσῃ τὰ δοκουµέντα τῶν ἀρχαιοτάτων πολιτισμῶν διὰ ν᾿ ἀνεύρῃ ἐκεῖ- 


ἐποχῶν καὶ σπανιώταται αἱ ἀξιόπιστοι µαρτυρίαι, ὡς πρὸς τὰς πνευματικὰς 
σχέσεις μεταξὺ τῶν διαφόρων λαῶν, Καὶ ἐπειδὴ ἀναρίθμητα παραδείγµατα 


ὄψει ταυτότητος ἐκδηλώσεων, μὴ θεωρηθῇ ἑσπευσμένως ὡς ἀποδεδειγμένη 
ἡ ὕπαρδις ἑνὸς συνδέσμου μεταξὺ διανοουμένων διαφόρων ἔποχ καὶ δια- 

Διὰ τοὺς ἀνωτέρω λόγους, εἶναι ἀδύνατον σήμερον (καὶ θά εἶναι ἴσως 
πάντοτε) νὰ γραφῇ µία ἱστορία τῆς ἐπιστημονικῆς σκέψεως, ἐκ τῆς ὁποίας 
ν ἀπορρέῃ, χωρὶς δισταγμούς, ποῖοι ὑπῆρξαν οἱ λαοὶ ἐκεῖνοι, οἱ ὁποῖοι 


Οἱ ᾿Αρχαῖοι Μεσογειακοί Πολιτισμοί . ΠΗ 


στορήσεως, ἀφοῦ προηγουμένως διατυκώσωµεν τὴν ἀκόλουθον γενικἠν 
παρατήρησιν. 


2. Εἶναι φανερὸν ὅτι ὁ [στορικὸς τῶν μαθηματικῶν δὲν πρέπει νὰ στα- 
µατήση εἰς τὴν ἑκοχήν, κατὰ τὴν ὁποίαν ὁ ἄνθρωπος δὲν εἶχεν ἀκόμη φθά- 
σει εἰς τὴν σύλληψιν τῆς ἐννοίας τοῦ ἀφῃρημένου ἀριθμοῦ καὶ κατὰ τὴν ὁκοίαν 
διέθετε μὲν τὰ φωνητικά µέσα νὰ σηµάνῃ δύο πρόβατα, δύο γίδια, τέσσαρα 
βώδια κλπ͵, ἀλλά δὲν ἦτο εἰς θέσιν νὰ συλλάβη τοὺς ἀριθμοὺς δύο, τέσ- 
σαβα κλκ. Τὸ ἔργον του ἀρχίζει τὴν στιγμήν, κατὰ τὴν ὁκοίαν ὁ ἄνθρωπος 
ἠσθάνθη τὴν ἀνάγκην νὰ ἀριθμήσῃ καὶ νὰ ὑπολογίσῃ. 

᾽Αλλὰ διὰ νὰ τὸ ἐπιτύχη αὐτὸ ὁ ἄνθρωπος, ἐχρειάζετο νὰ ἔχη µίαν σει- 
ράν λέξεων [κανῶν νὰ παραστήσουν τὰ στοιχεῖα τῆς φυσικῆς σειρᾶς, Πρὸς 
τὸν σκοπὀν αὐτόν, ἀντὶ νὰ κατασκευάσουν ἐπίτηδες λέξεις, ἐχρησιμοποί- 
ησαν ὀνόματα ἀντικειμένων ἑχόντων ἀμυδράν τινὰ συγγένειαν πρὸς τὰ στοι- 
χεϊα ταῦτα. Οὕτω εἰς τὰς λέξεις (χρησιμοποιουµένας ἤδη μὲ ἄλλας σημασίας): 

ἐγώ, πτέρυγες, τρίφυλλον, χείρ, 
ἐδόθη ἀκόμη ὁ ρόλος νὰ παριστάνουν τοὺς ἀριθμούς : 
ἕνα, δύο, τρία, πέντε. 

᾽Αλλὰ εἶναι εὐνόητον ὅτι, ὅσον ζωηρά καὶ ἂν ἧτο ἡ φαντασία καὶ 
ἰσχυρά ἡ µνήµη τῶν πρωτογόνων, πολὺ σύντομα εὑρέθησαν οὗτοι πρὸ τῆς 
ἀδυναμίας νὰ χαρακτηρίσουν μὲ λέξεις διαρκῶς νέας, ἐκλεγομένας μὲ βάσιν 
ὁμοιότητας συχνὰ ἀμφισβητουμένας καὶ σπανίώς ἐπαρκεῖς, τὸ ἀτελείωτον 
κλῆθος τῶν ἀριθμῶν καὶ ἔπειτα νὰ ἐνθυμοῦνται ἑκάστοτε τὰ ὀνόματά των. 

Πρὸς παραμερισμὸν αὐτοῦ τοῦ ἐμποδίου, τὸ ὁποῖον ἐδυσχέραινε τὴν 
φυσικἠν ἀνάπτυξιν ἑνὸς πρακτικοῦ συστήµατος λογισμοῦ, ἐσκέφθησαν 
νὰ καθορίσουν, εἷς τὴν ὁμογενῆ σειρἀν τῶν ἀριθμῶν, μερικά ἄτομα (ποὺ 
ἡμποροῦν νἁ ὀνομασθοῦν «θεμελιώδεις ἀριθμοί»)] εἰς σταβερὰς διαδοχικὰς 
ἀποστάσεις, τὰ ὁποῖα θὰ ἔπαιζον τὸν ρόλον σταδιομετρικῶν λίθων, καὶ θὰ 
ἐπέτρεπον εἰς τὴν σκέψιν νὰ ἐκτιμήσῃ τὴν πορείαν ποὺ εἶχε νὰ διανύσῃ 
διὰἁ νὰ φθάσῃ ἕνα ἄλλο τυχὀν στοιχεῖον τῆς σειρᾶς, Τοιουτοτρόπως, διὰ 
νὰ χαρακτηρίσωµεν τὸ ἐν λόγῳ στοιχεῖον, θὰ ἠδυνάμεθα νὰ δηλώσωµεν 
πόσον ἀπέχει τοῦτο ἀπὸ τὸν ἀμέσως κατώτερόν του θεμελιώδη ἀριθμόν. 

Ἡ ἀνωτέρω ἰδέα ἀποτελεῖ τρόπον τινά τὸν νωτιαῖον μυελόν ὅλων τῶν 
συστηµάτων ἀριθμήσεως, ὄχι λοιπὸν µόνον τῶν συστηµάτων ἀριθμήσεως 
ποὺ χρησιμοποιοῦν σήμερον ὅλοι οἱ ἀνεκτυγμένοι λαοί”, καὶ ποὺ διαφέρουν 
μεταξύ των µόνον ὡς πρὸς τὸ μέγεθος τοῦ ἐκλεγομένου διαστήματος µε- 
ταξὺ τῶν θεμελιωδῶν ἀριθμῶν. ᾿Ἑκτὸς σπανίων ἐξαιρέσεων, τὸ διάστηµα 
αὐτὸ εἶναι δέκα. Τὸ γεγονός τοῦτο εἶναι ἀξιοσημείῶωτον, ἐσχολιάσθη ἀπὸ 


. Θὰ ἠτο δυνατὸν νά ὑποκύψη κανείς εἰς τὸν πειρασμὀν ν’ ἀφαιρέση τὴν λάέδιν 
αἀνεκτυγμένοι», ἀφ' ἧς στιγµῆς ἡ παρουσία τοῦ ἀριθμοῦ 10 εἰς συστήµατα ἀριθμή- 


{2 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 
------ᾱ-ᾱ- μαμά αμόιμΔμΜΜΜΑ 
ἀρχαιοτάτων χρόνων καὶ ἔδωσε λαβὴν εἰς τὸν ᾿Αριστοτέλη νὰ διατυκώσῃ 

Ίν ἀκόλουθον ἀπορίαν εἰς τὸ βιβλίον του Προβλήματα: «Λιὰ ποῖον 
λόγον ὅλοι, τόσον οἱ βάρβαροι ὅσον καὶ οἱ Ἕλλη νες, ἀριθμοῦν κατὰ!δεκά- 
δας καὶ ὄχι ἀλλέως :» Εἰς τὴν ἁπορίαν ταύτην ὁ μέγας φιλόσοφος ἀπαντᾷ 
εὐστοχώτατα ὅτι αὐτὸ ὀφείλεται εἰς τὸ Τεγονός, ὅτι αἱ χεῖρες τοῦ ἀνθρώπου, 
ἀποτελοῦσαι φυσικὸν βοήθημα εἰς τοὺς ἀριθμητικοὺς ὑπολογισμούς, ἔχουν 
συνολικῶς δέκα δακτύλους, Τὴν ἴδίαν ἐξήγησιν ἔχει ἡ παρουαία, εἰς µε- 


δεων, διαδέχονται ἀλλήλους κατὰ σειρὰν φθίνουσαν. Ὅσοι Ἰράφουν ἐξ 
ἀριστερῶν πρὸς τὰ δεξιά, θ᾽ ἀναγράψουν πρῶτα τὰς χιλιάδας, ἔπειτα πρὸς 


γραφῆς. Θέτουν δηλαδὴ πρῶτα δεξιἁ τὰς ἑκατοντάδας, ἔπειτα πρὸς τὰ 
ἀριστερά τὰς δεκάδας καὶ τελευταίας, πάλιν πρὸς τὰ ἀριστερά, τὰς µονάδας, 
Ὅ γράφων δηλαδὴ ἐπιθυμεῖ πάντοτε νὰ γράφῃ τὰς διαφόρους μονάδας 
κατά σειρὰν φθίνουσαν, ὥστε τελευταῖαι νὰ μένουν αἱ ἁπλαῖ µονάδες. Τὸ 
σύστημα τοῦτο, χαρακτηρίζεται συνήθως ὡς «νόμος τοῦ Ἠκηκείν, ἀπὸ 
τὸ ὄνομα ἐκείνου, ὁ ὁποῖος πρῶτος ρητῶς ἐσημείωσε καὶ διετύκωσε τὴν ὣς 
ἄνω βασικὴν ἀρχὴν τῆς ἀριθμογραφίας, 


Οἱ ΄Ασσυρο - Βαβυλώνιοι 
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λόγον ὅλοι, τόσον οἱ βάρβαροι ὅσον καὶ οἱ Ἕλλη νες, ἀριθμοῦν κατὰ!δεκά- 
δας καὶ ὄχι ἀλλέως :» Εἰς τὴν ἁπορίαν ταύτην ὁ μέγας φιλόσοφος ἀπαντᾷ 
εὐστοχώτατα ὅτι αὐτὸ ὀφείλεται εἰς τὸ Τεγονός, ὅτι αἱ χεῖρες τοῦ ἀνθρώπου, 
ἀποτελοῦσαι φυσικὸν βοήθημα εἰς τοὺς ἀριθμητικοὺς ὑπολογισμούς, ἔχουν 
συνολικῶς δέκα δακτύλους, Τὴν ἴδίαν ἐξήγησιν ἔχει ἡ παρουαία, εἰς µε- 


δεων, διαδέχονται ἀλλήλους κατὰ σειρὰν φθίνουσαν. Ὅσοι Ἰράφουν ἐξ 
ἀριστερῶν πρὸς τὰ δεξιά, θ᾽ ἀναγράψουν πρῶτα τὰς χιλιάδας, ἔπειτα πρὸς 


γραφῆς. Θέτουν δηλαδὴ πρῶτα δεξιἁ τὰς ἑκατοντάδας, ἔπειτα πρὸς τὰ 
ἀριστερά τὰς δεκάδας καὶ τελευταίας, πάλιν πρὸς τὰ ἀριστερά, τὰς µονάδας, 
Ὅ γράφων δηλαδὴ ἐπιθυμεῖ πάντοτε νὰ γράφῃ τὰς διαφόρους μονάδας 
κατά σειρὰν φθίνουσαν, ὥστε τελευταῖαι νὰ μένουν αἱ ἁπλαῖ µονάδες. Τὸ 
σύστημα τοῦτο, χαρακτηρίζεται συνήθως ὡς «νόμος τοῦ Ἠκηκείν, ἀπὸ 
τὸ ὄνομα ἐκείνου, ὁ ὁποῖος πρῶτος ρητῶς ἐσημείωσε καὶ διετύκωσε τὴν ὣς 
ἄνω βασικὴν ἀρχὴν τῆς ἀριθμογραφίας, 


Οἱ ΄Ασσυρο - Βαβυλώνιοι 
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τῆς ἐκτεταμένης κοιλάδος, ποὺ ἔχει ὡς φυσικά της σύνορα δύο μεγάλους 
ποταμούς, τὸν Τίγρητα καὶ τὸν Εὐφράτην, καὶ ἡ ὁποία, κατοικουµένη κατὰ 
τὴν ἀρχαιότητα ὑπὸ δύο λαῶν, ἕνας τῶν ὁποίων (οἱ Σουμέριοι), μὴ σηµιτικός, 
προερχόμενος ἐκ τοῦ Νότου, ὑπέστη διαδοχικῶς τὴν κοριαρχίαν τῶν ἁρ- 
χαίων Περσῶν, τῶν Μακεδόνων, τῶν Σελευκιδῶν, τῶν Πάρθων, τῶν νεωτέ- 
ρῶν Περσῶν, τῶν ᾿Αράβων καὶ τέλος τῶν Τούρκων. Εἶναι ἡ τῇ, τὴν ὁκοίαν 
χαρακτηρίζοµεν σήμερον ὡς Μεσημβρινὴν Μεσοκοταμίαν καὶ ἡ ὁποία 
καθ᾽ ἣν ἐποχὴν ἀπετέλει ἀνεξάρτητον κράτος, εἴἶχεν ὡς κρωτεύουσαν τὴν 
βιβλικὴν Βαβυλῶνα. 

Ἡ φήµη τῶν Βαβυλωνίων, ὡς ἀκαταπονήτων καὶ ἀκριβολόγῶων καρα- 
τηρητῶν τῆς πορείας τῶν ἄστρων, πιστοποιεῖται ἀπὸ τὸν Πλίνιον τὸν πρε- 
σβύτερον, ὁ ὁποῖος τοκοθετεῖ τὴν ἀρχὴν τῶν παρατηρἠσεώντων 100.000 
χρόνια π.Χ. καὶ ἀπὸ τὸν Πολύβιον, ὁ ὁποῖος περιορίζει εἰς 31.000 χρόνια 
τὴν διάρκειαν τῶν ἰδίαν ἀστρονομικῶν παρατηρήσεων! Χωρὶς νὰ θέλω 
μεν νὰ γίνωµεν ἐγγυηταί τῆς ἀκριβείας τῶν δεδοµένων τούτῶν, πιθανῶς 
φανταστικῶν, ἁρκούμεθα νὰ μνημονεύσωμεν ὅτι ὁ Καλλισθένης, εἰσελ- 
θὼν εἰς τὴν Βαβυλῶνα μὲ τὴν ἀκολουθίαν τοῦ Μεγάλου ᾽Αλεξάνδρου 
(1311 κ.Χ.), ἀνεκάλυψεν ἵχνη ἀστρονομικῶν παρατηρήσεων ἀναγόμενα εἰς 
τὸ ἔτος 2234 κ.Χ., ὁ δὲ Κλαύδιος Πτολεμαῖος, ἡ µεγάλη ἑλληνικὴ αὖὐθεν- 
τία εἰς τὸν τοµέα τῆς ᾿Αστρονομίας, ἀποδίδει εἰς τοὺς Βαβυλωνίους τὴν πα» 
ρατήρησιν μιᾶς σεληνιακῆς ἐκλείψεως, ἐπισυμβάσης τὸ ἔτος Τ47 π.Χ., 
καὶ τέλος ὅτι ἕνα βαβυλωνιακὸν ἡμερολόγιον, κατά µίαν ἑρμηνείαν τοῦ 
διακρεκοῦς τῶν ἀνατολικῶν πολιτισμῶν 8αγος, ἀνάγεται εἰς τὸ 
ἔτος 4700 π. Χ. Ὅλα αὐτὰ ἀκοδεικνύουν κατὰ τρόπον ἀναντίρρητον, ὅτι 
ὁ θαυμασμὸς τοῦ Πλινίου καὶ τοῦ Πολυβίου, ὅσον καὶ ἂν φαίνεται ὀλίγον 
ὑπερβολικός, δὲν στερεῖται κάποιας βάσεως ". 

Σπεύδομεν νὰ σημµειώσωμεν ὅτι οἱ Βαβυλώνιοι παρεκινήθησαν εἰς τὴν 
σπουδὴν τῶν οὑρανίων φαινομένων, ὄχι ἀπὸ τὴν ἀφιλοκερδῇ περιέργειαν 
γ᾿ ἀνακαλύψουν τοὺς νόμους, ποὺ διέπουν τὰς κινήσεις τοῦ ἠλίου καὶ τῶν 
ἄστρων, ἀλλ᾽ ἀπὸ τὸν βασανιστικὸν πόθον τῆς ἀνακαλύψεως κάποιου 
οἰωνοῦ προαναγγέλλοντος τὰ μέλλοντα νὰ συμβοῦν. Έρχεται τώρα διὰ 
πρώτην φορὰν εἷς τὴν ἐπιφάνειαν τὸ γεγονός, τὸ ὁποῖον συχνὰ ἑκπαναλαμ- 
βάνεται κατὰ τὴν διαδροµἠν τῶν αἰώνων, ὅτι ἐμπειρίαι ψευδεῖς καὶ ἁπατη- 
λαὶ (ὅπως αἱ χαρακτηρίζουσαι τὴν ᾿Αστρολογίαν), ἔδωσαν ζωὴν εἰς μίαν 
ἐπιστήμην (ἐννοοῦμεν τὴν ᾿Αστρονομίαν), ἡ ὁποία ἀποτελεῖ δικαίως ἀν- 
τικείµενον ὑπερηφανείας διὰ τὸ ἀνθρώπινον πνεῦμα. 

5. Ποῖα ὄργανα ἐχρησιμοποίουν οἱ 'Ασσνρο - Βαβυλώνιοι ες τὰς παρατηρήσεις 
τωγ! ΗἩ ἀπάντησις εἰς τὸ θεμελιῶδος τοῦτο [στορικόν πρόβλημα ἀναμένεται ἐκ νεωτί- 
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γονίμου εἰς τοὺς ᾿Ανατολικοὺς καὶ Μεσογειακούς λαούς, 

Ἕνα μέσον ἐξακριβώσεως τῶν πληροφοριῶν τῶν προερχοµένων ἀπὸ 
τὰς πηγὰς αὐτὰς ὑκῆρξαν αἱ ἐπιγραφαί, ποὺ ὑφίστανται εἰς τοὺς τοίχους 
τῶν ἀνακτόρων τῆς ἀρχαίας Περσεπόλεως, Τὰς ἐπιγραφὰς αὐτάς εἶχεν ἤδη 
ἐπισημάνει ἀπὸ τοῦ 1621 ὁ περιηγητής ΡΙείγο ἀείία γιο (γεννηθεἰς εἰς Ρώ- 
μην τὴν 2 ᾽Απριλίου 1586, ἀκοθανὼν εἰς Νεάπολιν τὴν 20 "Απριλίου 1652), 

Ἕνα δεύτερον μέσον, ἀνακαλυφθὲν βραδύτερον, ὑπῆρξαν τὰ κολυά- 
Ρριθµα κεράµινα πινακίδια, τὰ ὁποῖα, φέροντα πλῆθος μυστηριωδῶν σημείων, 
ἦλβθον εἰς φῶς κατὰ τὴν διάρκειαν τοῦ ΧΙΚ αἰῶνος,χάρις εἰς τὰς μεθοδικὰς 
ἀνασκαφάς, τὰς ὁποίας ἤρχισε τὸ 1821 ὁ ἄγγλος 1, ΒἰτοἩ, ἐσυνέχισαν 
δὲ μετὰ ταῦτα εἰς εὑρεῖαν κλίμακα ἐν Μεσοκοταµίᾳ διάφοροι ἐπίσημοι 
ἀποστολαί ". ᾽Αλλὰ διὰ νὰ καταστοῦν τὰ εὑρήματα αὐτά χρήσιμα, ἦτο 
ἁπαραίτητον ν᾿ ἀποκρυπτογραφηθῇ ἡ ἐπ αὐτῶν γραφή. 

Ἡ πρώτη ἀποτελεσματικὴ προσπάθεια, πρὸς ὑπερνίκησιν τῆς 
φοβερᾶς δυσκολίας λύσεως τοῦ προβλήματος τούτου, ὀφείλεται εἰς ἕνα 
Γερμανὸν µελετηρότατον, τὸν Ε. . Οτοιεα[επά1 (ϱ Ἰουλίου 1775. 15 Δε- 
κεµβρίου 1853), ὁ ὁποῖος τὴν 4ην Σεπτεμβρίου 1802 παρουσίασεν εἰς τὴν 
Ἑταιρείαν τῶν ᾿Ἐπιστημῶν τῆς Γοτίγγης µίαν µελέτην ἐπὶ τοῦ θέματος. 
᾽Αλλά ἡ Ἑταιρεία, ἀνίκανος νὰ σταθµίσῃ ἐπαξίως τὴν σπουδαιότητα τῆς µε- 
λέτης, ἠρνήθη νὰ τὴν δημοσιεύσῃ εἰς τὰ πρακτικά της 3", Μολαταῦτα, εἲς 


' Ἴσως νὰ ἔχη ἐνδιαφέρον ἡ πληροφορία ὅτι τὰ ἀνακαλυφθέντα πινακίδια ἦσαν 
προθρισµένα νὰ σχηματίζουν τόμους (ᾶν ἐπιτρέπεται ἡ ἔκφρασις), ὅπως ἄποδει- 
δεικνύσται ἀπὸ τὰς ὁκάς, τὰς ὁποίας ὄφερον εἰς τὸ κέντρον, διὰ µέσου τῶν ὁποίων ἔπρεπε 
νὰ διέρχεται µία συνδετικἡ ταινία, 
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ἐπιβεβαίῶσιν τοῦ ἀρχαίου ρητοῦ «ἡ ἀλήθεια εἶναι κόρη τοῦ χρόνου» (νετί- 
ία5 ἱεπιροτίς ΓΠ{α), ἡ ἐργασία τοῦ Οτοιεα[εσά, ἀνακαλυφθεῖσα εἰς τὰ ἀρχεῖα 
τῆς ἑταιρείας ἐγενήκοντα ἴτη ἀργότερα καὶ ἐκτιμηθεῖσα τελικῶς ὅκως 
ἔπρεπεν, ἦλθεν εἰς τὸ φῶς τῆς δηµοσιότητος τὸ [904, ἁποδοθείσης οὕτω 
τῆς προσηκούσης, οὐχὶ μικρᾶς τιμῆς εἰς τὸν ἐργάτην της. Τὸ ἀποτέλεσμα 
ὅμως τῆς καθυστερηµένης αὐτῆς δημοσιεύσεως, ὕτο ὅτι ὁ Οτοίεπίεπά δὲν 
ἔδη πλέον διὰ νὰ λάβῃ µέρος εἰς τὰς ἐρεύνας, τὰς ὁκοίας διεξήγαγον κατὰ 
τὸν παρελθόντα αἰῶνα οἱ Ε. ἱερείως, Ρ. Ε. Βοιία (υἱὸς τοῦ διαπρεποῦς Ἴτα- 
λοῦ ἱστορικοῦ), Η. Ἱ.ααγιτά, Ε. Υ. ΗΠρεες καὶ ἄλλοι, καὶ αἱ ὁποῖαι ὡδή- 
Τησαν τελικῶς εἲς µίαν ἱκανοποιητικὴν γνῶσιν τῆς γλὠσσης τῶν Βαβυ- 
λωνίων καὶ συνεκῶς τοῦ βαθμοῦ τοῦ πολιτισμοῦ των. 


5. Ἡ γλῶσσα, εἰς τὴν ὁποίαν ἔχουν γραφῇ τὰ βαβυλωνιακὰ πινακίδια, 
εἶναι ἐκείνη ποὺ ἐχρησιμοποίουν οἱ Σουμέριοι, Οἱ χαρακτῆρες εἶναι ἐξ 
ἐκείνων ποὺ ὀνομάζονται σφηνοειδεῖς, διότι προκύπτουν ἐκ τοῦ συν- 
δυασμοῦ τριῶν εἰδικῶν σημείων, ἤτοι μιᾶς γραμμῆς ὁριζοντίας, μιᾶς κατα- 
κορύφου καὶ μιᾶς τεβλασμένης ἐν εἴδει σφηνός. Τὰ σημεῖα αὐτὰ ἡμποροῦμεν 
ν΄ ἀναπαραστήσωμεν ὡς ἑξῆς : |, ---, (. Ὅσον ἀφορῷ τώρα τὴν ἐπιστήμην 
μας, εἰς τὴν ὁποίαν ὀφείλουν φυσικὰ νὰ περιορισθοῦν αἱ σκέψεις µας, ἡ 
καλυτέρα πηγἡ κληροφοριῶν συνίσταται εἰς ἕνα κειµήλιον, ἀναγόμενον 
εἰς τὴν περίοδον 230) - 1600 π. Χ., γνωστὸν ὑπὸ τὸ ὄνομα Πινακίδια 
τοῦ Σενκερέχ. Ὠνομάσθη τοιουτοτρόπως ἀπὸ τὸ ὄνομα τῆς τοπο- 
θεσίας ἐπί τῶν ὀχθῶν τοῦ Εὐφράτου, ὅπου ἀνεκαλύφθησαν ὑπὸ τοῦ γεωλό- 
γου Ν, Κ. Ἰσβις τὸ 1854, 

᾽Απὸ τὸ πολύτιμον αὐτὸ δοκουµέντον συνάγεται ὅτι ἡ Βαβυλωνιακὴ 
ἀριθμητικὴ εἴχε δύο βάσεις, τὸ 10 καὶ τὸ 60. Ἡ ὕπαρξις τῆς πρώτης ἀπο- 
δεικγύεται ἀκὸ τὰ ἀκόλουθα εἰδικά σύμβολα, μὲ τὰ ὁποῖα παριστάνοντο οἱ 
ἀριθμοὶ !, 10, 100, 1000, 10 000 καὶ 100.000 : 


|, ϕ [--, {|--, (έ]--, σέ«|-- 


᾿Ἐπαναλαμβάνοντες κάθε ἕνα ἀπὸ αὐτὰ, ὄχι περισσότερον ἀπὸ ἐννέα φοράς, 
δυνάµεθα προφανῶς νὰ παραστήσωµεν ὅλους τοὺς µικροτέρους τοῦ ἕκατομ- 
µυρίου ἀριθμούς. 

Ἐν πάσῃ περιπτώσει, διὰ τοῦ τρόπου τούτου προκύπτει ἕνα σύμβολον 
συνιστάµενον ἀκὸ ἀριθμὸν τινὰ μονάδων, ἕνα σύμβολον δεκάδων κ.ο.κ. 
διαδεχόµενα τὸ ἕνα τὸ ἄλλο κατὰ τάξιν σύμφώνον πρὸς τὸν νόµον τοῦ Ἠκηκε]- 

Ἡ ὕπαρδις τοῦ δευτέρου θεμελιώδους ἀριθμοῦ 60 πιστοποιείται πρὸ 
πάντων ἀπὸ τὰ εἰδικὰ ὀνόματα (δομᾳ, Νες, δα) μὲ τὰ ὁκοῖα οἱ Βαβυλώνιοι 
παρίστων τοὺς ἀριθμοὺς 60, 600, 3600. καὶ ἀκόμη εὐκρινέστερα ἀπὸ τὴν 

" Χάριν ἀπλῆς περιεργείας προσθέτοµην ὅτι μὲ τοὺς ἀριθμοὺς Τ,2,ω 60 παρι- 
στάνοντο οἱ Θεοί τῆς βαβυλωνιακῆς μυθολογίας, ἓνῷφ τὰ τὰ ἐνδιάμεσα κλάσματα ἐχρησί- 
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ΕΕ ----- ον 
σταθερἀν χρῆσιν κλασμάτων ἑχόντων παρονομαστᾶὰς τὰς διαδοχικἁς δυ- 
γάµεις τοῦ 60", Πρόκειται ἀκριβῶς περὶ τῶν κλασμάτων ἐκείνων, τῶν ὁποίων 
εὑρεῖα ἐφαρμογὴ γίνεται εἰς τὴν ἑλληνικὴν ᾿Αστρονομίαν (διὸ καὶ ἐκαλοῦντο 


Ἡ υσία τοῦ ἀριθμοῦ 10, ὡς βάσεως τοῦ ἀριθμητικοῦ συστήµατος 
τῶν Βαβυλωνίων, δὲν ἁπαιτεῖ καμµίαν ἰδιαιτέραν ἐκήγησιν, κατόπιν τῶν 
ὅσων εἴκομεν ἤδη περὶ τούτου ἀναφέροντες τὴν ὑπὸ τοῦ Αριστοτέλους 
δοθεῖσαν ἑρμηνείαν, Αλλά ἡ παρουσία τῶν ἀριθμῶν 6, 60, 360, δὲν εἶναι 
τόσον εὐεξήγητος, ἡ δὲ προέλευσις αὐτῶν ἀποτελεῖ σημεῖον σκοτεινὸν καὶ 
ὰ | 


σ ἑνὸς ἰσοκλεύρου τριγώνου, αὐτομάτος ἀνέκυψεν ἡ ἐκλογὴ τος 
Δριθμοῦ 6, ὡς ἀριθμοῦ ὑποδιαιρέσεως τῆς περιφερείας καὶ τῆς διαρκείας 
τῆς ἠμόρας. ἍµἼχνη τοιαύτης χρονολογικῆς διαιρέσεως ἀνεκαλύφθησαν 
κ ο 
µενα μειος Ὄμρητν ον «πναμάτων» ἐκείναν, τὰ ὁποῖα ὁ λαὺς ἐπίστευεν ὡς ὁφιοτή, 
µενα μεταξὺ Θεοῦ καὶ ἀνθρώπων. 

Ὁ δν τας περµειώσεις οἱ Βαβυλόνιοι ἐχρησιμοκοίουν κλάσματα μὲ .σ 
ὁ καὶ δὲν ἦσαν ἄγνωστοι εἰς αὐτοὺς αἱ σχέσεις : 2/6 -- 1/2, 1/6 --Ι/2 4/6 21, 
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πράγματι. ᾽Αλλὰά μὲ τὴν πάροδον τοῦ χρόνου καὶ τὴν κρόοδον τοῦ πολατι- 
σμοῦ, αὕτη ἀπεδείχθη ἀνεπαρκής' συνδυάζοντες τότε τὸν ἀριθμὸν 6 μὲ τὸν 
ἀριθμὸν 10, βάσει τοῦ ἐν χρήσει συστήµατος ἀριθμήσεως, ἔφθασαν εἰς τὸν 
ἀριθμὸν 60, ὁ ὁποῖος συνδυασθεὶς ἐκ νέου μὲ τὸν 6, Φὡδήγησεν εἰς τὸν ἀριθ- 
μὸν 360. Καὶ εἶναι βέβαιον ὅτι τὸ ἀποτέλεσμα τοῦτο προσέλαβε µεγαλο- 
τέραν σηµασίαν, ὅταν ἀκριβέστεραι ἀστρονομικαὶ παρατηρήσεις ἀπεκατέ- 
στησαν τὴν ἀλήθειαν, ὅτι ὁ ἀριθμὸς 360 μετρᾷ μὲ κάποιαν προσέγγισιν τὸν 
ἀριθμὸν τῶν ἡμερῶν, τὰς ὁποίας χρειάζεται ὁ ἤλιος διὰ νὰ ἐπιστρέψῃ εἰς 
τὴν ἀρχικήν του θέσιν. Όταν τοῦτο γίνη δεκτὸν, ἡ διαίρεσις τῆς μοίρας 
εἰς 60 κρῶτα λεκτὰ καὶ τοῦ πρώτου λεπτοῦ εἰς 60 δεύτερα λεπτὰ κατανοεῖται 
χωρὶς μεγάλην δυσκολίαν. 


6. "Αλλο σπουδαῖον ζήτημα σχετικῶς μὲ τὴν ἀριθμητικήν, τῆς ὁποίας 
ἐγίνετο χρῆσις παρἀ τὰς ὄχθας τοῦ Εὐφράτου, εἶναι νὰ γνωρίσωµεν κατὰ 
πόσον οἱ Βαβυλώνιοι ἠσθάνθησαν τὴν ἀνάγκην εἰδικοῦ συμβόλου, διά νὰ 
σηµάνουν τὴν ἀπουσίαν μονάδων ὠρισμένης τάξεως, μὲ ἄλλους λόγους 
κατὰ κόσον ἐγνώριζον τὴν χρῆσιν τοῦ μηδενός. Τά πινακίἰδια τοῦ Σεν- 
κερὲχ δὲν διευκολύνουν τὴν λύσιν τοῦ ἐνδιαφέροντος αὐτοῦ ζητήματος, 
Τὸ περίκλοκον γεγονός, ὅτι δὲν εἶναι πάντοτε φανερὸν μὲ κοίαν δύναμιν 
τοῦ 60 πρέπει νὰ ὑκονοοῦμεν ἑκάστοτε πολλαπλασιαζόµενον ἕνα δεδοµένον 
ἀριθμόν, θὰ ἠδύνατο νὰ θεωρηθῇ ὡς µία ἀρνητικὴ ἔνδειξις. Μερικαὶ ἐν τού- 
τοις, προσφάτως σημειωθεῖσαι ἐγγραφαὶ ἀστρονομικῶν παρατηρήσεων, 
ὁο ος δες κών σμηνών κο 
μονάδων ὠρισμένης τάξεως, κατέστησαν ἔτι μᾶλλον ἐπιθυμητὴν τὴν ἄπο- 
κρυπτογράφησιν καὶ ἄλλων δοκουµέντων, δυναµένων νάἁ µεταβάλουν 
εἰς βεβαιότητα τὴν διαφαινοµένην µέχρι τοῦδε δυνατότητα οἱ Βαβυλώνιοι 
νἁ πρὀηγήθησαν τῶν ἸἼνδῶν εἷς τὴν διατύπωσιν καὶ θεραπείαν τῆς ἀνάγ- 
κης ἑνὸς συμβόλου ἀναλόγου πρὸς τὸ μηδέν, τοῦ ὁποίου ἡ πρακτικἡ ἀξία 
εἶναι ἀληθῶς ἀντίστροφος τῆς ἀριθμητικῆς του τιμῆς. 

Παρὰ ταῦτα πρέπει νὰ σημειώσωμεν ὅτι ἡ ἀνακάλοψις τῶν δύο ϐε- 
μελιωδῶν ἀριθμῶν εἰς τὸ ἀριθμητικὸν σύστημα τῶν Βαβυλωνίων, εἴχεν 
ὣς ἄμεσον ἀποτέλεσμα τὴν ὁριστικὴν ἑρμηνείαν τῶν μαθηματικοῦ πε- 
ριεχοµένου πινακιδίων τοῦ Σενκερέχ. Ἐξαιρέσει μερικῶν κενῶν ὀφειλο- 
µένων εἰς ἀναποφεύκτους φθοράς, περιέχονται εἰς αὐτὰ τὰ τετράγωνα 
τῶν ἀριθμῶν |, 2.....60 καὶ οἱ κύβοι τῶν ἀριθμῶν , 2... 320, διὰ τῶν 
ὁποίων ἡδύνατο νἁ δικυκολυνθῇ ἡ ἐκτέλεσις ἀντιστρόφῶων πράξεων (ἐδα- 
τωγὴ τετραγωνικῆς καὶ κυβικῆς ρίζης), ἀναγκαίων εἰς τοὺς ἱερεῖς, τοὺς 
ἀσχολουμένους μὲ ἀστρολογικάς µελέτας. 

Μεταγενέστεραι πληροφορίαι περὶ τῶν ἀριθμητικῶν γνώσεων τῶν 
λαβυλωνίων ἤλθον εἰς φῶς, χάρις εἰς τὰς ἀνασκαφάς, αἱ ὁποῖαι ἤρχισαν τὸ 
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18 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 


Ι889 πλησίον τοῦ ΝαΠας, δακάναις τοῦ Πανεπιστηµίου τῆς Πενσυλβανίας 
καὶ ὑπὸ τὴν διεύθυνσιν τοῦ Ηῆργεοϊη. Πράγματι ἡ µελέτη πεντήκοντα πε- 
ρίκου χιλιάδων ὀρειχαλκίνων ἐπιγραφῶν μὲ χαρακτῆρας σφηνοειδεῖς ὡδή- 
Ύησεν εἰς τὴν ἀνακάλοψιν πινάκων πολλακλασιασμοῦ τῶν ἀκεραίων ἀριθ- 
μῶν, διατεταγµένων εἰς στήλην κατὰ τὸν τρόπον πού, ὕκως θὰ ἴδωμεν, ἐσυ- 
νειθίζετο τὸν Μεσαίωνα ἀπὸ τοὺς Ἱταλοὺς λογιστάς καὶ τοὺς διαδόχους των. 
Ἡ Εκτασίς τῶν εἶναι πραγµατικἁ ἐπιβλητική, διότι ὁ πολλλακλασιαστὴς 
φθάνει µέχρι τοῦ 180000, ᾿Ακολουθοῦν πίνακες διαιρέσεως, ἐκτεινόμενοι 
μέχρι τοῦ 608 -- 12 960.000 (ἀριθμὸς συµπίπτων, κατά τινας, μὲ τὸν µυστη- 
ριώδη «ἀριθμὸν τοῦ Πλάτωνος», ρυθµιστὴν τῶν καλῶν καὶ κακῶν γεννή- 
σεων). ᾽Αλλά δὲν εἶναι αὐτὸς ὁ μέγιστος ἀριθμὸς, ὅστις ἀπαντᾶται εἰς τὰ 
Βαβυλωνιακά δοκουµέντα τὰ µέχρι τοῦδε ἐρευνηθέντα, καθ’ ὅσον εὑρίσκε- 
ται ἀκόμη εἰς αὐτὰ ὁ πολὺ ἐπιβλητικώτερος ἀριθμός, ὁ γραφόμενος σή- 
µερον;, 1059555000 000, 

Μία τελευταία πληροφορία ἦλθεν εἰς φῶς ἀπὸ τὰ δοκουµέντα, μὲ τὰ 
ὁποῖα ἐπλουτίσθη προσφάτως ἡ ἱστορία τῶν Βαβυλωνίων. Πρόκειται περὶ - 
τῆς χρήσεως τῆς «ἀφαιρετικῆς μεθόδου» εἰς τὴν γραφικἠν καὶ φωνητικὴν 
παράστασιν τῶν ἀριθμῶν, ποὺ θεωρεῖται χαρακτηριστικὸν γνώρισμα τῆς 
προφορικῆς καὶ γραπτῆς ἀριθμήσεως τῶν Ῥωμαίων. Πράγματι εἰς τὰ πινα- 
κίδια, τὰ ὁποῖα ἀνέγνωσεν ὁ Ηήρτεςηε, ἀπαντῶνται οὐχὶ ὀλιγώτερα τῶν δώ- 
δεκα παραδειγµάτων παραστάσεως ἀριθμῶν, κατὰ τρόπον ἀνάλογον πρὸς 
τὸ λατινικὸν «υπάενἰρίηίν --«ΧΙΧ. Πρόκειται ἄραγε περὶ τυχαίας συµκτώ- 
σεως ἢ μήπως ὁ ἕνας ἀπὸ τοὺς δύο λαοὺς ἑδίδαξεν εἰς τὸν ἄλλον τὴν βασικὴν 
ἔννοιαν αὐτοῦ τοῦ εὐφυοῦς τεχνάσµατος; Εἶναι ἕνα ζήτημα, τὸ ὁκοῖον προσ- 
λαμβάνει µεγαλυτέραν σηµασίαν, ἐὰν παρατηρήσωµεν ὅτι ἡ ἀφαιρετικὴ μὲ- 
θοδος φαίνεται νὰ ἐχρησιμοποιήθη κάποτε καὶ ἀκὸ τοὺς Εβραίους, τὸ 
ὁποῖον ὅμως δὲν εἴμεθα ἀκόμη εἰς θέσιν νὰ λύσωμεν. 

ὌὍσον ἀφορῇ τὸ εὖρος τῶν ἀριθμητικῶν γνώσεων τοῦ λαοῦ, περὶ τοῦ 
ὁκοίου ὁ λόγος, δυνάµεθα ν’ ἀναφέρωμεν ἕνα µόνον δεδοµένον, τὸ ὁποῖον 
ἀναφέρει ὁ Ὀίσκεοπ εἰς τὸ βιβλίον του «Ἱστορία τῆς θεωρίας τῶν ἀριθμῶν», 
τόµος Ἱ, 1919, σ. 3317), ὅτι δηλαδἡ εἰς τὸ οὕτω καλούμενον ἁ«Βαβυλωνιακὸν 
Ταλμοῦδ» ἀναγράφεται ἡ πρότασις : Ἵνα ἀριθμὸς τῆς µορφῆς 1000 α -- Ἡ 
εἶναι διαιρετὸς διὰ 7, πρέπει καὶ ἀρκεῖ νά εἶναι διαιρετὸς διἀ 7 ὁ ἀριθμὸς 
24 ἠ- Ὁ. Ὅπερ ἀποδεικνύεται εὐκόλως ἐκ τῆς ἴσοτητος 004 | ὃ-- Τ. Ἰ44 
Ὑ (αα - Β). Δὲν ἀποκλείεται βεβαίως νὰ κρόκειται περὶ μεταγενεστέρου 
εὑρήματος τῆς ἄσσυρο - βαβυλωνιακῆς ἐπιστήμης. 

7. Ἐνῷ τὰ προεκτεθέντα συντελοῦν εἰς τὸ νὰ γνωρίσωμεν τὸ μέγεθος 
τῶν προόδων, τὰς ὁποίας ἐπέτυχον οἱ Βαβυλώνιοι εἰς τὸν τοµέα τῆς ἀριθ- 
μητικῆς, ἄλλα γεγονότα ἔρχονται ν᾿ ἀποδείξουν ὅτι ἡ γεωματρία δὲν ἔμει- 
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νεν ὀκτὸς τοῦ κύκλου τῶν πνευματικῶν των ἀπασχολήστον, ἀφ.ῦ, διὰ τὸ 

Ὑρωμοτρικῶν σχημάτων, ἐζήτησαν βοήθειαν εἰς τὰς προσπαθείας των νὰ 
μελετήσουν τὸ µέγα βιβλίον τῆς εἱμαρμένης. Παράλληλοι, τετράγωνα, τρί- 
γωνα, γωνίαι ὀρθαί, ἀπαντῶνται ὑπὸ τὰ ἐρείκια τοῦ Βαβυλωνιακοῦ πολι- 
τισμοῦ. Δὲν εἶναι ἀπίθανον νἁ ἐγνώριζον τὴν ἰδιότητα, ὅτι ἕνα τρίγώνον 
μὲ πλευρὰς ὡς οἱ ἀριθμοὶ 3, 4, 5, εἶναι ὀρθογώνιον. Εἶναι ὅμως βέβάιον ὅτι 
ἦσαν εἰς θέσιν νὰ ὑπολογίζουν μὲ ἀκρίβειαν τὸ ἐμβαδὸν τῶν τετραγώνων, 
τῶν ὀρθογωνίων, τῶν ὀρθογωνίων τριγώνων, ἀκόμη καὶ τῶν τραπεζίων 
ἑνῷ διὰ τὸν προσδιορισμὸν τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ κύκλου ἐχρησιμοποίουν τὴν 
τιμὴν π-- 3, ἡ ὁποία ἀπαντᾶται εἰς τὴν Βίβλον. 

Τοιαῦται γνώσεις δὲν πρέπει νἀ προκαλοῦν ἔκπληξιν, ὅταν ἔχωμεν 
ὑπ ὄψιν, ὅτι ὁ λαὸς περὶ τοῦ ὁποίου γίνεται λόγος, ὄχι µόνον ἐγνώριζε 
ν᾿ ἀνεγείρῃ ἐπιβλητικά κτίρια (μερικά τῶν ὁκοίων ἠδυνήθησαν ν᾿ άντεπε- 
ξέλθουν νικηφόρως ἐναντίον τῆς φθορᾶς τοῦ χρόνου) ἀλλά, ὅπως ἀπε- 
δείχθη ἐκ προσφάτων εὐρημάτων, ἠτο εἷς Δέσιν νὰ καταστρώνῃ μὲ 
ἐπαρκῆ ἀκρίβειαν τὴν κάτοψιν ἑνὸς κτιρίου, 

Διὰ τοῦτο δὲν στερεῖται βάσεως ἡ ὑπόθεσις ὅτι τὸ ἀνωτέρω δοθὲν διά- 
Ίραμμα τῶν μαθηματικῶν γνώσεων τῶν Βαβυλωνίων περιλαμβάνει ὀλιγό- 
τερα τῶν ὅσων θὰ ἠδυνάμεθα ν᾿ ἀναφέρωμεν, ἐὰν τὰ εἰς τὴν διάθεσίν µας 
ἀρχαιολογικὰ δεδοµένα ἦσαν περισσότερα ”, 

Μία τοιαύτη γνώµη εὑρίσκει ὑποστήριδιν καὶ εἰς τὴν πληροφορίαν 
ὅτι οἱ Βαβυλώνιοι εἶχον καθιερώσει ἕνα πλῆρες σύστημα µέτρων καὶ στα- 
θμῶν. Μονὰς μετρήσεως ἦτο ὁ πῆχυς, ἴσος πρὸς 0,496 τοῦ μέτρου, Διὰ μι- 
κρότερα µήκη ἐχρησιμοποιεῖτο ὁ «δάκτυλος», ἤτοι τὸ τριακοστὸν τοῦ κή- 
χνῶς, καὶ ὁ «ποῦς», ἴσος πρὸς τὰ 2/1 τοῦ κήχεως, ἥτοι πρὸς 20 δακτύλους 
Φαίνεται περαιτέρω ὡς βέβαιον ὅτι ὡς µονάδα χωρητικότητος ἐλάμβανον 
τὸ Ἰ44ον µέρος τοῦ κυβικοῦ πήχεως, καὶ ὡς µονάδα βάρους τὸ βάρος ὄγκου 
ὕδατος, ἴσου κρὸς τὸ 240ον µέρος τοῦ κυβικοῦ πήχεως, 


Οἱ Αἰγύπτιοι 


δ. Ἡ κοινωνικἡ καὶ πολιτικὴ ἱστορία τῆς Αἰγύπτου εἶναι γνωστὴ μὲ 
ἱκανοποιητικὴν ἀκρίβειαν. Ἡ ἱστορία διδάσκει ὅτι μέχρι τῆς κατακτήσεως 


Ἐπιβλητικῆς δυνάµεως ἔργα, ὅπως αἱ ὀγκώδεις πυραμῖδες (3600 ἢ 
3700 π.Χ.], οἱ πανύψηλοι ὀβελίσκοι, οἱ μεγαλοπρεπεῖς ναοί, τὸ θαυμαστὸν 
σύστημα ἀρδεύσεως καὶ τὰ πανίσχυρα ὑδατοφράγματα, ἀποτελοῦν ἄκατα- 
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Ὑρωμοτρικῶν σχημάτων, ἐζήτησαν βοήθειαν εἰς τὰς προσπαθείας των νὰ 
μελετήσουν τὸ µέγα βιβλίον τῆς εἱμαρμένης. Παράλληλοι, τετράγωνα, τρί- 
γωνα, γωνίαι ὀρθαί, ἀπαντῶνται ὑπὸ τὰ ἐρείκια τοῦ Βαβυλωνιακοῦ πολι- 
τισμοῦ. Δὲν εἶναι ἀπίθανον νἁ ἐγνώριζον τὴν ἰδιότητα, ὅτι ἕνα τρίγώνον 
μὲ πλευρὰς ὡς οἱ ἀριθμοὶ 3, 4, 5, εἶναι ὀρθογώνιον. Εἶναι ὅμως βέβάιον ὅτι 
ἦσαν εἰς θέσιν νὰ ὑπολογίζουν μὲ ἀκρίβειαν τὸ ἐμβαδὸν τῶν τετραγώνων, 
τῶν ὀρθογωνίων, τῶν ὀρθογωνίων τριγώνων, ἀκόμη καὶ τῶν τραπεζίων 
ἑνῷ διὰ τὸν προσδιορισμὸν τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ κύκλου ἐχρησιμοποίουν τὴν 
τιμὴν π-- 3, ἡ ὁποία ἀπαντᾶται εἰς τὴν Βίβλον. 

Τοιαῦται γνώσεις δὲν πρέπει νἀ προκαλοῦν ἔκπληξιν, ὅταν ἔχωμεν 
ὑπ ὄψιν, ὅτι ὁ λαὸς περὶ τοῦ ὁποίου γίνεται λόγος, ὄχι µόνον ἐγνώριζε 
ν᾿ ἀνεγείρῃ ἐπιβλητικά κτίρια (μερικά τῶν ὁκοίων ἠδυνήθησαν ν᾿ άντεπε- 
ξέλθουν νικηφόρως ἐναντίον τῆς φθορᾶς τοῦ χρόνου) ἀλλά, ὅπως ἀπε- 
δείχθη ἐκ προσφάτων εὐρημάτων, ἠτο εἷς Δέσιν νὰ καταστρώνῃ μὲ 
ἐπαρκῆ ἀκρίβειαν τὴν κάτοψιν ἑνὸς κτιρίου, 

Διὰ τοῦτο δὲν στερεῖται βάσεως ἡ ὑπόθεσις ὅτι τὸ ἀνωτέρω δοθὲν διά- 
Ίραμμα τῶν μαθηματικῶν γνώσεων τῶν Βαβυλωνίων περιλαμβάνει ὀλιγό- 
τερα τῶν ὅσων θὰ ἠδυνάμεθα ν᾿ ἀναφέρωμεν, ἐὰν τὰ εἰς τὴν διάθεσίν µας 
ἀρχαιολογικὰ δεδοµένα ἦσαν περισσότερα ”, 

Μία τοιαύτη γνώµη εὑρίσκει ὑποστήριδιν καὶ εἰς τὴν πληροφορίαν 
ὅτι οἱ Βαβυλώνιοι εἶχον καθιερώσει ἕνα πλῆρες σύστημα µέτρων καὶ στα- 
θμῶν. Μονὰς μετρήσεως ἦτο ὁ πῆχυς, ἴσος πρὸς 0,496 τοῦ μέτρου, Διὰ μι- 
κρότερα µήκη ἐχρησιμοποιεῖτο ὁ «δάκτυλος», ἤτοι τὸ τριακοστὸν τοῦ κή- 
χνῶς, καὶ ὁ «ποῦς», ἴσος πρὸς τὰ 2/1 τοῦ κήχεως, ἥτοι πρὸς 20 δακτύλους 
Φαίνεται περαιτέρω ὡς βέβαιον ὅτι ὡς µονάδα χωρητικότητος ἐλάμβανον 
τὸ Ἰ44ον µέρος τοῦ κυβικοῦ πήχεως, καὶ ὡς µονάδα βάρους τὸ βάρος ὄγκου 
ὕδατος, ἴσου κρὸς τὸ 240ον µέρος τοῦ κυβικοῦ πήχεως, 


Οἱ Αἰγύπτιοι 


δ. Ἡ κοινωνικἡ καὶ πολιτικὴ ἱστορία τῆς Αἰγύπτου εἶναι γνωστὴ μὲ 
ἱκανοποιητικὴν ἀκρίβειαν. Ἡ ἱστορία διδάσκει ὅτι μέχρι τῆς κατακτήσεως 


Ἐπιβλητικῆς δυνάµεως ἔργα, ὅπως αἱ ὀγκώδεις πυραμῖδες (3600 ἢ 
3700 π.Χ.], οἱ πανύψηλοι ὀβελίσκοι, οἱ μεγαλοπρεπεῖς ναοί, τὸ θαυμαστὸν 
σύστημα ἀρδεύσεως καὶ τὰ πανίσχυρα ὑδατοφράγματα, ἀποτελοῦν ἄκατα- 


0 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 

---  άιμιμμάσμπαμά, ομως 
µάχητα τεκμήρια τῆς ἐξαιρετικῆς ἀναπτύξεως, εἰς τὴν χώραν αὐτήν, τῶν 
διαφόρων κλάδων τῆς ᾿Εφηρμοσμένης Μηχανικῆς, 

Ἡ ἀνακάλυψις τέλος, ἡ γενοµένη ὑπὸ τῶν Γάλλων ἐπιστημόνων, οἱ 
ὁποῖοι εὑρίσκοντο εἰς τὴν ἀκολουθίαν τοῦ στρατηγοῦ Βοναπάρτου κατὰ 
τὴν κερίφηµον ἐκστρατείαν τῆς Αἰγύπτου, τῶν λειψάνων μιᾶς κλωτῆς διώ- 
Ρρυγος, συνδεούσης τὴν Μεσόγειον μὲ τὴν Ἐρυθράν Θάλασσαν, δὲν ἁπο- 
δεικνύει τίποτε ἄλλο ἢ ὅτι ἡ τοµὴ τοῦ ἰσθμοῦ τοῦ Σουέζ, διὰ τὴν ὁποίαν 
δικαίως ὑπερηφανεύεται ἡ νεωτέρα τεχνική ἐπιστήμη τῶν Γάλλων Μηχα- 
γικῶν, ἐπεχειρήθη τοὐλάχιστον τριάκοντα αἰῶνας προτοῦ ἀχθῇ εἰς πἑρας. 

Ἔξ ἄλλου διάφορα διατάγματα, διαβῆκαι, συμβόλαια, ἀποδείξεις, συ- 
ναλλαγματικαὶ καὶ ἄλλα παρόμοια ἔγγραφα, διαφυγόντα θαυματουρχγικῶς 
τὴν ἀδηφάγον ἐπίδρασιν τοῦ χρόνου, καταδεικνύουν πῶς µία σοφἡ διακυβέἑρ- 
γησις εἶχε περιβάλει τὴν Αἴγυπτον μὲ ἕνα δίκτυον διοικητικῶν διατάξεων 
προνοίας καὶ ἀντιλήψεως, Ἰδιαιτέρως πρέπει ν ἀναφερθῇ ἡ ἀνάπτυξις ἑνὸς 
συστήµατος μεταφορῶν κροσώκων, ἐμπορευμάτων καὶ ἐπιστολῶν, (κανοῦ 
νά συγκριθῇ πρὸς τὰ ἀντίστοιχα συστήµατα τοῦ συγχρόνου πολιτισμοῦ, 
Ας προστεθῇ ὅτι φαίνεται νὰ ἀνάγεται εἰς τὸ ἔτος 4236 καὶ ἴσως τὸ 421! 
π.Χ. ἡ εἰσαγωγὴ τοῦ ἠλιακοῦ ἔτους τῶν 365 ἡμερῶν, ὑποδιαιρουμένου 
εἰς Ι2 μῆνας ἐκ 30 ἡμερῶν ἑκάστου, μὲ τὴν προσθήκην 5 ἐμβολίμων ἡμερῶν, 

Περὶ τῆς ἐπιζήλου καταστάσεως τῶν ἐν Αἰγύπτφ πραγμάτων ἔγραναν 
μὲ ἀμέριστον θαυμασμὸν οἱ ἀρχαῖοι Ἕλληνες, οἱ ὁκοῖοι διέτρεξαν περιη- 
Τούμενοι τὴν χώραν, ὠθούμενοι ἄλλοτε ἀπὸ τὴν δίψαν τοῦ κέρδους, καὶ 
ἄλλοτε ἀκὸ τὴν εὐγενῆ ἐπιθυμίαν νὰ ἕλθουν εἰς ἐπαφὴν μὲ τὴν ἱερατικὴν 
τάδιν, εἰς τὴν ὁποίαν, κατὰ τὰ κρατοῦντα εἰς τοὺς πρώτους πολιτισμούς, 
ἐκεφυλάσσετο τὸ μονοπώλιον τῆς ἐπιστήμης. 

Μεταξὺ τῶν ἄλλων, ὁ Ἡρόδοτος, ὁ πατὴρ τῆς ἱστορίας, ἀφοῦ διετύπωσε 
κατὰ τρόπον ἀνάγλυφον τὸ ἀξίωμα ὅτι κ Αἴγυκτος εἶναι δῶρον τοῦ Νεί- 
λου» (θέλων μὲ τοῦτο νὰ βεβαιώση ὅτι ἡ εὐφορία τῆς χώρας Φφείλετο εἰς 
τὰς περιοδικὰς πλημμυρογενεῖς προσχώσεις τοῦ μεγάλου ἐκείνου κοτα- 
μοῦ), ἐξέφρασε τὴν ἄποψιν, ὅτι εἰς τὴν χώραν αὐτὴν ἐγεννήθη ἡ Γεωμε- 
τρία», ἐκ τῆς ἀνάγκης γὰ γίνεται συχνὰ ἀναπασσάλωσις τῶν δρίων τῶν άγρο- 
τικῶν ἰδιοκτησιῶν, τὰ ὁποῖα ἐξηφάνιζον κατ’ ἔτος αἱ πλημμύραι τοῦ Νεί- 
λου". Ὁ Ἰάμβλιχος, ἐξ ἄλλου, βεβαιώνει εἰς τὸ ἔργον του Βιογρα- 
φία τοῦ Πυθαγόρου, ὅτι οἱ Αἰγύπτιοι ἱερεῖς εἶχον ἀφιερώσει πε- 
Ρισσύτερα ἀπὸ 22 ἔτη εἰς τὴν σπουδἠν τῆς γεωμετρίας καὶ τῆς ἀστρονομίας. 


.Ὁ βασιλεὺς Σέσωσερις (ὁ αὐτὸς πιθανᾶς πρὸς τὸν Ῥαμσ 1 τῆς ΧΙΧ δυναστείας, 
περὶ τὸ 1200 π.Χ. διένειµε τὴν καλλιεργήσιμον γῆν εἰς τοὺς ὑπηκύους του, διηρηµένην 
εἰς τεμάχια τετράγωνα. 


Οἱ ᾽Αρχαίοι Μεσογέιακοί Πολατισμοί 1ί 


8, Αἱ πληροφορία γύρω ἀπὸ τὸν κολατισμὸν ἐν γένει τῶν Αἰγυπτίων καὶ 
ἰδιαιτέρως γύρω ἀπὸ τὰς μαθηματικὰς καὶ ἀστρονομικὰς γνώσεις των προύρ- 
χονται ἀπὸ Ἕλληνας καὶ Λατίνους συγγραφεῖς, μὴ διαθέτοντας ἰδιαιτέραν 
ἁρμοδιότητα ἐπὶ τοῦ θέματος καὶ διὰ τοῦτο ἀντῖ νὰ ἱκανοποιοῦν, ἀντιθέτως 
καθιστοῦν σφοδροτέραν τὴν ἐπιθυμίαν πρὸς ἀπόκτησιν ἀμέσων πληροφοριῶν, 
"Αλλά τὸ καλώτερον μέσον διὰ τὴν ἀπόκτησιν τοιούτων πληροφοριῶν, 
τοὐτέστιν ἡ ἀπ᾿ εὐθείας µελέτη τῶν διασωθέντων γραπτῶν μνημείων, ἐπὶ 
πολλοὺς αἰῶνας ὑπερέβαινε τὰς ἀνθρωπίνους δυνάμεις, 

Αἱ μακραὶ ταινίαι ἐκ παπύρου, ἐντὸς τῶν ὁποίων ἦσαν περιτυλιγμέναι 
αἱ Αἰγυπτιακαὶ μούμιαι, ἦσαν κατάφορτοι ἀπὸ σημεῖα καὶ σχήματα, τὰ 
ὁποῖα εὑρίσκοντο ἐπίσης χαραγμένα κανονικὰ ἐπάνω εἰς τοὺς τοίχους τῶν 
σημαντικωτέρων κτιριακῶν μνημείων τῆς Αἰγυπτιακῆς τέχνης καὶ ἔδιδον 
τὴν ἐντύπωσιν ὅτι τὰ σημεῖα αὐτὰ δὲν ἦσαν τίποτε ἄλλο ἀπὸ ἰδεογράμ- 
µατα, τῶν ὁποίων τὸ μυστικὸν ἐκράτοι ζηλοτύπως ἡ μυστηριώδης αἴγν- 
πτιακὴ θεότης ἾἼσις. 

Εἰς τὸν 1. Ε. Οιαπιρο]ϊΐσα (ἔγεν. 23 Δεκεμβρίου 1790, ἀπεθ. 4 "Απρι- 
λίου 1812) ἀνήκει ἡ ἄφθιτος δόξα ὅτι κατώρθωσε ν’᾿ ἀποσπκάση τὸν πέκλον 
ὁ ὁποῖος ἐπί αἰῶνας ἔκρυπτε ἀπὸ τοὺς βεβήλους τὴν σηµασίαν τῶν ἱερογλυ- 
φικῶν σηµείῶν, ποὺ εὑρίσκοντο ἐν χρήσει εἰς τὰς ἀκτὰς τοῦ Νείλου. Βοη- 
θούµενος ἀπὸ τὰς βαθείας γνώσεις του ἐπὶ τῆς κοπτικῆς Υλὠσσης--- ἑνὸς 
ἰδιώματος προερχοµένου ἐκ τῆς ἑλληνικῆς καὶ χρησιμοποιουµένου εἰς 
τὴν Αἴγυπτον μετὰ τὴν ὑπὸ τοῦ Διοκλητιανοῦ εἰσαγωγὴν τοῦ ΧἈριστια- 
νισμοῦ--- ἐπέτυχε ν᾿ ἀποκρυκτογραφήσῃ μίαν τρίγλῶσσον ἐπιγραφήν, ποὺ 
εἶχεν ἀνακαλυφθῆ εἰς Ῥοζέτταν κατὰ τὴν διάρκειαν τῆς ἐκστρατείας τοῦ 
Ναπολέοντος, καὶ ἔπειτα νὰ ἐξηγήσῃ ὁριστικῶς τὴν ἱερογλυφικὴν γραφήν. 

Ἐκτὸς ὅμως ἀπὸ αὐτὸ τὸ μνημειῶδες καὶ ἱερὸν ἀλφάβητον, ὑφίστατο 
εἰς τὴν Αἴγυπτον καὶ ἕνα ἄλλο, παράγωγον τοῦ [ερογλυφικοῦ, τοῦ ὁποίου 
ἡ χρῆσις ἧτο προνόµιον τῆς {ερατικῆς τάξεως. Πρόκειται περὶ τῆς {ερα- 
τικῆς γραφῆς, τὴν ὁποίαν ὃ σοφὸς Γερμανὸς Ε. Ἱιοροίως (ἔγεν. 25 
Ἰουνίου 1715, ἀπέθ. 23 ᾿Απριλίου 1853) ἀπεκρυκτογράφησε πρῶτος. Τέλος 
εἰς τὴν Αἴγυπτον ἦτο ἐν χρήσει καὶ µία τρίτη γραφή, ἡ ὁκοία ἐξδυπηρέτει 
τὰς λαϊκάς τάξεις καὶ ἐκαλεῖτο διὰ τοῦτο ὃ η μοτικἡὴ γραφή. Ἡ ἁπο- 
κρυπτογράφησις τῆς τρίτης αὐτῆς γραφῆς ἔγινεν ἀπὸ Ένα ἄλλον Γερμανὸν 
σοφὀν͵, τὸν Η. Βγυεσςὴ (ἐγεν. 18 Φεβρουαρίου 1521, ἀπέθ. 9 Σωπτεμβρίου 1804], 
ὁ ὁποῖος ἤνοιξε καὶ παρεσκεύασε τὸν δρόµον εἰς τὸν Ε. Κένί]ομι, τοῦ ὁποίου 
ἡ δημοτικἡὴ χρηστοµάθεια ἀπεκάλυψεν ἕναν ὁλόκληρο κόσμον, 
Μὲ τὸ βιβλίον αὐτὸ ἔγιναν γνωστοὶ οἱ κύριοι χαρακτῆρες τοῦ λαοῦ ἐκείνσυ, 
ὁ ὁποῖος εἰς τὴν ἀπωτάτην ἀρχαιότητα δη παρὰ τὰς ὄχθας τοῦ Νείλου, 
ἤτοι οἱ νόμοι του, τὰ ἤθη καὶ ἔθιμά του, ἀκόμη καὶ τὰ βαθύτερα συναισθή- 
µατα τῶν ἀνθρώπων. Τοιουτοτρόπως ἦλθον ἐν μέρει εἰς φῶς τὰ οὐράνια 


ἵ--------πο---------ο]'.'............ 
φαινόμενα, ποὺ εἶχον ἐξετάσει, ὡς καὶ οἱ διάφοροι τρόποι μετρήσεως τοῦ 
χρόνον, τόσον διὰ πολιτικοὺς ὅσον καὶ ἀστρονομικοὺς σκοπούς. Ἡ μαθη, 
µατικὴ ὅμως τεχνική, τῆς ὁποίας ἐγίνετο χρῆσις, παρέµενε πάντοτε εἰς 
πλῆρες σκότος, µέχρι τοῦ 1868, ὅτε ὁ Α. Εἰπεη]οΏτ ἀπεκρυπτογράφησεν 
ἕνα αἰγυπτιακὸν ἔγγραφον μαθηματικοῦ περιεχοµένου, τὸ ὁποῖον διὰ μέ. 
σου μιᾶς σειρᾶς εὐτυχῶν περιστατικῶν, διέφυγε τὴν καταστροφήἠν. Τὸ Εγ. 
Ίραφον αὐτὸ εἶναι γνωστὸν εἰς τὴν ἱστορίαν τῆς ἐπιστήμης ὑπὸ τὸν τίτλον 
Πάπυρος τοῦ Κλίπ, ἀπὸ τὸ ὄνομα τοῦ πρώτου κατόχου. Σήµερον 
ὁ πάπυρος αὐτὸς εὐρίσκεται ὑχὸ ἀσφαλεῖς συνθήκας διαφυλάξεως εἰς τὸ 
Βρετανικὸν Μουσεῖον τοῦ Λονδίνου. Μόνον ἕνα ἀπόσπασμα παρέµβλητον 
φυλάσσεται εἰς τὸ Μουσεῖον τῆς Νέας Ὑόρκης, 


10. Τὸ γραπτὸν τοῦτο ἐγράφη μεταξὺ 1788 καὶ {580 Χ. μὲ στοιχεῖα 
μικτὰ τῆς (ερογλυφικῆς καὶ τῆς ἱερατικῆς γραφῆς καὶ ἀποτελεῖ ἀντίγρα- 
φον ἀρχαιοτέρου κειµένου, ἀναγομένου πιθανῶς εἰς τὴν περίοδον 842. 
1501 π.Χ." Κατά τινας πρόκειται περὶ βοηθητικοῦ ἐγκολπίου, προοριζο- 
µένου διὰ τοὺς ἀγροκαλλιεργητάς "».. Εἰς τὴν πραγματικότητα εἶναι µίᾳ 
συλλογἡ προβλημάτων, ἓν μέρει γεωμετρικῆς φύσεως, λυοµένων δι’ ἐφαρμο- 
γῆς ἀναποδείκτων κανόνων, πιθανῶς ἀνηκόντων εἰς τὴν παράδοσιν, Τὰ 
µροφανῆ σφάλματα ποὺ ἀπαντῶνται δεικνύουν τὴν µετριότητα, τόσον τοῦ 
ἀντιγραφέως, ὅσον καὶ ἑκείνων ἀπὸ τοὺς ὁποίους ἀρύεται. Ἡ δυσκολία τῆς 
ἀναγνώσεως καθίσταται µεγαλυτέρα ἀπὸ τὰ αἰφγίδια σχισίµατα τοῦ καπύ- 
ρου καὶ ἀπὸ τὴν παρουσίαν φωνητικῶν χαρακτήρων ἀμφιβόλου ἁκοδόσεως, 
ἐπειδὴ δὲν συναντῶνται εἰς ἄλλα κείµενα. 

Ἐν πάσῃ περιπτώσει, ἀπὸ τὸν κάκυρον αὐτὸν ἐξδάγεται ὅτι τὴν ἐποχὴν 
ποὺ ἐγράφετο ἐχρησιμοποιεῖτο ὡς μονὰς μετρήσεως ὁ πῆχυς (λεγόμενος 
βασιλικός) ἰσοδύναμος πρὸς ϱ0,523 αι, τὸ ἕβδομον τούτου ἡ «παλάμη», τὸ 
δέκατον τέταρτον τῆς παλάμης, δηλαδἡ ὁ «δάκτυλος», Λιὰ τὰς μετρήσεις 
τῶν γηπέδων ἐχρησιμοκοιεῖτο ὁ ἑκατόπηχυς διὰ τὰ μήκη καὶ ὁ τετραγωνικ 
ἑκατόκηχυς διὰ τὰ ἐμβαδά, ἰσοδύναμος πρὸς δέκα χιλιάδες τετραγωνικοὺς 
πἦχεις καὶ ὑποδιαιρούμενος εἰς µικροτέρας µονάδας [/3, 14, 1/16, 112 
ποὺ εἴχον ἰδιαίτερον ὄνομα, 

Διά τοὺς ὄγκους ἐχρησιμοποιεῖτο συνήθως ὡς μονὰς τὸ Ι/10 τοῦ κύβου 


"Τὸ κείµενον ἀρχίζει μὲ τὰς φράσεις : 

«Κανών διὰ νὰ µάθῃ κανεὶς ὅλα τὰ σκοτεινά, ὅλα τὰ µυστήρια ποὺ κρύβονται μέσα 
εἰς τὰ πράγματα, Τὸ κείµενον τοῦτο ἐγράφη τὸ ἔτος 33 τοῦ τετάρτου μηνός τῆς ἐποχῆς 
της πλημμύρας ἐπὶ βασιλέως Ἑκλ-ανως (Εἰκοα]οὰι) ἢ Ααυφαττε (Ῥοςί), | 
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τοῦ ἔχοντος πλευρὰν ἴσην πρὸς 0,741 πι, τοῦ κύβου τούτου ὑποδιαιρουμένου 
εἰς 320 µικροτέρας µονάδας. Περὶ μονάδων βάρους δὲν γίνεται λόγος εἰς 
τὸν πάπυρον τοῦ Ελίπι ὅ. 

Προτοῦ ἀπκαριθμήσωμεν τὰ διάφορα προβλήµατα μὲ τὰ ὁποῖα ἀσχο- 
λεῖται ὁ πάπυρος τοῦ Ελίπά, παρατηροῦμεν ὅτι οἱ Αἰγύπτιον, διὰ νὰ γρά- 
ψουν ἕνα ἀριθμόν, κατέφενγον ἀρχικῶς εἰς τὴν ἐἑπανάληψιν τοῦ αὐτοῦ ση- 
µείου, εἰκονίζοντος συμβατικῶς τὴν µονάδα. Ἡραδύτερον, ὅταν κατέστησαν 
καταφανῆ τὰ µειονεκτήµατα αὐτοῦ τοῦ συστήµατος, ἐξέφρασαν κάθε ἀριθ- 
μὸν μὲ τὸ ὄνομα ποὺ εἰς τὴν γλῶσσαν τῶν ἐσήμαινε τὸν ἀριθμὸν αὐτόν. 
αλλά καὶ τοῦτο προσέκρουεν εἰς µεγάλας δυσκολίας, ὅταν ἐφηρμόζοτο 
εἰς εὐρεῖαν κλίµακα, καὶ οὕτω ἠναγκάσθησαν νά ἐπινοήσουν ἄλλοικατάλ- 
ληλον κράγµατι διὰ τὰς ἀνάγκας τῆς ἀριθμήσεως, λαμβάνοντες ὡς βάσιν 
ὅπως καὶ οἱ Βαβυλώνιοι τὸν ἀριθμὸν 103. Ἐπενόησαν δὲ ἰδιαίτερα σύμβολα 
διὰ τὴν παράστασιν τῶν μονάδων διαφόρων τάξεων, ἤτοι τῶν ἀριθμῶν !, 
1ο, 160, 1000, 19000, 100002, 1900000, 10000000, μὲ τὴν συµφωνίαν νὰ ἔπα- 
ναλαμβάνωνται τὰ σύμβολα αὐτὰ ὅσας φορὰς ἑκάστοτε εἶναι ἀνάγκη. Καὶ 
ἐπειδὴ ὅταν τὸ πλῆθος αὐτῶν ἐγίνετο πολὺ µεγάλο, ἡ ἀνάγνωσις δὲν ἦτο εὖὐ- 
χερής, ἐσυμφωνεῖτο νὰ γράφωνται καθ ὁμάδας, ἑκάστη τῶν ὁποίῶν νὰ 
μὴ περιέχη περισσότερα τῶν τεσσάρων συμβόλων. Ἡ σειρὰ διαδοχῆς 
τῶν διαφόρων ὁμάδων ἦτο σύμφωνος πρὸς τὸν νόµον τοῦ Ἠκηχεί, ἤτοι 
φθίνουσα ἐξ ἀριστερῶν πρὸς τά δεξιά. Εἰδικαὶ συντομογραφίαι ἐχρησιμο- 
ποιοῦντο πρὸς δήλωσιν τῆς «προσθέσεως» καὶ τῆς «ἀφαιρέσεως», ἡ δὲ 
ἐκτέλεσις τῶν πράξεων τούτων ἐγίνετο δι ἐπαναλήψεως τῆς προσθέσεως ἢ 
ἀφαιρέσεως τῆς µονάδος τόσας φορᾶς ὅσας ἐδήλου ὁ ἕτερος τῶν προσ: 
θετέων ἢ ὁ ἀφαιρετέος, 

Λιὰ τὰς πράξεις τοῦ πολλαπλασιασμοῦ καὶ τῆς διαιρέσεως ἔχρησιμο- 
ποιοῦντο εἰδικαὶ µέβοδοι. Ὅ πολλαπλασιασμὸς ἐπὶ 10 δὲν παρουσίαζα 
καμµίαν δυσκολίαν͵ διότι εἰς τὸ σύμβολον τοῦ πολλακλασιαστέου ἦτο ἀρ- 
κετὸν ἡ μονὰς 10’ νά ἀντικατασταθῆ ἀπὸ τὴν 0:81, Κάθε ἄλλος πολλα- 
πλασιασμὸς ἀνελύετο εἰς µίαν διαδοχἠν διπλασιασμῶν, ἀκολουθουμένων 
ὑπὸ μιᾶς προσθέσεως, Διὰ νὰ κατανοήσωµεν τὸ τέχνασμα τοῦτο, ἀρκεῖ νά 
παρατηρήσωµεν, ὅτι τυχὼν ἀκέραιος ἀριθμὸς η δύναται νὰ γραφῇ ὑπὸ τὴν 
μορφὴν 
π -  -- 28 4 2 ειν, 


ὅπου α)β)Υ... Τὸ γινόµενον αὐτοῦ ἐπὶ ἕνα ἄλλον ἀριθμὸν πι δύναται τώρα 
νὰ εὑρεθῇ, ἂν δικλασιάσωµεν τὸν πι πρῶτα α φοράς, ὕστερα β φορᾶς, κα- 
τόπιν Υ φορᾶς κ.ο.κ., προσθέσωµεν δὲ τελικῶς μεταξύτων τὰ προκύπτοντα 


5 Τημειοῦνται ἐπίσης ἴχνη χρησιμοποιήσεως καὶ τοῦ ἀριθμοῦ 5 ὡς δουτπερευού- 


24 Ἱστορία τῶν Μαδηματικῶν .. 
μ-...-------ᾱ--ᾱ-ᾱ κάλο « κα μμΗς 


ἀποτελέσματα. Ἔστω ὡς παράδειγµα ὁ πολλακλασιασμὸς τοῦ 7 ἐπὶ 6, 
Ἡ πορεία τῶν πράξεων φαίνεται εἰς τὴν ἑπομένην κατάστρωσιν ; 


! 7 
.2 4 
4 24 
42 


᾽Αναζητοῦνται εἰς τὴν πρώτην στήλην οἱ ἀριθμοὶ οἱ ἔχοντες ἄθροισμα 
6 καὶ τίθεται εἰς αὐτοὺς ἕνα διακριτικὸν σημεῖον (π. χ. ἕνας ἀστερίσκος). 
Οἱ ἀντίστοιχοι ἀριθμοὶ τῆς δευτέρας στήλης δίδουν ὡς ἄθροισμα τὸ ζη- 
τούµενον γινόμενον. 

Όταν πρόκειται νὰ γίνῃ διαίρεσις, ἀφαιροῦνται ἀπὸ τὸν διαιρετέον 
τόσα Ὑινόμενα τῆς μορφῆς 25.πι, 25 Ἰπ,... ὅσα ἀπαιτοῦνται διὰ νὰ λά- 
Ρωμεν ὑπόλοιπον μηδὲν ἢ ἕναν ἀριθμὸν μικρότερον τοῦ πι. Ἔστω ὡς παρά. 
δειγµα ἡ διαίρεσις 427: 12. Ἡ πορεία τῶν πράξεων δύναται νὰ συστηµατο- 
ποιηθῇ κάλιν εἰς µίαν κατάστρωσιν, ὅπως ἡ ἀκό' : 


Ι Σο 
2 ὃν 
34 “5 
8 6” 
Ι6 192. 
27 324 


11. Ἱδιότυπον χαρακτῆρα παρουσιάζει ἡ θεωρία τῶν κλασμάτων εἰς τὴν 
πρακτικὴν ἀριθμητικὴν τῶν Αἰγυκτίων, διότι, ἑνῷ δὲν ἦτο εἰς αὐτοὺς ἄγνω- 
στος ἡ γενικἡ ἔννοια τοῦ κλάσματος, οὔτε μερικαὶ ἰδιότητες αὐτῶν, ἐν τούτοις 
εἰς τοὺς ὑπολογισμοὺς ἐχρησιμοποίουν ἀποκλειστικῶς κλάσματα μὲ ἀριθ- 
µητὴν τὴν µονάδα (θὰ τὰ ὀνομάζωμεν χάριν συντοµίας «κλάσματα θεµε- 
λιώδη»). Μία ἐξαίρεσις ἐγίνετο µόνον διὰ τὸ κλάσμα 2/3, μολονότι δὲν ἦτο 


παρονοµαστήν - 
του, φέροντα ὠρισμένον διακριτικὀν σημεῖον, πλὴν τοῦ [/2, 1/3, {4 δι’ ἕκα- 
στον τῶν ὁποίων ὑκῆρχεν εἰδικὸν σημεῖον, 
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Εἶναι φανερὸν ὅτι, μὲ τὴν καραδοχἠὴν ἑνὸς τοιούτου συότήµατος, ἑτί- 
θετο ἀμέσως τὸ πρόβλημα τῆς «ἀναλύσεως δοθέντος κλάσματος εἰς ἄβροι- 
σµα θεμελιωδῶν κλασμάτων». Καὶ πράγματι ὁ πάπυρος τοῦ Ελίπά Ἀρχίζει 
μὲ ἕνα πίνακα, ὁ ὁποῖος διδάσκει πῶς γίνεται ἡ ἀνάλυσις εἰς θεμελιώδη 
κλάσματα παντὸς κλάσματος τοῦ τύπου; 


2 
σ. , διὰ -ὖ . 0. 
2π -Ε Ι κ. 


(Σημειωτέον ὅτι ἡ ἐδαίρεσις τῶν κλασμάτων τῆς µορφης --ᾱ--- ἀπο. 


δεικνύει πλήρη γνῶσιν τοῦ γεγονότος ὅτι τοιαῦτα κλάσματα . ἀμέ- 
σως εἰς θεμελιώδη). 
Ἐπιτρέπει δὲ ἡ μέθοδος νάἀ ἐπιτύχῶωμεν ἀνάλογον ἀνάλυσιν δι’ ὅλα τὰ 
κλάσματα τῆς μορφῆς; 
πι 
διὰ π-22..., 
2π -- | μμ... ο 
Θεωροῦμεν σκόπιµον νὰ µεταψέρωμεν τὸν ἓν λόγφ πίνακα, ὑπὸ συγ- 
κεκομµένην μορφὴν, ὑπονοοῦντες δηλἀδἡ τὸν ἀριθμητὴν 2 εἰς τὰ κρῶτα 
µέλη καὶ τὸν ἀριθμητὴν | εἰς τὰ δεύτερα. 


δη Ἡἡ- 15 35-30 - 130 

Ἱ-- 4- 28 3) 3 --Τ14 

ϱ-. ϐή- 18 30 --16 -- 236 -- 531 

ΙΙ -- 6-- 66 61 --40 -- 244 -- 488 610 
1 6 524104 63 --42 -- [26 

15-.10-- 30 65-39 -- 195 

ΙΤ. 124 5ἱ-- 68 61-40 315. 716 
19-12 Ἴδ-ς [4 60) --46 - 138 

21 --Ι4- 42 ΤΙ --40 --- 568. Τι0 

23 -- 11 -- 276 73 -- 60 219 ον 292 -- 165 
25-15 5 15-20 -- 150 

21 --[8δ-- 5 ΤΠ τε 4 - 108 

2090-24 --- 58 - 114 αν 2132 79. 60 -- 237 ο 116.190 
31 --«2340) -- 124 ο- 155 8] -- 4 -- 162 

31-22-- 66 81-60-3312 - 415 -ς 498 
35-10 42 δδ- | --255 

11-24 ΠΠ 296 δτ-- 8 -- 74 

19 -«26-- 78 59 «60 --- 156 4 59 800 
41 -«24 -- 246 η- 128 9! --0 -- 110 

43-42 ἠ- ' δ6 ης Τ29 ος 301 93-67 -- Ι86 


4ς | Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 
κκ αλκοικώ. αμόίω. ΒΗΜΑ ΜΗ 


45-30 οϐ | 95--60 -- 380 -- 570 

47 -- 3) η- 141 -- 470 97-56 -- 679-716 

1 --34 -- 102 99 - (6 -- 198 
33-35-3181. ος 101 -- 101 -- 202 ος 303 606 


σµατος εἰς ἄθροισμα θεμελιωδῶν εἶναι, ὡς ἐκ τῆς φύσεώς του, ἀπροσδιόρι- 


στοτε τῶν συνθηκῶν τούτων ὡς πρὸς τὸ πλῆθος καὶ τὸν χαρακτῆρα, Καὶ 
ἐπειδὴ εἶναι πιθανὸν ὁ ἀναφερθεὶς πίναξ νὰ μἡ συνετάχθη ἀπὸ τὸ ἴδιο πρό- 
σωκον, οὔτε τὴν ἰδίαν ἐποχήν, τίποτε δὲν ἐμποδίζει νὰ κάµωµεν τὴν σκέψιν 
ὅτι ἡ ἀνάλυσις ἔγινε μὲ κριτήρια καὶ τρόπους διαφόρους. Διὰ τὸν σκεκτύ- 
µενον τοιουτοτρόπως δὲν ὑφίσταται ζήτημα προσδιορισμοῦ τῆς µεβόδου 
καταστρώσεως τοῦ ἐν λόγῳ πίνακος. Ὁ σκεκτόµενος ὅμως 
θεωρεῖ σκόπιµον, νὰ ὑποβάλῃ τὸν πίνακα εἰς µίαν ἀκριβῆ ἀνάλυσιν, ἐκ 


Γεννᾶται διὰ τοῦτο ἡ ἰδέα µήπως ὁ κατασκευαστἠς τοῦ πίνακος, διὰ 
νὰ φθάσῃ εἰς τὸν σκοπκόν του, ἐκεχείρησε ν᾿ ἀφαιρέσῃ ἀπὸ κάθε κλάσμα 
| ο... 8 . | ος -- 
τῆς µορφῆς η τόσα καὶ τοιαῦτα κλάσματα ιά στι” 
ὅσα ἐχρειάζετο διά νὰ λάβῃ ἕνα θεμελιῶδες. Μὲ βάσιν τὴν ἰδέαν αὐτὴν 
δύναται νὰ µορφωθῇ πράγματι µία ὁμοιόμορφος μέθοδος ὑπολογισμοῦ ». 


. Ὁ τελευταῖος ἐκδότης τοῦ παπύρου λίπό (Τ.Ε.Ρεε() ὑποθέτει ὅτι αἱ εἰς τὸν πί- 
νακα ἀναγραφόμεναι ἀναλύσεις προέκυψαν ἀπὸ τὴν ἀνάλυσιν τοῦ ἀριθμοῦ 2 μέσῳ μιᾶς 
ᾱ τε ( 1) {-----ε-ἳ-Ε.., 

ὅπου { εἶναι 2/3 ἢ ἕνα κλάσμα θεµελιῶδος. Ἔξ αὐτῆς προκύκτει, ὡς ἑζητεῖτο - 
2 ! μα ΜΗΝ 
στ" Τριεης ῶοστης τ---- 
π.χ. ἔκ τῆς 3-1 ας σ 1--Ἡ- 1--Σ- τεννβσαι ἡ ὄχι τὖσον εὐνοικὴ ἀνάλυσις, 


.. Ἰ | ! | 
Το" πι πο ποτ ας 
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Διὰ νὰ ἐκθέσωμεν αὐτὴν θὰ κάµωμεν χρῆσιν, χάριν συντοµίας καὶ σα- 
φηνείας, τῆς συγχρόνου τεχνικῆς, διότι εἶναι τόσον ἑλλιπεῖς καὶ ἀποσπασμα- 
τικαἰ αἱ κληροφορίαι ποὺ ἔφθασαν μέχρις ἡμῶν ὅσον ἀφορῇ τὰς λογιστικὰς 
μεθόδους τῶν ἀρχαίων Αἰγυπτίων, ὥστε ἑλλείπουν τὰ στοιχεῖα διὰ µίαν ἀλη- 
θοφανῆ ἀναπαράστασιν. Δὲν πρέπει λοιπὸν ὁ ἀναγνώστης νὰ ὑποθέσῃ ὅτι 
σκοποῦμεν ν᾿ ἀποδώσωμεν εἰς τοὺς Αἰγυπτίους τὴν ἰδικήν µας ἀλγεβρο - 
ἀριθμητικὴν µέθοδον͵, 


12, α) "Ας ὑκοθέσωμεν πρὀ πάντων ὅτι ἐπιθυμοῦμεν ν᾿ ἀναλύσωμεν τὸ 


κλάσμα - στ εἰς δύο κλάσµατα θεμελιώδη, ἕνα ἐκ τῶν ὁποίων νὰ ἔχῃ 
ε] 

παρονοµαστὴν (2η -- Ἰ)κ, ὅκου κ προσδιοριστέος ἀκέραιος ἀριθμός, Οίου- 

δήποτε ὄντος τοῦ κ, ὑφίσταται ἡ ἀκόλουθος ταυτότης : 

αι αμα ρ.- μ. 

204] (201)  Ἅ{2ΦΙ) 


ο σα 
2χ--] 
καὶ ἄν προσδιορἰσῶώµεν τὸν κ οὕτως, ὥστε τὸ τελευταῖον κλάσμα νὰ εἶναι 
θεμελιῶδες, θά ἔχωμεν ἐπιτύχει τὸν σκοπόν. Παρατηροῦμεν δὲ ὅτι ἡ ὡς ἄνω 
ταυτότης ἀνάγεται εἰς τὸν περιορισμὸν 

ι «(2η 1)---ο-ᾱ2 

(20341) 
2χ-- 

σύμφωνα πρὸς μίαν κροηγηθεῖσαν παρατήρησιν. ᾿Επειδὴ τώρα τὸ 2χ-] 
δὲν διαιρεῖται διὰ τοῦ κ, ἂν 2η -- | εἶναι ἀριθμὸς πρῶτος, ἵνα τὸ γινόµενον 
(2η -- 1) κ εἶναι δαιρετὸν διὰ τοῦ 2κ-- 1, εἶναι ἀνάγκη νὰ ἔχωμεγν' 


2081 «2κ--], 
ἤτοι χ-- ῃ- 1. Γεννᾶται λοιπὸν ἡ ἀκόλουθος ταυτότης : 
2 ἱ ! 


ἆωνὶ (2) Απ, 


Διὰ π.-- Ἰ ἡ ἓν λόγῳ ταυτότης παρέχει : 
2 Ι Ι 
---- { --- 


3 2 6 


μὲ τὴν ὁποίαν καὶ κλείει ὁ πίναξ τοῦ παπύρου, ᾽Αλλά µήπως ἡ ὡς ἄνω ἀνάλωσις τοῦ 1 
εἶναι ἐν γένει ζήτηµα εὐκολώτερον τῆς ἀναλύσειος τοῦ ση εἰς θεμελιώδη κλάσματα; 


Διὰ π--2,3,5, Ἡ λαμβάνονται ἰσάριθμοι ἀναλύσεις, περιεχόμεναι 
εἰς τὸν ἀνωτέρω πίνακα τοῦ παπύρου Βίπά, 

Αν πάλιν ὁ ἀριθμὸς 25-ἱ δὲν εἶναι πρῶτος, ἀρκεῖ νὰ ἐξισώσωμεν τὸν 
2κ -- Ι πρὸς ἕνα τῶν παραγόντων τοῦ 2η -- 1, καὶ κατ αὐτὸν τὸν τρόκον εὐρί- 
σκοµεν ὅλας τὰς ἄλλας διωνύµους ἀναλύσεις τοῦ πίνακος, Βέτοντες δια. 
δοχικῶς : 

πα --4, Ἱ, 10, 12, 114, 6, 19, 22, 24, 25, 21, 28 32 4, 
37, 38, 40, 42, 43, 46, 49. 

Παραμένουν οὕτω ἐκτὸς αἱ µόναι διώνυµοι ἀναλύσεις τῶν κλασμάτων 
τῶν ἐἑχόντων παρονομαστάς 35 καὶ 9], περὶ τῶν ὁποίων θὰ ὁμιλήσωμεν 
κατόπιν, 

᾿Αξιοσημείωτος εἶναι µία ἁπλοποίησις ἡ ὁποία δύναται νὰ κραγµατο- 
ποιηθῇ καὶ ἡ ὁποία ἐχρησιμοκοιήθη σιωκηρᾶς εἰς τὴν κατάστρωσιν τοῦ 
ἐξεταζομένου πίνακος, Ἡ ἁπλόποίησις αὕτη συνίσταται εἰς τὸ ἑξῆς : 
ἐὰν γνῶρίζωμεν µίαν ἀνάλυσιν τῆς µορφῆς 

2 | Ι 


τι α δν 
τότε ἐξάγεται ἀμέσως ἐξ αὐτῆς ἡ ἀνάλογος : 
2 Ι 1 


(3131) (21) α(2ρτ1)  ῬρΙ 


Δὲν ὑπάρχει ἀμφιβολία ὅτι τούτου ἐγένετο χρῆσις διὰ τὴν συναγωγἠν 
ἐκ τῆς ἀναλύσεως: 


3 2 6 


ἐκείνων ἐκ τῶν κλασμάτων ἀριθμητοῦ 2, ποὺ ἔχουν παρονομαστὰς 9, Ι5 
21, 21, 33, 39, 45, 5ἱ, 5], 6, 69, 75, δι, 87, 9οἳ, 90 


Ὁμοίως ἐκ τῆς ἀναλύσεως: 
2 Ι | 
.) 3 Ι5 


ἐξήχθησαν αἱ ἀναλύσεις τῶν κλασμάτων τῶν ἑχόντων παρονομαστὰς 125 
καὶ 65. Ἔκ τῆς 
2 Ι 


7 3 28 


αἱ ἀναλύσεις τῶν 2/49 καὶ 2/77 καὶ τέλος ἐκ τῆς 
ἱ Ι 


"1! 60 66 
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ἡ τοῦ 2/35, ὅπως ἐκ τῆς ἀναλώσεως τοῦ 2/19 ἀκέρρευσεν ἡ δοθεῖσα ὑπὸ τοῦ 
Απιες διὰ τὸ 25, 
Ἡ) Ἐρχόμεθα τώρα εἰς τὰς τριωνύµους ἀναλύσεις, Λαμβάνοντες ὡς 
ἀφετηρίαν τὴν ταυτότητα ; 
2 Ι Ι Ι 
------ ----------- - -------- τς ο (α) 
2ΧΥ--(κ --Υ) 
βλέποµεν ἀμέσως ὅτι διὰ νὰ φθάσωμεν εἰς τὸ ἐπιδιωκόμενον ἀποτέλεσμα 
εἶναι ἀνάγκη νά ἐκλέξωμεν τοὺς ἀριθμοὺς κ καὶ Ψ οὕτως ὥστε ὁ 2η -- | 
νἁ εἶναι κολλαπλάσιον τοῦ παρονομαστοῦ τοῦ κλάσματος 


Εαν (β) 
2χγ--(κ-- η) 
ἠγμένου εἰς τὴν ἀνάγωγον αὐτοῦ μορφήν. | 

Σημειοῦμεν, ἐν τούτοις ὅτι ὁ τελουταῖος ὄρος τῆς ἀνωτέρω ταυτότητος 
πολλαπλασιαζόµενος ἐπὶ 2η -- 1 δίδει ὡς γινόμενον 


2 -- ᾖ---τι (0 


 λή 
ἤτοι ποσότητα πάντοτε περιεχοµένην μεταξὺ 1 καὶ 2, ὅταν οἱ ἀριθμοί χ καὶ ψ 
εἶναι διάφοροι ἀλλήλων ἀκέραιοι καὶ μεγαλύτεροι τῆς µονάδος. Διά τὸν 
προσδιορισμὸν τῶν κ καὶ ψ θὰ προχωρήσωµεν τώρα διὰ δοκιμῶν, Σήµερον 
προτιμῶμεν νὰ καταστρώσωµεν ἕνα πίνακα τιμῶν τῆς συναρτήσεως (β) 
δι’ ἀκεραίας καὶ θετικὰς τιμὰς τῶν Χ, Ψ. 
Διὰ τοῦ τρόπου τούτου βλέπομεν ὅτι θέτοντες διαδοχικῶς π-- 6, 8, 
Φ 15, 18, 20, 23, 26, 29, 33, 35, 47 καὶ 48, φθάνοµεν εἷς ὅλας τὰς 
τριωνύµους ἀναλύσεις, ποὺ περιέχει ὁ πάκυρος Ἠληπά. 

9) Κατά παρόµοιον τρόπον δυνάµεθα νὰ λάβωµεν τὰς λοιπὰς ἀναλύσεις 
τῶν τεσσάρων ὅρων. ᾿Αρκεῖ κράγµατι νά γράψωμεν τὴν ταυτότητα : 
2 | Ι Ι 
2η 4-1 τον Ὁ (2η ”- Τ)Υ : (η -- Ί)α 

Ι 
| ΧΥΣ 
δν ρε σε γακνκγ) 
διὰ νὰ ἴδωμεν ὅτι φθάνοµεν εἰς τὸν ἐπιδιωκόμενον σκοκὸν ἐκλέγοντες διὰ 
ώς πασών. 


ὀχγς --(σα1 ας 1-αγ) - 


(α) 


340 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 


ἀνηγμένον εἰς τὴν ἀνάγωγον αὐτοῦ µορφήν, νὰ ἔχῃ παρονοµαστὴν ἕνα πα- 
ράγοντα τοῦ 25 -- |. Τοῦτο δύναται νὰ γίνηῃ πάλιν δοκιμαστικῶς. 
Σήµερον θὰ κατεσκευάζετο ἐκ τῶν προτέρων ἕνας πίναξ μὲ τριπλῆν εἴσο- 
δον τῆς συναρτήσεως (β) διὰ τιµάς χ, ψ, Σ, ἀκεραίας θετικἀς. Θέτοντες δια- 
δοχικῶς π--- 14, 21, 30, 36, 19, 41, 44, καὶ 50 ἐπιτυγχάνομεν τὰς ὀκτὼ 
ἀναλύσεις ἐκ 4 ὅρων, κοὺ ἔχει ἀναγράψει ὁ Αἰγύπτιος γραφεύς, 


34 Ἱ 
35 “-6-Ί ο-Ἰ 56 «ϱ 30 
2 7 4- 13 ] Ι Ι Ι 


9Ι Τ.13.10 13.10 7.10 130 70 


Ἐπικαλούμεθα τέλος τὴν προσοχἠν τοῦ ἀναγνώστου ἐπί τῆς ἀναλύσεως 
τοῦ κλάσματος 2/101, τὴν ὁποίαν λαμβάνομεν θεωροῦντες ἕνα µέρος αὐτῆς 
ἴσον πρὸς Ι/10Ι, σύστηµα πολὺ ἁπλοποιητικόν, εἰς οὐδεμίαν ἄλλην περί- 
πτῶσιν ἐφαρμοζόμενον καὶ κατ’ οὐδένα τρόπον δικαιολογούµενον, ἀφ᾿ ἧς 
στιγµῆς ἡδύνατό τις νὰ δεχθῇ τὴν ἀνάλυσιν : 

2 Ι Ι ] 


-- κκ. ᾖἾ ως - --- 


ΟΙ οὐ 4 Ισ 


Μία τελευταία παρατήρησις: ἡ ἐνταῦθα ἐκτιθεμένη μέθοδος ὁδηγεῖ 
ἐν γένει ὄχι εἰς µίαν µόνον, ἀλλά εἰς πολλὰς ἀναλύσεις. Μὲ µίαν µελέτην 
ἀκόμη βαθυτέραν ἑκείνης τὴν ὁποίαν ἑκάμαμεν ἐδῶ, δύναται νὰ δειχθῇ 
ὅτι ἡ ἐκλογὴ μεταξὺ τῶν διαφόρων ἀναλύσεών ἔχινε μὲ βάσιν τὸ κριτήριον 
τῆς ἁπλότητος. 

Προσθέτομεν ὅτι νεώτεροι πίνακες τοῦ Ιδίου τύπου, ὡς αὐτὸς ποὺ ἔξη- 
τάσαµεν, ἀπαντῶνται εἰς ἄλλα δοκουµέντα τῆς ἀριθμητικῆς τῶν Αἰγυπτίων, 
ὅπως εἶναι ὁ πάκυρος τοῦ ΜΙοΒίραη καὶ ὁ πάπυρος τοῦ ΑΚΗπιπι, Καὶ οἱ δύο 
ἀνάγονται εἰς µίαν ἐποχὴν μεταξὺ Υ καὶ ΥΠΙ αἰῶνος π.Χ.,, καὶ ἀπκοδεικνύουν 
τὴν ἄμμονον χρῆσιν τῶν θεμελιωδῶν κλασμάτων εἰς τὴν χώραν τοῦ Νείλου, 
Καὶ ἐπειδὴ ὅπως θὰ ἴδωμεν (Κεφ. ΧΙΠ, πίνακες τοῦ εἴδους τούτου, εὑρίσκονται 
εἰς τὸ Ηδες Αδδαςί (1202), διὰ τοῦ ὁποίου ὁ Ἱκοπατάο Ῥίκαπο, ἀπεκάλυψεν 
εἰς τοὺς Εὐρωπαίους τὴν µαθηµατικὴν ᾿Ανατολήν, ἀγόμεθα εἰς τὸ ἀδιαφι- 
λογίκητον συµπέρασµα, ὅτι εὑρίσκοντο ἓν χρήσει ἀριθμητικαὶ μέθοδοι, 
τῶν ὁποίων δὲν σώζεται πλέον κανένα ἴχνος εἰς τὴν νεωτέραν ἐπιστήμην. 


13. Ἐνῷ, ὡς πρὸς τὴν ἑρμηνείαν τοῦ᾿εἰσαγωγικοῦ µόρους τοῦ παπύρου 
τοῦ Είπα, οὐδεμία διαφορὰ γνώμης μεταξὺ τῶν ἐρευνητῶν διετυκώθη, 


Οἱ ᾿Αρχαῖοι Μεσογειακοἰ Πολιτισμοὶ . 11 


ἐν τούτοις, ὡς πρὸς τὴν ἔννοιαν, τὴν ὁποίαν κρέπει ν᾿ἀποδώσωμεν εἰς τὰ 
ἐξεταζόμενα προβλήµατα ἐξεδηλώθησαν σοβαραὶ διαφωνίαι μεταξὺ τῶν 
εἰδικῶν (Οαπίος, Κοάςι). 

Μερικοὶ λαµβάνοντες ἀφορμὴν ἀπὸ τὴν παρουσίαν μιᾶς εἰδικῆς λέξεως 
(να) πρὸς δήλωσιν τοῦ ἀγνώστου ποσοῦ εἰς ἕνα πρόβλημα, ἐπίστευσαν ὅτι 
εὑρίσκοντο ἐνώπιον μιᾶς προδρόµου φάσεως τῶν ἀλγεβρικῶν μεθόδων, 
λλοι ἀντιθέτως δὲν διέγνωσαν ἐκ τοῦ γεγονότος τούτου τίποτε περισσό- 
τερον ἀπὸ προβλήματα τῆς ἁκλῆς ἀριθμητικῆς. 

᾿Απὸ ἰδικῆς µας πλευρᾶς παρατηροῦμεν ὅτι πρόκειται περὶ ζητημά- 
τῶν, τὰ ὁποῖα σήμερον ἀνάγονται συνήθως εἰς τὴν λύσιν ἐξισώσεων πρώτου 
βαθμοῦ μὲ Ένα ἄγνωστον, ἀλλὰ τὰ ὁποῖα δύνανται ἐπίσης νὰ λυθοῦν δι’ 
ἐφαρμογῆς τῆς μεθόδου τῶν τριῶν, ἁκλῆς ἢ συνθέτου. Κατὰ συνέκειαν 
τίποτε δὲν μᾶς παρακινεῖ εἰς τὸ νὰ θέσωμεν τὸν πάπυρον Ελίπά ὡς τὸ ὑπ ἀρι- 
θμὸν 1 Ὑραπτὸν μνημεῖον τῆς ἀλγεβρικῆς φιλολογίας. 

Θ᾽ ἀναφέρωμεν τώρα διὰ βραχέων τὰ κυριώτερα ἐκ τῶν προβληµά- 
των, τὰ ὁποῖα πραγματεύεται ὁ κάκυρος, τονίζοντες ἀπὸ τοῦδε τὸ γεγονός, 
ὅτι πολλοὶ τῶν διεξαγοµένων ὑπολογισμῶν παρουσιάζουν µίαν ἔκδηλον 
ἀναλογίαν πρὸς ἐκείνους, τοὺς ὁποίους πρέπει ο πα ὁ ἐπιθυμῶν νὰ 


ἐπιτύχη τὴν ἀνάλυσιν κλασμάτων τῆς μορφῆς --------- εἲς ἄλλα θεμο- 


244-1 Ι 
λιώδη, κατὰ τὰ προεκτεθέντα. 
Οὕτω, εἰς τὰ προβλήματα 1 -ό (συμφώνως πρὸς τὴν ἀρίθμησιν τὴν δο- 
θεῖσαν ὑπὸ τῶν νεωτέρων ἀντιγραφέων τοῦ παπύρου ΒΠἰπά), τὰ ὁκοῖα ἄνα” 
φέρονται εἰς διανοµήν ἄρτων εἰς περισσότερα πρόσωκα, πρόκειται κατ 


οὐσίαν περὶ ἀναλύσεως εἰς θεμελιώδη κλάσματα τῆς µορφῆς τὰ, 


εἰς τὰ προβλήματα 7-20 πρέπει νὰ ἐκφρασθῇ, ὡς ἄθροισμα ἑνὸς ἀκε- 
ραίου καὶ θεμελιωδῶν κλασμάτων, τὸ Ἰινόμενον δύο ἀριθμῶν, ἔκπεφρα- 
σµένων κατὰ τὸν αὐτὸν τρόπον, Εἰς τὰ προβλήματα 31 -23 πρὀκειται νὰ 
Ὑίνη τὸ αὐτὸ διὰ τήν διαφορἀν μεταξὺ 131], καὶ ἑνὸς ἀριθμοῦ τοῦ προηγου- 
µένου εἴδους, 

Ἰὰ προβλήµατα 24 - 38 θὰ ἠδύναντο σήμερον νὰ διατυπωθοῦν ὡς ἐξι- 
σώσεις τῆς ἀκολούθου μορφῆς : 


.. 
ᾱ -----ϕ ο ἰ- ο έα. (α} 
ππ αἱ 


αἱ ὁποῖαι δύνανται νὰ λυθοῦν δι’ ἐφαρμογῆς τοῦ κανόνος τῆς αὐθαιρέτου ἀντι- 


καταστάσεως, ὡς ἑξῆς : Δεχόμεθα διὰ τὸν κ µίαν αὐθαίρετον τιμὴν κι (ἡ 
ὁποία μολοντοῦτο θὰ ἠδύνατο νὰ ληφθῇ πολλακλάσιον τῶν παρονοµα- 


στῶν πι, π͵...) καὶ ὑπολογίζεται ἡ τιμὴ αι ἡ προκύστουσα ἐκ τῆς ἐκτελέ- 
σεως τῶν πράξεων εἰς τὸ πρῶτον µέλος, πληρουµένης οὕτω τῆς ἰσότητος 


πα (β) 


᾽Αλλ’ ἐκ τῶν ἰσοτήτων (α) καὶ (β) προκύπτει ἡ ἀναλογία: 


α να Ἡ 
, 
καὶ ἐξ αὐτῆς ὁ κ, ὡς µία τετάρτη ἀνάλογος. 


Τὸ πρόβλημα 39 ἔχει ὡς ἀντικείμενον τὴν διανοµὴν ἄρτων εἰς µέρη 
ὄχι ὅλα ἴσα, εἰς δὲ τὸ ἑπόμενον ἀπαντᾶται ἡ ἔννοια τῆς ἀριθμητικῆς προύό- 
δου. Προστρέχοντες πρὸς στιγμἠν εἰς τὰ γεωμετρικά προβλήματα, ἀπαντῶ- 
μεν εἰς τὸ πρόβλημα 61 ἕνα μικρὸν πίνα πολλαπλασιασμοῦ θεμελιωδῶν 
κλασμάτων (περιλαμβανομένου καὶ τοῦ 2/3) ἐπὶ ἄλλα (δηλαδἠ τὴν ἔκφρα- 
σιν τῶν γινοµένων ποὺ λαμβάνονται ὡς ἀθροίσματα θεμελιωδῶν κλασμάτων) 
Εἰς τὸ πρόβλημα 64 ἐπανευρίσκομεν ἀριθμητικὰς προόδους. ᾿Αξιόλογον 
εἶναι τὸ πρόβλημα Τ9, τὸ ὁποῖον, δι’ ἀγνώστων ὁδῶν ἐφθασεν εἰς τὸν 

ο Ρίκαπο, ὁ ὁκοῖος τὸ παρενέβαλεν εἰς τὸ ἔργον του {8ος Αδαςί, 
Εἰς τὸ πρόβλημα τοῦτο ἀπαντᾶται ἡ γεωμετρικἡ πρόοδος 
---. Ἴ,49, 143, 2401, 16807 


καὶ προσδιορίζεται τὸ ἄθροισμά της 19601, 

Προτοῦ ἀφήσωμεν τὸ καθαρῶς ἀριθμητικὸν µέρος τοῦ παπύρου Ελίπά, 
παρατηροῦμεν ὅτι τὰ προβλήματα, μὲ τὰ ὁποῖα ἀσχολεῖται, δὲν ἀντικροσω- 
πεύουν τὸ ἀκρότατον ὅριον τῶν γνώσεων τῶν Αἰγυπτίων εἰς τὸ πεδίον τῆς 
ἀριθμητικῆς, ἀφοῦ εἰς ἕνα ἄλλον παρόµοιον κάπυρον, ἀνακαλυφθέντα εἰς 
τὸ Καλπη (Αφγανιστάν) καὶ ἑρμηνευθέντα ὑπὸ τοῦ Οτί(Πθις, ὡς καὶ ἕνα τρί- 
τον φυλασσύμενον εἰς Βερολῖνον καὶ ἐξηγηθέντα ὑπὸ τοῦ Φε]ναε]ς, ἀπαντῶνται 
ζητήματα, τὰ ὁποῖα σήμερον θὰ ἐλύοντο μὲ συστήµατα βαθμοῦ ἀνωτέρου 
τοῦ πρώτου, ὡς εἶναι τὰ ἀκόλουθα : 


πχ. -γἳ-«100, χιγ.{ : 34 (α) 
Χγ-- 2, σ:γ-4:3 (β) 
αγ. 400, ασ:γ-2:2/3 () 


Διὰ τὸν προσδιορισμὸν τῶν τιμῶν τῶν ἀγνώστων, οἱ Αἰγύπτιοι κατέφευ- 
Ύου, ἀκόμη καὶ εἰς αὐτὰς τὰς περιπτώσεις εἰς τὸ τέχνασμα τῆς αὐθαιρέτου 
ἀντικαταστάσεως, Π.χ. διὰ τὴν λύσιν τοῦ συστήµατος (α) ἃς δοκιµάσωµεν 
τὸ ζεῦγος τμῶν κ--!, ν-- 3/4. ᾽Αντικαθιστῶντες τὰς τιμὰς ταύτας εἰς τὸ 
πρῶτον μέλος τῆς πρώτης τῶν ἐβισώσεων τοῦ συστήµατος λαμβάνομεν 


25/16, ὅπερ διὰ νὰ γίνῃ 100 πρέπει νὰ κολλαπλασιασθῇ ἐπί 4.16. Ὁ ἀριθ- 
μὸς οὗτος ἔπρεκε νὰ ἦτο κοινὸς παράγων τοῦ κ2 καὶ ψὲ, ἢ ὁ ἀριθμὸς 2.4 -- 8, 
τῶν κ καὶ ψ. Οἱ ζητούμενοι λοιπκὸν ἀριθμοί εἶναι χ-«Ι.8--Β καὶ 


γε: αλ-ό Εἶναι ἄδιον σηµειώσεως ὅτι τὰ δεδοµένα τῶν ἐξεταζομένων 


προβλημάτων ἐξελέγησαν οὕτως, ὥστε νὰ προκύκτουν λύσεις ἀκέραιοι 
ἀριθμοί. 


15. Ὁ ἀποδίδων εἰς τοὺς Αἰγυπτίους τὴν γνῶσιν τοῦ κλασσικοῦ ὀρθο- 
Υωνίου τριγώνου μὲ κλευρὰς 3, 4, 5 (τοῦ ὁποίου μολαταῦτα δὲν ὑπάρχουν 
ἴχνη εἰς τὸν Πάπυρον ΕΙήπά) θεωρεῖ συγχρόνως ὡς ἀληθὲς ὅτι εἰς τὰς 
ὄχθας τοῦ Νείλου ἐφηρμόζετο µία εὐφυὴς µέθοδος πρὸς χάραξιν, ἐπὶ τοῦ 
Ὑηπέδου, τῆς ὀρθῆς γωνίας. Συνίστατο δὲ ἡ μέθοδος αὕτη εἰς τὴν χρῆσιν 
ἑνὸς σχοινίου, ἔχοντος µῆκος ἴσον πρὸς 3 --- 4 -- 5-. 12 µονάδας, ἐπὶ τοῦ 
ὁποίου εἶχον τεθῇ σημεῖα ἀπέχοντα ἐκ τῶν ἄκρων ἀντιστοίχως 3 καὶ 5 µο- 
νάδας. Είναι εὐνόητον ὅτι, ἂν χρησιµοποιήσωμεν τὰ σημεῖα ταῦτα ἐπὶ 
τοῦ ἐδάφους καὶ ἐνώσωμεν τεταμένα τὰ ἐλεύθερα ἄκρα εἰς ἕνα τρίτον σημεῖον, 
τότε θὰ σχηµατισθῇ ἕνα τρίγῶνον, τοῦ ὁποίου ἡ ἀπέναντι τῆς πλευρᾶς 5 μὲ- 
τρῶν Ὑωνία θά εἶναι ὀρθή. Μία τοιαύτη ἐργασία, ἂν πράγματι ἐξετελεῖτο 
ὑπὸ κυβερνητικῶν ὑπαλλήλων ἐπιφορτισμένων μὲ τὸν προσδιορισμὸν τοῦ 
φόρου ἐγγείου παραγωγῆς δι’ ἕκαστον ἀγρότην, ἠδύνατο νὰ ἐξηγήση τὸ 
ὄνομα «ἁρπεδονάπταυ, ποὺ ἐδίδετο εἰς αὐτούς. ᾽Αλλ' ἀκόμη καὶ ἂν δὲν 
θέλώµεν ν’ ἀποδώσωμεν εἰς τοὺς Αἰγυπτίους ὑπαλλήλσυς τὴν ὡς ἄνω κατα- 
σκενὴν τῆς ὀρθῆς γωνίας, πάλιν πρέπει νὰ δεχθῶμεν, ὅτι θὰ προσέτρεχον 
εἰς τὴν χρῆσιν νημάτων (ράµµατα) πρὸς ἐκτέλεσιν τοῦ ἔργου των καὶ κά- 
ιν θά ἥρμοζεν εἰς αὐτοὺς τὸ ὄνομα ἁρπεδονάπται. Αί ἐλπίδες ὅτι θὰ ἐλαμ- 
βάνοντο ἐκ τοῦ πακύρου Ελίπά θετικαὶ πληροφορίαι ἐπὶ τοῦ ζητήματος 
τούτου διεψεύσθησαν. 

Πράγματι τὸ γεωμετρικὸν µέρος τοῦ πολυτίµου τούτου κειµηλίου δὲν 
περιέχΏ παρὰ ἀριθμόν τινα προβλημάτων ἀκοβλεπόντων εἷς τὸν ἀριθµη- 
τικὸν ὑπολογισμὸν ἐπιφανειῶν καὶ ὄγκων. Δυστυχῶς εἰς τὰ περισωθέντα 
γρακτὰ μνημεῖα, δὲν ἀνευρέθη τίποτε ὡς πρὸς τοὺς ὁρισμοὺς τῶν ἑξετα- 
ζομένων σχημάτων. Καὶ δύναται κανεὶς νὰ ὑποθέση, ὅτι θὰ ὑπῆρχε κάποιο 
ἐγχειρίδιον γεωμετρίας, περιέχον τὴν διδακτικὴν βάσιν τῶν λύσεων τῶν 
ἐκτιθεμένων ὑπὸ τοῦ Αδπιςς, 

Ἡ ἀνακάλυψις τοιούτου ἐγχειριδίου θὰ ἦτο πράγµατι ἔργον θείας 
προνοίας, διότι τὰ σχήµατα ποὺ συνοδεύουν τὰ λελυµένα γεωμετρικά προ- 
βλήματα εἰς τὸν πάπυρον Ελίπά ἔχουν χαραχθῆ τόσον χονδροειδῶς, ὥστε νἁ 
ἐγείρωνται εὐλόγως ἀμφιβολίαι ὡς πρὸς τὸ εἶδος αὐτῶν τούτων τῶν σχηµά- 
των. Τὸ γεγονὸς δὲ τοῦτο εἶχεν ὡς συνέπειαν µίαν ἀσυμφωνίαν κατὰ τὴν 
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ἐξήγησιν τῶν ἐν λόγῳ προβλημάτων, ὅταν, μετὰ τὰ ἁπλούστερα σχήµατα 
τετραγώνων καὶ ὀρθογωνίων, εὑρέθησαν ἄλλα παριστάνοντα τρίγωνα καὶ 
τετράπλευρα. 

Μερικοἰ ἱστορικοί, ὅπως οἱ Εἰφεπ]οὴς καὶ (απίος, ἐνόμισαν ὅτι ἐπρύ- 
κειτο ἐδῶ διὰ τρίγωνα ἰσοσκελῆ (βάσις ᾱ, πλευρά ϐ) καὶ τραπέζια ἰσοσκελῆ 
(βάσεις ὃ, καὶ ὃν, πληυρὰ ϱ) καὶ ἔκριναν ὡς ἐσφαλμένους τοὺς ὑπολογισμοὺς 
τῶν ἐμβαδῶν ἐπὶ τῇ βάσει τῶν μὴ ὀρθῶν τύπων ---- κ ολ... Ἐτη- 
τησαν δὲ µίαν ἐξήγησιν τῆς τοιαύτης πλάνης, παρατηροῦντες ὅτι ἐπὶ ἑνὸς 
τοίχου τοῦ ναοῦ Οτο εἰς τὸ ΕάΠ (τοῦ ὁποίου ἡ κατασκενἠ ἐτελείωσε τὴν 
Ἴλην Αὐγούστου 273 π.Χ.) τὸ ἐμβαδὸν ἑνὸς τετραπλεύρου μὲ πλευρὰς 
α, Ὁ, ο, ἆ, ἐκτιμᾶται ἀπὸ τὸν τύπον ο κκ ση, τοῦ ὁποίου µερικαὶ 
περιπτώσεις εἶναι οἱ χρησιμοκοιούμενοι εἰς τὸν πάκυρον Ελίπά. "Αλλοι 
ὅμως (Εένί]ουι, 5ίπιοπ) ἰσχυρίζονται, ὅτι δὲν πρόκειται περὶ λάθους τοῦ 
ΆΗπιςς, θεωροῦντες ὅτι τόσον τὰ τρίγωνα ὅσον καὶ τὰ τραπέζια ἦσαν 
ὀρθογώνια. 

"Άλλα προβλήµατα, περιλαμβανόμενα εἰς τὸν ἴδιον πάπυρον, ἀφοροῦν 
τὴν ἀπλουστέραν ἐκ τῶν καμπύλων γραμμῶν καὶ μαρτυροῦν ὅτι τὸ πρόβλημα 
τοῦ τετραγὠνισμοῦ τοῦ κύκλου εἶναι ἀρχαιότατον. Συνάγεται πράγµατι, 
ὅτι οἱ Αἰγύπτιοι εἶχον λύσει μὲ [κανοποιητικὴν προσέγγισιν τὸ πρόβλημα 
τοῦτο, ἀφοῦ ἐγνώριζαν µίαν κατασκενήν, ἀνταποκρινομένην εἰς τιμὴν τοῦ 


ἀριθμοῦ 
1613 
- ιο 31604. 


Χωρὶς νά ἑνδιατρίψωμεν εἰς τὰς ὑποθέσεις, αἱ ὁποῖαι ἐπροτάθησαν 
(Βίπιον, Ψαοςα) πρὸς ἐξήγησιν τῆς εὑρέσεως τῆς τιμῆς ταύτης τοῦ π, παρα- 
τηροῦµεν ὅτι ἡ ἀνωτέρω τιμή διαφέρει κατὰ 2 μόλις ἑκατοστὰ τῆς τιµῆς 
ἐκείνης, ἡ ὁποία χρησιμοκοιεῖται συνήθως εἰς τοὺς πρακτικοὺς ὑπολογι- 
αμοὺς (3,14). Εἰς τὸν πάπυρον τοῦ Εἰπά γίνεται χρῆσις τοῦ κ εἰς προβλή- 
µατα ἀποβλέποντα εἰς τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ ὄγκου σιτακοθηκῶν (ἢ ἐν γένει 
ἀποθηκῶν γεωργικῶν προϊόντων), περιοριζοµένων ὑπὸ ἐπιφανιιῶν οὐχὶ 
ὅλων ἐπιπέδων, Ὅσοι ἐκ τῶν ὄγκων τούτων περιορίζονται ἀκοκλειστικῶς 
ὑπὸ ἐπικέδων ἐπιφανειῶν ἐφείλκυσαν εὐλόγως τὴν προσοχἡν τῶν ἱστορικῶν, 
οἱ ὁποῖοι, ἂν καὶ δὲν συμφωνοῦν ἀπὸ ἑρμηνευτικῆς ἀπόψεως ἐφ᾽ ὅλων τῶν 
Ἰεπτομερειῶν, παραδέχονται ὁμοφώνως, ὅτι εἰς τοὺς ὑπολογισμοὺς τοῦ 
Απιες εὑρίσκεται εἰς ἐμβρυώδη κατάστασιν ἡ ἔννοια μερικῶν ἐκ τῶν τρι- 
γωνομετρικῶν συναρτήσεων. Δὲν παρασιωπᾶται πάντως τὸ γεγογὸς, ὅτι 
τοιαῦτα προβλήματα ἐπιτρέπουν νὰ συμπληρώσωμεν τὸ πλαίσιον τῶν ἀριθ- 
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μητικῶν γνώσεων τῶν Αἰγυπτίων, ἀφοῦ ἕνα ἐξ αὐτῶν (τὸ φέρον ἀριθμὸν 
45] ἀκοδεικνύει ὅτι οὗτοι ἦσαν εἰς θέσιν νὰ ἐξαγάγουν, ἔστω καὶ μὲ δοκιμάς, 
κυβικὰς ρίζας ἀριθμῶν. 

Προσθέτοµεν τέλος, ὅτι εἰς τὸ πλέον πρόσφατον δοκουμέντον τοῦ εἴ- 
δους τούτου, κοὺ ἔχει ἑρμηνευθῆ, γνωστὸν ὑπὸ τὸ ὄνομα Πάπυροστῆς 
Μόσχας, εὑρίσκεται ὁ ὑπολογισμὸς τῆς ἐπιφανείας ἑνὸς ἡμισφαιρικοῦ 
δοχείου, μὲ µίαν µέθοδον, τῆς ὁκοίας ἡ δικαιολογία στηρίµεται ἐπὶ τοῦ 
γνωστοῦ θεωρήματος ὅτι «ἡ ἐπιφάνεια τῆς σφαίρας ἰσοῦται πρὸς τὸ τε- 
τραπλάσιον τοῦ ἐμβαδοῦ ἑνὸς μεγίστου κύκλου της». 


16. "Όσον καὶ ἂν εἶναι ἐπιμελὴς ἡ ἀπαρίθμησις ὅλων τῶν σχημάτων, τὰ 
ὁποῖα πραγματεύονται οἱ πάπυροι ποὺ ἔχουν μέχρι σήμερον ἀποκρυπτο- 
γραφηθῆ, δὲν ἀρκεῖ διάἁ νὰ σχημµατίσωμεν πλήρη εἰκόνα τῶν γεωμµετρι" 
κῶν γνώσεων τῶν Αἰγυπτίων. Ἡ ἐξέτασις πράγµατι τῶν εἰκόνων, αἱ ὁποῖαι 
περισωθεῖσαι ἀπὸ τὴν φθοροποιὸν δρᾶσιν τοῦ χρόνου, προκαλοῦν ἀκόμη 
τὸν θαυμασμὸν ἐπί τῶν τοιχωμάτων τῶν σωζομένων ἀκόμη ναῶν, τῶν τάφων 
καὶ τῶν ἄλλων θαυμαστῶν μνημείων, ὁδηγεῖ εἰς τὴν σκέψιν ὅτι ἀσφαλῶς 
ἐγνώριζον καὶ ἄλλα σχήματα, τῶν ὁποίῶν μερικὰς ἁκλᾶς ἰδιότητας εἶχον 
ἀναγνωρίσει κατὰ τρόπον ἐμπειρικόν. 

Δὲν ὑπάρχει ἀμφιβολία π.χ. ὅτι ἀνεγνώρισαν τὴν συμμετρίαν ἑνὸς το- 
τραγώνου ὡς πρὸς τὰς διαγωνίους του καὶ ὅτι ἐγνώριζον νὰ διαιροῦν τὴν 
περιφέρειαν εἰς 12 καὶ 16 ἴσα µέρη μὲ τὴν βοήθειαν διαµέτρων, 

Τὰ ἴδια σχήµατα δεικνύουν ὅτι εἰς τὸ πνεῦμα τῶν Αἰγυπτίων ὑπέφω- 
σκεν ἡ ἰδέα τῆς ὁμοιότητος τῶν τριγώνων καὶ μερικῶν ἀρχῶν τῆς προο- 
πτικῆς (σημειωτέον ἐπ᾽ εὐκαιρίᾳ ὅτι ἡ τελευταία αὕτη ἤτο ἐντελῶς ἄγνω- 
στος εἰς τοὺς λαοὺς τῆς ΄Απω ᾿Ανατολῆς). Τέλος ἡ χρῆσις σχεδίων οἴκοδο- 
µημάτων ἓν «κατόψει» καὶ «τομῇ» ἢ «ὄψει, ἀποδεικνύει ὅτι οἵ Αἰγύ- 
πτιοι ὑπερέβαλον τοὺς Βαβυλωνίους καὶ ὅτι προηγήθησαν τοῦ Βιτρου- 
βίου, τοῦ κορυφαίου Ῥωμαίου ἀρχιτέκτονος τῆς αὐτοκρατορικῆς περιόδου, 
εἰς τὴν χρῆσιν τῆς πρωτογόνου ἐφαρμογῆς τῆς μεθόδου παραστάσεως τῶν 
στερεῶν σχημάτων διά προβολῆς ἐπὶ δύο ἐπιπέδων. 

Ἐδ ὅλων τούτων συνάγεται, ὅτι αἱ γεωμετρικαἰ γνώσεις τῶν Αἴγυ- 
κτίων, δὲν ἦσαν ἀνεκαρκεῖς οὔτε ἐπισφαλεῖς, ἀλλὰ εὑρίσκοντο εἷς πλήρη 
ἀνταπόκρισιν πρὸς τὰς ἀπαιτήσεις τῆς ᾽Αγρονομίας καὶ τῆς ᾿Αρχιτεκτο: 
νικῆς. Αἱ γνώσεις καὶ αἱ μέθοδοι ποὺ συνεσσωρεύοντο κατά τὴν διάρκεναν 
τῶν αἰώνων μετελαμπαδεύοντο ζηλοτύπως ἀπὸ γενεᾶς εἰς γενεάν, πιθανῶς 
µέσῳ τῆς ἱερατικῆς τάξεως, ἡ ὁποία ἦτο θεματοφύλαξ πάσης ἔπιστημο- 
νικῆς γνώσεως. Καὶ ἡ πλέον ἐντυπωσιακὴ μαρτυρία τῆς διαφυλάξεως τῆς 
πολυτίµου ταύτης κληρονοµίας προσφέρεται ἀπὸ τὸ [στορικὸν γεγονὸς, 
ὅτι ὅταν κατὰ τὸν ον αἰῶνα μ.Χ., ὁ Αὔγουστος ἠθέλησε νὰ καταμετρηθῇ 
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ἡ ἕκτασις τοῦ Ρωμαϊκοῦ Κράτους, ἐνεπιστεύθη τὴν κολοσσιαίαν ταύτην ἐπι- 
χείρησιν, εἰς πρόσωπα μεγάλης φήμης, τὰ ὁποῖα εἴχον ἀνδρωθῇ καὶ σπου- 
δάσει εἰς τὴν ἀρχαίαν χώραν τῶν Φαραώ. 

Δὲν ἁμιλήσαμεν καθόλου διὰ τὰς ἐκτεταμένας γεωμετρικὰς γνώσεις, 
ποὺ ἀπεδώθησαν εἰς τοὺς Αἰγυπτίους ὑπὸ ἐκείνων, οἱ ὁποῖοι, ἀρχῆς γενο- 
µένης ἀπὸ τοῦ ἀστρονόμου ΟλΠο Ρἰαστί Ἀπιψίὴ (1819 - 1900), ἠθέλησαν νὰ 
παρουσιάσουν ὡς συναγοµένας ἐκ τῶν μετρήσεων ποὺ ἔγιναν εἰς τὴν µε- 
γάλην πυραμίδα τοῦ Χέοπος, διότι αἱ ἐπιχειρηματολογίαι τῶν στηρίζονται 
ἐπὶ ἀριθμῶν μειωμένης ἀκριβείας διὰ δύο λόγους, πρῶτον ἕνεκα τῆς κατα- 
στάσεως εἰς ἣν εὑρίσκεται τὸ σεβαστὸν ἐκεῖνο μνημεῖον καὶ δεύτερον ἕνεκα 
τῆς μὴ ἀκριβοῦς γνώσεως τοῦ μήκους τοῦ «αἰγυπτιακοῦ πήχεως». 

Τελευταίως ἠθέλησαν ν᾿ ἀποδείξουν ὅτι αἱ διαστάσεις τῆς ἐν λόγφ 
πυραµίδος ἐξελέγησαν οὕτως, ὥστε νὰ ἱκανοποιοῦν τὴν σχέσιν τῆς «χρυ- 
σῆς τομῆς», χωρὶς ὅμως νὰ λαμβάνουν ὑπ ὄψιν δύο οὐσιώδη γεγονότα : 
4) ὅτι οἱ Αἰγύπτιοι ἐγνώριζον τὴν σχέσιν τοῦ Πυθαγορείου θεωρήματος µό- 
νον διά τὸ τρίγωνον μὲ πλευρὰς 3, 4, 5, ἐνῷ εἰς τὴν σχἑσιν τῆς χρυσῆς 
τομῆς φθάνοµεν µόνον διὰ γενικῆς ἐφαρμογῆς τοῦ Πυθαγορείου θεωρή- 
µατος, β) ὅτι ἡ διαίρεσις εἰς µέσον καὶ ἄκρον λόγον παρέµενεν ἄγνωστος 
εἰς τοὺς Αἰγυπτίους, οἱ ὁποῖοι δὲν ἄφῃσαν ἴχνη περιλαμβάνοντα κανονικὰ 
πεντάγωνα καὶ δεκάγῶνα, δηλαδἡ σχήματα, εἰς τὰ ὁποῖα ἀκριβῶς παρεµβαί- 
νει ἡ σχέσις τῆς χρυσῆς τομῆς ὃ, 


17. Ἔξ ὅσων ἓν συντοµίᾳ ἐξεθέσαμεν εἰς τὸ κεφάλαιον τοῦτο, συνάγε- 
ται ὅτι ἡ ᾿Αριθμητικὴ καὶ ἡ Γεωμετρία ἐκαλλιεργήθησαν μὲ κάποιαν 
ἐπιμέλειαν εἰς τὰς ὄχθας τοῦ Τίγρητος, τοῦ Εὐφράτου καὶ τοῦ Νείλου καὶ 
ὅτι μερικὰἀ ἐκ τῶν ἐπιτευχθέντων ἀποτελεσμάτων κατέλαβον σταθερὰν 
θέσιν εἰς τὴν ἐπιστήμην, 

᾽Αλλά τόσον οἱ Βαβυλώνιοι, ὅσον καὶ οἱ Αἰγύπτιοι δὲν κατώρθωσαν 
νὰ δώσουν ζωὴν εἰς κάκοιαν µαθηµατικἡν θεωρίαν͵, οὔτε ἀκόμη νἁ γράψουν 
ἕνα κεφάλαιον ᾿Αριθμητικῆς ἢ Γεωμετρίας. Ὅ λόγος αὐτῆς τῆς ἀδυναμίας 
πρέπει ν᾿ ἀναζητηθῇ εἰς τὴν γενικἡἠν τάσιν τῶν ἐρευνῶν των νὰ μὴ ἀποβλέ- 
πουν εἰς τὴν ἀκοκατάστασιν ἀληθειῶν θεωρητικοῦ χαρακτῆρος, ἀλλά µό- 
νον εἰς τὴν ἐξυπηρέτησιν πρακτικῶν ἀναγκῶν τοῦ ἀστρολόγου καὶ τοῦ µη- 
χανικοῦ. 

Εἰς τὸν λαόν, τοῦ ὁκοίου τὰ ἐπιτεύγματα πρὀκειτωι ἐν συνεχείᾳ νά 
ἐξετάσωμεν, ἐπεφυλάσσετο ἡ ἄφθιτος δόξα νὰ καταστήσῃ τὴν ἐπιστημο- 
νικὴν ἔρευναν καὶ ἰδιαιτέρως τὴν µαθηµατικἡἠν σκοπὀν κύριον τῆς διανοή- 

σεως καὶ ν᾿ ἀποδείξη ὅτι µόνον οὕτω δύναται ἡ ἔρευνα νὰ φθάσῃ εἰς τὰ 
άρον ὕψη, διὰ τὰ ὁποῖα ἡ ἀνθρωπίνη διάνοια εἶναι προωρισµένη. 


κεφΑαλαιον Ἡ 


ΤΑ ΕΛΛΗΝΙΚΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΕΝ ΣΥΜΒΙΩΣΕΙ 
ΜΕ ΤΗΝ ΦΙΛΟΣΟΦΙΑΝ 


18. Ἡ πρώτη περίοδος τῆς ἱστορίας τῶν ἑλληνικῶν Μαθηματικῶν 
ἀρχίζοι τὴν στιγμήν, κατὰ τὴν ὁποίαν ἤναψε δειλά, εἰς τὴν ἀρχήν, ὁ σπιν- 
βἡρ τῆς ἐπιστημονικῆς ἐρεύνης καὶ κλείει μὲ τὸν θάνατον τοῦ Μεγά- 
λου ᾿Αλεξάνδρου (323 π.χ.). Περιλαμβάνει λοιπὸν περίκου τρεῖς αἰῶνας. 
Εἶναι µία ἐποχὴ Ἱαρακτηριζοµένη περισσότερον ἀπὸ ἀπρογραμμάτιστον 
ἐπιστημονικὴν Έρευναν, παρὰ ἀπὸ µεθοδικἠν καὶ ἐπίκονον ἑἐργασίαν. 
Εἶναι µία ἐἑποχή, κατὰ τὴν ὁποίαν ἡ ἔρευνα εἰδικῶν φαινομένων διατελεῖ 
ὑποτεταγμένη εἰς ἀπόψεις οἰκουμενικοῦ χαρακτῆρος, τῶν ὁποίων σκοκὸς 
ἧτο νὰ ἐξηγήσουν τὴν προέλευσιν καὶ τὴν δομὴν τοῦ Κόσμου καὶ 
ν᾿ ἀποκαλύψουν τοὺς διέποντας αὐτὸν νόμους. 

Τὴν ἐποχὴν ἐκείνην, κάθε ἐπιστήμη καὶ εἰδικώτερον τὰ Μαθηματικά 
ἧτο συνδεδεμένη μὲ τὴν Φιλοσοφίαν διὰ σχέσεων ὑπαγορευομένων ἐξ ἀμοι- 
βαίας ὠφελιμότητος, ἀναλόγων πρὸς ἐκείνας, αἱ ὁποῖαι ὑφίστανται µε- 
ταξὺ ζῴων διαβιούντων ἓν καταστάσει παρασιτισμοῦ ἢ συμβιώσεως, Διὰ 
τὸν λόγον αὐτὸν ἦτο τὴν ἐποχὴν ἐκείνην ἐντελῶς ἄγνωστος ἡ εἰδίκευσις 
ποὺ χαρακτηρίζει τὴν σύγχρονον ἐπιστήμην. Εἶναι µία ἐποχὴ, ἡ ὁποία δὲν 
μᾶς ἔδωσεν ὡς κληρονοµίαν κανένα σύγγραμμα ἀναφερόμενον εἰς τὴν ἔπι- 
στήµην µας. ᾿Ἐπομένως διὰ νὰ σχηματίσωμεν ἰδέαν, ἔστω καὶ κατὰ προσέγ- 
γισιν, τῶν ἐπιτευχθεισῶν κατακτήσεων, πρέπει νὰ ἐπαιτήσωμεν πληροφο- 
ρίας ἀπὸ τοὺς σχολιαστάς καὶ ἀπὸ ἔργα χαρακτῆρος φιλοσοφικοῦ, ἱστορι- 
κοῦ, βιογραφικοῦ καὶ ἐγκυκλοπαιδικοῦ. ᾽Αλλ" ἐκεῖνος ὁ ὁποῖος γνωρίζει 
πόσον δύσκολος εἶναι ἡ ἐξήγησις τῶν πηγῶν, ἀπὸ τὰς ὁκοίας ἤνιλησαν 
οἱ συγγραφεῖς παροµοίων Έργων, πόσον ἐπιρρεπεῖς εἰς ὑπερβολὰς εἶναι 
κατὰ κανόνα οἱ πανηγυρισταί, πόσον βαθέως ἀλλοιοῦνται αἱ ἔἐπιστημο- 
νικαὶ ἀλήθειαι, ὅταν διαβιβάζωνται ἀπὸ πρόσωπα ἑστερημένα εἰδικῆς ἆρμο- 
διότητος ἐπί τοῦ θέματος, πόσον συχναἰ εἶναι αἱ προκύπτουσαι ἀμφιβολίαι, 
δύναται νὰ ἐννοήσῃ, χωρὶς μεγάλην πκροσπάθειαν, πόσον δύσκολον ἄπο- 
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βαίνει τὸ ἔργον νὰ συνθέσωµεν μὲ τοιαῦτα στοιχεῖα ἕνα σύνολον γνώ- 
σεων, χωρὶς σφάλματα καὶ εἰκασίας, χωρὶς κενά. 

'Ἐπειδὴ λοιπὸν εἶναι ἰδιαιτέρως δύσκολον νἁ ἱκανοποιήσωμεν τὴν τε- 
λευταίαν ταύτην ἀπαίτησιν, εὐνόητον τυγχάνει ὅτι τόσον ὁ πίναξ τῶν ὄνο- 
µάτων, ὅσον καὶ ὁ κατάλογος τῶν ἀνακαλύψεων τὰς ὁποίας πρόκειται νὰ 
παρουσιάσωµεν, εἶναι στοιχεῖα προὠρισµένα νά ὑποστοῦν εἷς τὸ μέλλον 
προσθήκας καὶ ἀλλοιώσεις εἴτε λόγῳ ἀνακαλύψεως νέων δοκουµέντων, 
εἴτε λόγφ πληρεστέρας κατανοήσεως τῶν ἤδη ὑπαρχόντων, Καὶ εἶναι 
πιθανόν, ἐπομένως, ἀκόμη καὶ τὰ βιογραφικἁ στοιχεῖα τὰ σχετικἀ πρὸς τὰ 
πρόσωπα τῆς ἐξεταζομένης περιόδου νἁ καταστοῦν καὶ αὐτὰ εἰς τὸ μέλλον 
πληρέστερα καὶ ἀσφαλέστερα ἀπὸ ὅ,τι εἶναι σήμερον. 

Κατά τὴν διάρκειαν τῆς περιόδου, μὲ τὴν ὁποίαν πρὀκειται ν᾿ ἆσχο- 
ληθῶμεν, οἱ Ἕλληνες ἐσυνέχισαν τὰς ἐμπορικὰς καὶ πνευματικὰς σχέσεις 
ποὺ εἶχον ἐγκαινιάσει πρὸ ἀμνημονεύτων ἐτῶν μὲ τοὺς ἄλλους µεσογεια- 
κοὺς λαούς, οἳ ὁποῖοι εἶχον προηγηθὴ εἰς τὴν πορείαν τοῦ πολιτισμοῦ. 
Ἡ ἑπίδρασις τὴν ὁποίαν ὑπέστησαν ἐκ τῶν σχύσεων τούτων κατὰ τὴν ἅπω- 
τέραν ἁρχαιότητα πρέπει νὰ ἤτο ἀρκιτά σηµαντική, ἀφοῦ ὁ ἴδιος ὁ ἑλλη- 
νικὸς λαὸς --- οὐδενὸς ἄλλου δεύτερος εἰς ἐθνικὴν ὑπερηφάνειαν, ὅπως εἶναι 
καγκοίνως γνωστὸν ---μὲ τὸν μῦθον περὶ Κάδµου ἀνεγνώριζεν ἑαυτὸν ὄφει- 
λέτην πρὸς τὴν ᾿Ανατολὴν καὶ ἀφοῦ, μὲ τὸ ν᾿ ἀποκαλῇ τὰ γράµµατα τοῦ 
ἀλφαβήτου φοινικικά στοιχεῖα, διετήρηι ζῶσαν τὴν ἀνάμνησιν 
τῆς ὑπερποντίου καταγὠγῆς των, 

Τοιαύτη ἐπίδρασις διατηρεῖται ζωηρά ἀκόμη καὶ κατὰ τὴν ἐποχὴν τὴν 
ὁποίαν ἐξετάζομεν, ἀφοῦ πολλοὶ διανοούμενοι ἀκμάσαντες κατὰ τὴν ἐποχὴν 
ταύτην αὑτοακοκαλοῦνται µαθηταί τῶν Αἰγυπτίων ἱερέων. Παρά ταῦτα 
δὲν εἶναι ἀνάγκη νά ὑπερτιμῶμεν τὴν δύναμιν τῆς ἐπιδράσεως ταύτης, ἂν 
µή τι ἄλλο, διότι ἡ ἀτελὴς γνῶσις τὴν ὁποίαν εἶχον οἱ Ἕλληνες τῶν ἄλλων 
γλωσσῶν, µοιραίως ἔθετε τούτους εἰς ἀδυναμίαν νά εἰσδύσουν εἰς τὰ μύχια 
τῆς σκέψεως τῶν λαῶν, μὲ τοὺς ὁποίους διετήρουν ἐμπορικάς σχέσεις, 

Ἔξ ἄλλου ὅ,τι γνωρίζοµεν γύρω ἀπὸ τὸ ἐπιστημονικὸν ἔργον τῆς ἀἁρ- 
χαίας Ἑλλάδος ἀποδεικνύει ὅτι, ἀκόμη καὶ ἂν οἱ Ἕλληνες ἤντλησαν ἐκτὸς 
τῆς μητρὸς πατρίδος τὰ στοιχεῖα τῆς γνώσεως, οὗτοι µετεσχημάτισαν ταῦτα 
τόσον βαθέως καὶ τὰ ἀνέπτυξαν περαιτέρω κατὰ τρόπον τόσον πρωτότυπον, 
ὥστε δὲν εἶναι δυνατὸν ν᾿ ἀρνηθῶμεν ὅτι ὁλόκληρος ἡ ἐπιστημονικὴ τῶν 
δηµιουργία ἀποτελεῖ ἀποκλειστικὴν καὶ ἀνακαλλοτρίωτον πνευματικὴν 
ἰδιοκτησίαν των, τόσον μᾶλλον, καθ’ ὅσον δὲν ὑπάρχει εἰς τὸ ἑλληνικὸν 
πνεῦμα κανένα ἰδιαίτερον γνώρισμα ἢ γεγονός, ποὺ νὰ μὴ εὑρίσκεται εἰς 
πλήρη συμφωνίαν πρὸς ὅ,τι ἄλλο γνωρίζοµεν γύρω ἀπὸ τὴν ἴδιοφυῖαν αὖ- 
τῆς τῆς προνομιούχου φυλῆς τῆς φύσεως. 
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Ὁ Θαλῆς καὶ ἡ Ἰωνικὴ Σχολὴ 


19. Περὶ τὸ τέλος τοῦ 6ου αἰῶνος καὶ τὴν ἀρχὴν τοῦ δου, τὰ στρατεύματα 
τῆς Μηδίας καὶ τῆς Λυδίας εὑρίσκοντο παρατεταγµύνα ἀπέναντι ἀλλήλων 
εἰς τὴν κοιλάδα τοῦ ποταμοῦ΄Αλνος, ἔτοιμα διά τὴν µάχην, ἡ ὁποία ϐ) ἄπε- 
φάσιζε διὰ τὰς τύχας τῆς Μικρᾶς ᾿Ασίας, ὁπότε αἰφνιδίῶς ὁ ἤλιος ἤρχισε 
νὰ βυθίζεται εἰς τὸ σκότος, τὰ δὲ ἀντίπαλα στρατεύματα, σεβόµενα ἀρχαίαν 
παράδοσιν τῶν ἱρανικῶν λαῶν, νά μὴ µάχωνται παράἀ µόνον εἰς τὸ φῶς τῆς 
ἡμέρας, κατέθεσαν τὰ ὅκλα καὶ προέβησαν εἰς διακραγµατεύσεις εἰρήνης, 

Ἠ ἡμέρα κατά τὴν ὁποίαν ἔλαβε χώραν τὸ ἀξιοσημείωτον αὐτὸ γε- 
γονὸς δὲν εἶναι ἐπακριβῶς γνωστή. Οἱ ἱστορικοί ταλαντεύονται νά ἐκλέξουν 
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αἱ ὁποῖαι προτείνονται ἀπὸ τὴν σύγχρονον ᾿Αστρονομίαν ὡς πιθαναί. 
ἘΕκεῖνο ὅμως τὸ ὁποῖον γίνεται δεκτὸν ὁμοφώνως ἀπὸ τοὺς συγγραφεῖς 
τῆς ἐποχῆς ποὺ ἐξετάζομεν, εἶναι ὅτι τὸ ἐντυπῶσιακὸν ἐκεῖνο φαινόμενον 
εἰχεπροείπει ὁ Θαλῆς ὁ Μιλήσιος, ἡ πρώτη ἐδέχουσα προσωπικότης, 
ἡ ὁποία ἐμφανίζεται εἰς τὸ προσκήνιον τῆς ἱστορίας τῶν ΜΦΦΗΜΗΝ. εἰς 
τὴν ᾿Αρχαίαν Ἑλλάδα. Ἡ πρόρρησις αὕτη προεκάλεσε τόσον 

εἷς τοὺς συμπολίτας του, ὥστε ἐπὶ ἀρχοντείας Δαμασίου (5985 - 583 π. Χ.], 
συγκατηριθµήθη καὶ ὁ Θαλῆς μεταξύ τῶν ἑπτὰ σοφῶν τῆς Ἑλλάδος, 

ε  Ἡ ἐπιστήμη τῆς ὁποίας ἦτο κάτοχος ὁ Θαλῆς, δὲν ἧτο ἐξ ὁλοκλήρου 
καρκὸς κροσωπικῶν του μελετῶν καὶ παρατηρήσεων, ἀφοῦ αὐτὸς ὁ ἴδιος, 
μετὰ τὴν ἵδρυσιν τῆς περιφήµου Ἰωνικῆς Σχολῆς, δὲν ἐδίσταζε νὰ δηλώνη 
ὅτι πολλὰ ἔμαθεν εἰς τὴν Αἴγυπτον ἐκ τῆς ἐπαφῆς του μὲ τοὺς ἐκεῖ ἱερεῖς, 
κατὰ τὴν διάρκειαν τῶν Μεσογεοιακῶν του ἐξορμήσεων, εἰς τὰς ὁποίας 
Φθεῖτο μᾶλλον ἀπὸ ἐπιχειρηματικὸν οἴστρον παρὰ ἀπὸ καθαράν δίψαν τοῦ 
εἰδέναι. Μολονότι µία τοιαύτη δήλῶσις ἀποτελεῖ ἀπόδειξιν τῆς ἀμέμπτου 
χρηστότητος τοῦ σοφοῦ τῆς Μιλήτου, δὲν πρέπει νά καταβιβάσωμεν τοῦ- 
τον εἰς τὸ ἐπίπεδον περιοδεύσντος µεταπράτου τῶν Φαραώ, διότι π.χ. καμμία 
ξενικἡ ἐπίδρασις δὲν ἔχει µέχρι σήµερον διαπιστωθῆ εἰς τὸ ἰδιάζον φιλο- 
σοφικὀν του σύστημα, κατὰ τὸ ὁκοῖον τὸ ὕδωρ ἀποτελεῖ τὸ ον ης 
ἐνιαῖον συστατικὀν ὅλων τῶν ὄντων. 


20. Οὔτε αἱ εἰς ἡμᾶς γνωσταὶ ἀρχαιολογικαίὶ µαρτυρίαι ἐπιτρέπουν νὰ 
συμπεράνωμεν, ὅτι αἱ γεωμετρικαὶ γνώσεις, τῶν ὁποίων ᾖτο κάτοχος, 
εἶχον ξενικὴν πο Αἱ γνώσεις αὗται '--- εἰς τὴν ἀπόδει- 


ξιν καὶ λύσιν θεωρηµάτων καὶ προβλημάτων τῆς Στοιχειώδους Γεωμετρίας 
ὡς εἶναι τὰ ἀκόλουθα : 


1) Ὁ κύκλος διχοτομεῖται ὑπὸ τῆς διαμέτρου. 

2) Αἱ παρὰ τὴν βασιν ἰσοσκελοῦς τριγώνου γωνίαι εἶναι ἴσαι. 

3) Αἱ κατὰ κορυφἠν γωνίαι εἶναι ἴσαι, 

4) Νὰ προσδιοριθῇ ἡ ἀπὸ τοῦ λιμένος ἀπόστασις τοῦ πλοίου, 

5) Νὰ κπροσδιορισθῇ τὸ ὄψος μιᾶς πυραµίδος μέσῳ τῆς σκιᾶς, τὴν ὁκοίαν 
. ῥρίπτει ἐπὶ τοῦ ἐπικέδου τῆς βασεως, 

Αποδίδεται ἀκόμη εἰς τὸν Θαλῆ καὶ ἡ πρότασις «ἡ ἐν τῷ ἡμικυκλίφ 
γωνία, ὀρθὴ ἐστιν» καὶ εἶναι, διὰ τοῦτο, δίκαιον ν᾿ ἀποδώσωμεν εἰς αὐτὸν 
ἐπίσης τὴν τιµήν, ὅτι εἶναι ὁ πρῶτος ἐμπνευστὴς τῶν πολὺ γνωστῶν στί- 
χῶν τοῦ θείου ποιητοῦ Ὠσαπίε : 


«ἂν τρίγώνο μπορεῖς σὲ μισοκύκλι 
χωρὶς ὀρθὴ ωνιὰ ποτὲ νὰ µπάσεις», 
(Παράδεισος, ΧΠΠ, 101-219, 


Δυστυχῶς δὲν Έφθασε μέχρις ἡμῶν καµµία πληροφορία ὡς πρὸς τὸν 
τρόπον μὲ τὸν ὁποῖον ἀπεδείκνυεν αὐτὰς τὰς ἀληθείας». Τὸ αὐτὸ, πρέ- 
πει νὰ λεχθῇ καὶ διά τὰς γεωμετρικὰς κατασκευᾶς, μὲ τὰς ὁποίας ἐπέ- 
τυχε τὴν λύσιν τῶν προβλημάτων, ποὺ τοῦ ἀποδίδονται. 

Ὡς πρὸς τὸν προδιορισμὸν τῆς ἀπὸ τοῦ λιμένος ἁποστάσεως τοῦ πλοίου 
παρατηροῦμεν ὅτι τίποτε δὲν ἐμποδίζαι νὰ παραδεχθῶμεν ὅτι ὁ Θαλῆς 
είχε κάµει χρῆσιν τῆς ἑπομένης ἁπλονστάτης 
κατασκενῆς, ποὺ ἦτο ἐν χρήσει ὑπὸ τῶν Ῥω- 
µαίων ἀγρονόμων. 

ἛἜστω (σχ. 1) Ν ἡ θέσις τοῦ πλοίου καὶ Ρ 
ὁ λιµήν, Φέρομεν τὴν ΡΑ. κάθετον ἐπὶ τὴν 
σκοπευτικἠν ἀκτῖνα ΡΝ καὶ ὀρίζομεν ἐπ᾿ αὐ- 
τῆς αὐθαιρέτως ἕνα σημεῖον Α. Ἔστω Μ τὸ 
µέσον τοῦ τµήµατος ΡΑ καὶ Β τὸ σημεῖον 
καθ’ ὅ ἡ εὐθεῖα ΝΜ προεκτεινοµένη τέμνει εἰς 
Α τὴν ἀγομένην κάθετον ἐπὶ τὴν ΡΑ, Ἡ ἀπό- 
στασις τῶν σημείων Α καὶ Β εἶναι προφανῶς ἴση πρὸς τὴν ζητουμένην 
ἁπόστασιν τῶν σημείων Ρ καὶ Ν. 

Ὀλιγώτερον εὔκολον εἶναι νἁ μαντεύσωμεν τὴν λώσιν τοῦ ἑτέρου 
προβλήματος, τοῦ προσδιορισμοῦ δηλαδἡ τοῦ ὕψους τῆς πυραμῖδος. Κατά 


 ἊἎς σηµειωθῇ μολαταῦτα ὅτι τὰ ἀναφερόμενα θεωρήματα λ, 2), 3], δύνανται 
ν΄ ἀποδειχθοῦν πολὺ εὔκολα δι ἐπιθέσπως ἢ ἀκόμη διὰ τοῦ γεωτέρου τεχνάσµατος τῆς 
ατυχώσεως τοῦ χάρτου, 
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τινας διὰ τὴν λύσιν αὐτοῦ ὁ Θαλῆς ἐχρησιμοκοίει µίαν ράβδον, μὲ τὴν βοήν 
θειαν τῆς ὁποίας προσδιώριζε τὴν στιγμήν, κατὰ τὴν ὁποίαν τὸ µῆκος της 
ἦτο ἀκριβῶς ἴσον πρὸς τὴν σκιάν της. Τὴν ἰδίαν χρονικὴν στιγμὴν πᾶν 
ἄλλο σῶμα (εἰδικῶς ἡ θεωρουµένη πυραμἰς) ρίπτει σκιὰν ἴσου μήκους πρὸς 
τὸ ὕψος του. Ἡ ἐν λόγῳ μέθοδος εἴναι ἀρκετὰ ἁπλῆ, ἀλλ' ἀνεφάρμοστος 
εἰς στερεά, τῶν ὁποίων ἡ βάσις δὲν ἔχει ἀμελητέας διαστάσεις ὡς πρὸς τὸ 
ὕψος, ἄρα καὶ εἰς τὴν ὑπ' ὄψει περίπτωσιν τῆς πυραµίδος, 

Ἡ δυσκολία ὑπερνικᾶται, ἂν παραδεχθῶμεν ὅτι ὁ Μιλήσιος σοφὸς δὲν 
ἀπόβλεπεν εἰς τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ ὕψους πυραµίδος, ἀλλ’ ἑνὸς ὀβελίσκου. 
Ἑπανέρχεται ὅμως, ἐὰν παραδεχθῶμεν μὲ τὸν Πλάνιον τὸν Πρεσβύτε- 
Ρον, ὅτι ὁ Θαλῆς ἐχρησιμοποίει βεβαίως µίαν ράβδον, ἀλλ’ εἷς οἰανδή- 
ποτε ὥραν τῆς ἡμέρας, ἐκμεταλλευόμενος τὸν σταθερὸν λόγον, ὁ ὁποῖος 
ὑπάρχει κατὰ τὴν αὐτὴν στιγμὴν μεταξὺ τοῦ ὕψους ἑνὸς ἀντικειμένου καὶ 
τοῦ μήκους τῆς ρικτοµένης ἐπὶ ὁριζοντίου ἐδάφους σκιᾶς, Ἡ δευτέρα αὕτη 
μέθοδος προὐποθέτει τὴν γνῶσιν τῶν θεμελιωδῶν σχέσεων τῆς ὁμοιότητος 
καὶ τῶν προτασσοµένων αὐτῆς θεωριῶν, πρᾶγμα δυσκόλως δυνάµενον νἁ 
Τίνη δεκτόν, διὰ τὸν Θαλῆν, ἕνεκα τῆς νοοτροπίας του, περὶ τῆς ὁποίας 
ὁμοφώνως ἀναφέρεται, ὅτι δὲν ἐνδιεφέρετο διὰ τὰ μαθηματικά, ὡς αὐτόνομον 
θεωρίαν, ἀλλ' ὡς πολύτιμον βοήθηµα διὰ τὴν ἔρευναν τῶν προβλημάτων 
τῆς Φυσικῆς Φιλοσοφίας. Κατὰ μείζονα λόγον ἀποκλείεται νὰ ἦτο εἰς αὖὐ- 
τὸν γνωστὴ ἡ σχέσις ἡ ὑφισταμένη μεταξὺ τῶν δύο σημειοσειρῶν κροκυ- 
πτουσῶν ἐκ τῆς τομῆς δέσµης παραλλήλων εὐθειῶν 19, ἡ γνωστὴ ὡς θεό- 
ρηματοῦ Θαλοῦ. Πρέπει λοιπὸν ἡ ὀνομασία αὕτη νὰ θεωρεῖται πρὸς 
τιµὴν τοῦ σοφοῦ τῆς Μιλήτου, ἀκριβῶς ὅπως δίδεται τὸ ὄνομα ἑνὸς μεγάλου 
ἀνδρὸς εἰς µίαν ὁδὸν διὰ τὴν κατασκενἠν τῆς ὁκοίας οὐδένα ἔπαιξε ρόλον, 


21. Αν ἀπεκαλέσαμεν τὸν Θαλῆ ἀρχηγὸν μιᾶς σχολῆς, τοῦτο δὲν ἐχι- 
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τὰς βασικάς ἀρχὰς τοῦ φιλοσοφικοῦ συστήµατος τοῦ Θαλοῦ (μὲ τὸ ν᾿ ἀν- 
τικαταστήσουν τὸ ὕδωρ, ὡς ἀρχικὸν στοιχεῖον τῶν ὄντων, μὲ τὸ ἄπει- 
ρον ὁ πρῶτος καὶ τὸν ἀέρα ὁ δεύτερος), ἀλλά ἔδωσαν ἔμφασιν εἰς τὴν 
ἀπομάκρυνσίν τῶν ἀπὸ τὰ μαθηματικά τῆς Ἰωνικῆς Σχολῆς. Διὰ τὸν λόγον 
αὐτὸν ἡ Ἰωνικὴ Σχολἡ κατέχει µίαν θέσιν εἰς τὴν ἱστορίαν τῶν θετικῶν 
Ἐκιστημῶν, ὄχι διὰ τὰς ἀμέσους καὶ σημαντικάς συµβολάς της εἰς τὴν 
ἀνάπτυξιν τῶν θετικῶν µας γνώσεων, ἀλλά κυρίως διότι ἔστρεψε τὴν προ- 
σοχήν της εἰς μερικὰς γεωμετρικᾶς προτάσεις, αἱ ὁποῖαι εἶχον διαφύγει 
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τῆς ἀντιλήψεως τῶν Βαβυλωνίων καὶ Αἰγυπτίων. Συνεπῶς ἡ Ἰωνικὴ Σχολἡ 
δὲν ἀντιπροσωπεύει τὴν αὐὑγὴν τῶν ἑλληνικῶν μαθηματικῶν, ἀλλά μᾶλλον 
τὴν περίοδον ἐκείνην τῆς ἀσιγάστου ζυμµώσεως, ἡ ὁποία προοιωνίζει καὶ 
προαναγγέλλει τὴν ἀληθὴ καὶ γνησίαν ἐπιστημονικὴν ἔρευναν. 


Ὁ Πυθαγόρας καὶ ἡ Ἰταλικὴ Σχολὴ 


25. Τὸ καθωρισμένον περιεχόµενον τῆς ἑπομένης περιόδου τῆς ἱστορίας 
τῶν μαθηματικῶν ἀποτελεῖ δόξαν ἄφθιτον τοῦ ἐκ Σάμου Πυθαγόρου. 
Οὗτος ἐδημιούργησεν ἕνα φιλοσοφικὸν σύστημα, εἷς τὸ ὁποῖον τὸ πρῶ- 
ταρχικὸν στοιχεῖον τῆς δημιουργίας δὲν εἶναι ψηλαφητόν, ὅπως εἰσηγοῦντο 
ὁ Θαλῆς, ὁ ᾿Αναξίμανδρος καὶ ὁ ᾽Αναξιμένης, ἀλλὰ µία ὀντότης πνευµα- 
τική, ὁ ἀριθμός, θεωρούµενος ὄχι ὡς δύναμις ἐμψυχώνουσα καὶ κυ- 
βερνῶσα τὸν κόσμον, ἀλλὰ ὡς αὐτὴ αὕτη ἡ ἐσχάτη οὐσία τῶν ὄντων, 
«Ἁριθμὸν εἶναι τὴν οὐσίαν ἁπάντωνν», λέγει τὸ θεµε- 
μελιῶδες δόγμα τῆς Πνθαγορικῆς Φιλοσοφίας. Ὅτι µία τοιαύτη ἐκδοχὴ 
προέρχεται ἐκ τῆς ᾿Ανατολῆς, ὅπως πολλοί ὑποστηρίζουν, εἶναι δυνατόν, 
δὲν εἶναι ὅμως ἱστορικῶς ἀποδεδειγμένον. Ἔξ ἄλλου δὲν εἶναι ἑστερημένη 
βάσεως ἡ ὑπόθεσις, ὅτι εἰς τὴν διατύπωσιν τοῦ δόγµατος τούτου ἔφθασαν 
μὲ ταχεῖαν γενίκευσιν, ὅταν εἰς τὴν Πυθαγόρειον Σχολὴν ἔγινεν ἀντιληκτὴ 
ἡ αὐστηράὰ ἀριθμητικὴ νοµοτέλεια τῶν ἀκουστικῶν φαινομένων, 

Ὁ µῦθος, ὁ ὁποῖος ἀνθεῖ πάντοτε πλουσίως ὑπὸ τὸν οὐρανὸν τῆς Ἐλ- 
λάδος, ἀρεσκόμενος νά περιβάλλῃ μὲ φανταστικὰς λεπτοµερείας καὶ διηγή- 
σεις ὅλα τὰ ἀφορῶντα τὸν Πυθαγόραν, ἐξαναγκάζει τὸν ἐρευνητήν, τὸν 
ἐπιθυμοῦντα νὰ συνθέσῃ τὴν βιογραφίαν του, εἰς τὴν µεγαλυτέραν προσο- 
χἠν καὶ περίσκεψιν. Περιοριζόμενοι εἰς ὅ,τι τουλάχιστον φαίνεται ἀνὼ- 
τερον πάσης ἀμφιβολίας, δυνάµεθα νά θεωρήσωμεν ὡς ἀσφαλῆ τὴν πλη- 
ῥοφορίαν, ὅτι ἐγεννήθη εἰς τὴν Σάμον κατὰ τὸ 586 π.Χ., ὅτι ἐπεσκέφθη 
τὴν Αἴγυπτον, καὶ ὅτι διὰ ν᾿ ἁπαλλαγῇ ἀπὸ τὴν ἀφόρητον τυραννίαν τοῦ 
Πολυκράτους ἐγκατέλειψε, περὶ τὸ 540, τὴν πατρίδα του μὲ προορισμὀὸν τὴν 
Μεγάλην Ἑλλάδα, ᾿Εκεῖ, εἰς τὸν Κρότωνα, καὶ κατὰ τὴν ἐποχὴν περίπου 
καθ ἣν οἱ Ταρκύνιοι ἐδεδιώχθησαν ἐκ τῆς Ρώμης, ἵδρυσε τὴν ἴδιότυκον 
ἑκείνην ὀργάνωσιν, ἀπὸ τὴν ὁποίαν δὲν ἀπεκλείοντο αἱ γυναῖκες. 

Ἡ ὀργάνωσις ἐκείνη, ἀποβλάκουσα περισσότερον εἰς πολιτικοθρη- 
σκευτικοὺς σκοποὺς καὶ ὁλιγώτερον εἰς ἀποκλειστικὴν ἐπιστημονικὴν 
ἔρευναν, ἐπωνομάσθη Ἱταλικὴ Σχολὴ καὶ ἀπέβη πολὺ γρήγορα 
κέντρον μιᾶς ἀνησύχου ἀριστοκρατικῆς µερίδος, μὲ ἀποτέλεσμα νὰ γίνῃ 
στόχος τοῦ λαϊκοῦ κινήματος, ποὺ συνετάραξε τότε ὅλα τὰ κράτη τῆς Ἐλ- 
λάδος καὶ νὰ διαλυθῇ διὰ τῆς βίας. ᾽Αλλ’ οὔτε ἡ διάλυσις τῆς Σχολῆς, οὔτε 
ὁ θάνατος τοῦ [δρυτοῦ της (500 π.Χ. περίπου), ἐπελθὼν ὑπὸ συνθήκας μὴ 
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ἀκριβολογουμένας, εἴχον τὴν δύναμιν νὰ καταστρέψουν τὸ ἔργον της 
αἱ ἰδέαι τοῦ Πυθαγόρου διεδόθησαν, πράγµατι, ἀνά τὴν Ἑλλάδα καὶ κατόπιν, 
ἀνάὰ τὸν κόσμον, εὑρίσκουσαι παντοῦ θαυμαστάς καὶ βιασώτας, οἱ ὁποῖοι ἄπε- 
τέλεσαν ἀληθῆ λεγεῶνα καὶ οἱ ὁποῖοι οὔτε σήμερον ἔχουν ἐντελῶς ἐκλείψει. 

Ὁ θρῦλος ἀποτελεῖ βεβαίως σοβαρὸὀν ἐμπόδιον δι᾽ ἐκεῖνον, ὁ ὁποῖος 
ἐπιθυμεῖ νὰ χαράξῃ Ένα διάγραµµα τῆς προσωπικύτητος τοῦ Πυθαγόρου, 
ἀλλ' ἀκόμη σοβαρότερον ἐμπόδιον, εἶναι ἡ ἀπόλυτος µυστικότης, ἡ ὁποία 
ἐπεβάλλετο εἰς τὰ µέλη τῆς Ἰταλικῆς Σχολῆς, ὅσον ἀφορῇ τὴν ἑντὸς αὐτῆς 
συντελουµένην ἐργασίαν, διότι ἕνεκα τοῦ λόγου τούτου καθίσταται πολὺ 
δύσκολος καὶ ἀμφίβολος ἡ προσπάθεια ἀναπαραγωγῆς ὁλοκλήρου τοῦ 
μαθηματικοῦ ἔργου τοῦ κορυφαίου διανοσυµένου τῆς Σάμου καὶ ὃ ἐρευνη- 
τὴς εὑρίσκεται ἐνώπιον τῆς ἀπολύτου ἀδυναμίας ν᾿ ἀναμετρήση ποῖον μέ- 
ρος τῶν ἀνακαλύψεῶων καὶ ἐφευρέσεων, ποὺ ἐγένοντο ἑἐντὸς τῆς Ἰταλικῆς 
Σχολῆς, ὀφείλεται εἰς τὸν ἀρχηγόν της. Διά τοῦτο ὅταν ἀναφερώμεθα 
εἰς εὑρήματα τοῦ Πυθαγόρου, δὲν πρέπκει ν᾿ ἀποκλείωμεν διόλου τὸ ἔνδε- 
χόμενον νὰ πρὀκειται περὶ ἐργασιῶν, εἰς τὰς ὁποίας ἔλαβον µέρος καὶ οἱ 
µαθηταί του. 


29. Δύο πράγµατα χαρακτηρίζουν ἕνα κυρίως εἰπεῖν ἐπιστημονικὸν 
σύστημα γνώσεων καὶ τὸ διαστέλλουν ἀπὸ µίαν ἁπλῆν συλλογὴν µαθηµα- 
τικῶν προτάσεων, ἤτοι: Ίον µία µεθοδικἡ κατάταξις τῆς σπουδαζοµένης 
ὕλης. 2ον ἕνας πίναξ ὁρισμῶν ὅλων τῶν ἐξεταστέων ἐννοιῶν. Καὶ τὸ ἕνα 
καὶ τὸ ἄλλο ἐπροτάθησαν διά πρώτην φοράν, ἐξ ὅσων γνωρίζοµεν, ἀπὸ τὸν 
Πιυθαγόραν. Εἰς αὐτὸν πράγµατι ὀφείλεται ἡ διαίρεσις τῶν μαθηματικῶν 
εἷς τέσσαρας κλάδους : ᾿Αριθμητική, Μουσική, Γεωμετρία, ᾿Αστρονομία’ 
ἐθεωρήθη δὲ ἡ ἐν λόγῳ διαίρεσις τόσον ἱκανοποιητική, ὥστε οἱ ἀνωτέρω 
κλάδοι παρέμειναν εἰς τὸ ἐκπαιδευτικὸν πρόγραµµα ὅλων τῶν σχολείων 
τοῦ Μεσαίωνος, τὸ περιώνυµον «οαάτγίνιωπι». Εἰς αὐτὸν ἀνήκει ἐξ ἄλλου ὁ 
ὁρισμὸς τοῦ σημείου ὡς ἁμονάδος ἐχούσης θέσιν», εἰς αὐτὸν ἡ διάκρισις 
τῶν εὐθυγράμμων Τωνιῶν εἰς τρεῖς κατηγορίας (ὀδείας, ὀρθὰς καὶ ἀμβλείας). 
Εἰς αὑτὸν ἡ γεωµετρικἡ ἔννοια τοῦ διαστήματος ὡς ὀντότητος συνεχοῦς, 
ἀπεριορίστου, ὁμογενοῦς, Μὲ τὰς ἐννοίας αὐτὰς συνδέονται μερικοὶ φαντα- 
στικοί παραλληλισμοὶ σχημάτων καὶ θεοτήτων, τῶν ὁποίων δὲν δύναται ν᾿ 
ἀποκλεισθῇ ἡ ἀνατολικὴ προέλευσις. Σήµερον ἡμπορεῖ ἰδέαι τοιαύτης φύ- 
σεως νἁ φαίνωνται ὡς φαντασιοκληξίαι ἀνισορρόπων ἐγκεφάλων, ἀλλὰ 
οἵ Πυθαγόρειοι καλύπτοντες ὑπὸ τὴν σηµαίαν τῆς α«μυστικῆς γεωμετρίας» 
τοὺς καρποὺς τῆς καθαρᾶς ἐπιστημονικῆς ἐρεύνης, διηυκόλυνον τοιουτο- 
τρόπως τὴν διάδοσιν αὐτῶν, ἀκόμη καὶ μεταξὺ ἑκείνων, οἱ ὁποῖοι δὲν θά 
ἦσαν εἰς θέσιν νὰ ἐκτιμήσουν τὴν ἀξίαν μιᾶς ἐπιστήμης, εὑρισκομένης τότε 
εἰς τὰ σπάργανα. 


44 Ἱστορία τῶν Μαθηματικών 


Σηµασίαν κατὰ πολὺ ἀνωτέραν ἔχουν αἱ ἔρευναι τῶν Πυθαγορείων ἐπὶ 
τῶν ἀναλογιῶν : ἀριθμητικῆς, γεωμετρικῆς καὶ ἁρμονικῆς, αἱ ὁποῖαι προ- 
κύπτουν ἂν θέσωµεν τὸν λόγον 


α -- Ὁ 
υ --ο 
ἴσου διαδοχικᾶς πρὸς τοὺς τρεῖς λόγους: ---, --, ---' ὅτε, σημειωτέον, 
προκύπτουν ἀντιστοίχως αἱ ἰσοδύναμοι σχέσεις : 
νο. (σος ἀριθμητικός) 
--Τεο (μέσος γεωμετρικὸς) 


ρα Ξ (κ) (µέσος ἁρμονικός). 


Ὅτι εἰς τοιαύτας µελέτας Φδηγήθη ὁ Πυθαγόρας ἀπὸ τὴν τελειοτέραν ἀνα- 
λογίαν 
κ. ΑΟ 28 
να αν 


τὴν ὁποίαν λέγεται, ὅτι οὗτος ἆμαθεν ἀπὸ τοὺς Βαβυλωνίους, εἶναι δυνατόν͵ 
ἀλλ’ ὄχι βέβαιον. Αντιθέτως εἶναι ἐκτὸς πάσης ἀμφιβολίας, ὅτι εἰς τὴν 
Σχολὴν ἐξητάσθησαν ἀποκλειστικῶς αἱ ἀναλογίαι μεταξὺ ἀκεραίων ἀριθμῶν, 
ὅπως θὰ ἴδωμεν ὅτι ἔκαμεν ἁργότερα ὁ Εὐκλείδης εἰς τὸ ΥΠ βιβλίον τῶν 
Στοιχείων του, ἐμπνεόμενος ἀκριβῶς ἀπὸ ἕνα κλασικὀν παράδειγµα, 

Εἰς τοὺς Πυθαγορείους ἀποδίδεται ἡ γνῶσις τοῦ γεγονότος ὅτι τὰ ἰσό- 
πλευρα τρίγωνα, τὰ τετράγωνα καὶ τὰ κανονικἀ ἐξάγωνα εἶναι τὰ μόνα κα- 
νονικἀ σχήματα, μὲ τὰ ὁποῖα δυνάµεθα νά καλίψωμµεν πλήρως µίαν ἐπίκεδον 
ἐπιφάνειαν. Εἰς αὐτοὺς ἀποδίδεται ἐπίσης ἡ ἀνακάλυψις τῶν πέντε κυρτῶν 
κανονικῶν στερεῶν, τὰ ὁποῖα ὠνόμασαν οἱ ἴδιοι «κοσμικἀ στερεά», διότι, 
ἐμπνεόμενοι ἀπὸ τὸν κροσφιλῆ εἰς αὐτοὺς μυστικισμὸν, ἔδωσαν εἰς τὸ τε- 
τράεδρον, τὸν κύβον (ἐδάεδρον), τὸ ὀκτάεδρον καὶ τὸ εἰκοσάεδρον τὴν ση- 
µασίαν νὰ παριστάνουν ἀντιστοίχως τὸ κθρ, τὴν γῆν, τὸν ἀέρα, καὶ τὸ ὕδωρ, 
ἐπιφυλάσσοντες εἰς τὸ δωδεκάεδρον τὸν ρόλον νἁ παριστῇ ὁλόκληρον 

Πρέπει νά σηµειωθῇ ὅτι τὰ τρία ἁπλούστερα ἐκ τῶν στερεῶν τούτων 
ἦσαν χωρὶς ἀμφιβολίαν γνωστά πολὺ προηγουμένως, τὸ δὲ δωδεκάεδρον 
ἦτο πιθανῶς γνωστὸν ἐπίσης εἰς τοὺς Ετρούσκους, μὲ τοὺς ὁποίους εἶἰκά- 
ζεται ὅτι εἶχε σχέσεις ὁ Πυθαγόρας κατά τὴν ἄφιξίν του εἰς Ἰταλίαν. 

Ἡ κατασκευὴ τοῦ κανονικοῦ δωδεκαέδρου καὶ τοῦ κανονικοῦ εἶκο- 
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σαέδρου ἀπαιτοῦν τὴν γνῶσιν τῆς κατασκευῆς τοῦ κανονικοῦ πενταγώ- 
νου, πρᾶγμα τὸ ὁποῖον δὲν ὑπερβαίνει τὰ ὄρια τῶν ὅσων ἐγνώριζον ἤδη οἱ 
µαθηταἰ τῆς Σχολῆς τοῦ Κρότωνος, Εϊναι μάλιστα ἀληθὲς ὅτι οἱ Πυθα- 
γόρειοι ἐγνώριζον τόσον καλῶς τὸ σχῆμα τοῦτο, ὥστε εἴχον θεσπίσει ὡς 
συνθηματικὸν σημεῖον ἁμοιβαίας ἀναγνωρίσεως τὸ ἀἁστεροειδὲς πεντά- 
γῶὠνον, τὸ ἄλλως λεγόµενον ὑπό τινων καὶ πεντάγραµµα ἢ κεγν- 
τάλφα (Ῥϱ,. ΚΙοῖεγ: ᾿Αριθμολογία, Ῥώμη, 1665)". 

Ἔξ ἄλλου τὸ πρόβλημα τῆς κατασκευῆς κανονικοῦ πενταγώνου [σο- 
δυναμεῖ κατὰ βάθος πρὸς τὴν διαίρεσιν εὐθυγράμμου τμήματος εἰς µέσον καὶ 
ἄκρον λόγον, ἤτοι πρὸς τὸ οὕτω καλούµενον απρόβληµα τῆς χρυσῆς τομῆς», 
τὸ ὁποῖον εἶναι µερικἡ περίπτωσις τῆς γεωμετρικῆς κατασκευῆς τῶν ριζῶν 
τῆς δευτεροβαθµίου ἐξισώσεως, Κατὰ τὸν Πρόκλον 1, ἡ λύσις τοῦ θεμελιώ- 
δους αὐτοῦ προβλήματος ἀποτελεῖ ἕνα ἀπὸ τὰ ἐξδοχώτερα ἐπιτεύγματα τῆς 
Πυθαγορείου Σχολῆς, Τὸ πρόβλημα διεκρίνετο ἀκὸ τοὺς ἀρχαίους εἰς 
τρεῖς μερικάς περιπτώσεις, ποὺ ἐκαλοῦντο ἀντιστοίχως, «ἀπλῆ παραβολὴ», 
«ὐπερβολικὴ παραβολὴ», αἰλλεικτικὴ παραβολὴ», ἢ συντοµώτερα «παρα- 
βολή», «ὑπερβολὴ», «Ἑλλειψις», ὀνόματα χρησιμοποιηθέντα βραδύτερον 
διὰ τὴν ὀνομασίαν τῶν τριῶν κωνικῶν τομῶν !3, 

Ἡ ἁκλῆ παραβολἡ ἔχει ὡς σκοκὀν νὰ κατασκενάσῃ ἐπὶ βάσεως δοθεί- 
σης α ἕνα ὀρθογώνιον δοθέντος ἐμβαδοῦ 03, "Εάν εἶναι κ ἡ ἄλλη πλευρὰ 
τοῦ ὀρθογωνίου, αὕτη πρέπει προφανῶς νά πληροῖ τὴν σχέσιν 

αχ -- 0ὲ (α) 


Ἡ ὑπερβολικὴ παραβολἡ συνίσταται εἰς τὴν κατασκευἠν ἐπὶ δοθείσης 
βάσεως 4, καταλήλως προεκτεινοµένης, ἕνα ὀρθογώνιον δοθέντος ἐμβαδοῦ 
ϱ3 καὶ ὕψους ἴσου πρὸς τὴν κατάλληλον προέκτασιν τῆς α. Εάν εἶναι κ 
ἡ ἐν λόγῳ προέκτασις, αὕτη δέον νὰ πληροῖ τὴν σχέσιν : 

χΧ(α - αχ) -- (β) 


Τέλος ἡ ἑλλειατικὴ παραβολἡ συνίσταται εἰς τὴν κατασκευἠν ἐπί 
δοθείσης βάσεως α, καταλλήλως µειουμένης, ἕνα ὀρθογώνιον δοθέντος ἐμ- 
βαδοῦ Ὦ2 καὶ ὄψους ἴσου πρὸς τὴν κατάλληλον µείωσιν τῆς α. Τὸ ζητού- 
µενον μέγεθος κ θὰ [κανοποιῇ τώρα τὴν σχέσιν : 

κ (8 ---α)Ξ- 3 (Ύ) 


Παρατηρητέον ὅτι εἰς τὴν εἰδικὴν περίπτωσιν ὃ --αᾱ, ἔχομεν τὸ κρό- 
βληµα τῆς διαιρέσεως εὐθείας εἰς µέσον καὶ ἄκρον λόγον (χρυσὴ τομή). 


»᾽Ακολουθοῦντες τὸ καράδειγµα οῦν Πυθαγορείων, τὰ µάλη μιᾶς μαθηματικής ἁμερι- 
κανικῆς ἑπαιρείας τῶν ἡμερῶν µας, ἐδέλεξαν ὡς σύμβολον ἀναγναρίσνως τὸ σχήµα 
τοῦτο (Της Απιοτιις παπα, σον, Ίαπε, 1935). 
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Αί λύσεις αἱ δοθεῖσαι ὑπὸ τῶν Πνυθαγορείων εἰς τὰ ἀνωτέρω προβλή- 
µατα εἰκάζεται ὅτι συμπίπτουν πρὸς τὰς ὑπὸ τοῦ Εὐκλείδου παρεχοµένας 
εἰς τὰ Στοιχεῖα 3. 


24, τοὺς Πυθαγορείους ἤτο γνωστὴ ἡ ἰδιότης, ὅτι τὸ ἄθροισμα 
τῶν Ἰωνιῶν παντὸς τριγώνου εἶναι δύο ὀρθαί, ὡς καὶ ἡ ἀπόδειξίς της. Εἰς 
αὐτοὺς ἀποδίδεται ἐπίσης, ἐξ ὅλων τῶν ἱστορικῶν μαρτυριῶν, ἡ ἀνακάλυ- 
ψις καὶ ἡ ἀπόδειδις τῆς ἰδιότητος, ἡ ὁποία χαρακτηρίζει τὸ ὀρθογώνιον 
τρίγωνον” καὶ ἡ ὁποία διὰ τοῦτο ὠνομάσθη «Πυθαγόρειον θεώρημα» : 
«ἐν τοῖς ὀρθογωνίοις τριγώνοες, τὸ ἀπὸ τῆς τὴν ὀρθὴν γωνίαν ὑποτεινούσης 
πλευρᾶς τετράγωνον ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν τὴν ὀρθὴν γωνίαν περιεχουσῶν 
πλευρῶν τετραγώνοις» (Εὐκλείδου Ι, 47). Μία πρὀτασις, ποὺ θεωρεῖται 
εὐλόγως ἀπὸ τὰς σηµαντικωτέρας, ἐξ ὅσων ἀπαντῶνται εἰς τὴν µαθηµατι- 
κἠν ἐπιστήμην. 

Μὲ τὸ θεμελιῶδες αὑτὸ θεώρημα συνδέεται ἀναποσπάστως ἡ ἀνακάλυ- 
Ψις τῶν ἀσυμμέτρων μεγεθῶν, ἡ ὁποία ὀφείλεται ἐπίσης εἰς τοὺς Πυθαγο- 
Ρείους. "Ἡ Έννοια πράγµατι τῶν ἀσυμμέτρων μεγεθῶν ἐμφανίζεται εἰς τὸ 
κλασσικὸν παράδειγµα τῆς συγκρίσεως διαγωνίου καὶ πλευρᾶς ἑνὸς τετρα- 
Ἰώνου δι’ ἐφαρμογῆς τοῦ Πυθαγορείου θεωρήματος εἰς ἕνα ἐκ τῶν δύο ἴσων 
ὀρθογωνίων καὶ ἰσοσκελῶν τριγώνων, εἰς τὰ ὁποῖα τὸ τετράγώνον χωρί- 
ζεται ὑπὸ τῆς διαγωνίου ἵ5, 

Περιττὸν εἶναι νὰ ἐπιμείνωμεν ἐπὶ τῆς ἐξαιρετικῆς σπουδαιότητος 
τῆς ἀνακαλύψεως ταύτης τόσον ἀπὸ θεωρητικῆς, ὅσον καὶ ἀπὸ πρακτικῆς 
ἀπόψεως. Δὲν δυνάµεθα ὅμως παρὰ νὰ θρηνήσωµεν, διότι πυκνὸν σκότος 
ἐκάλυψε τὸν δρόµον, ὁ ὁποῖος ὡὠδήγησεν εἰς τὰς νέας µαθηµατικάς ὀντό- 
τητας καὶ εἰς τὰς χαρακτηριστικάς των ἰδιότητας. Ὡς κρὸς τὸ τελευταῖον 
τοῦτο εἰκάξεται ὅτι τὰ ἀσύμμετρα μεγέθη καθωρίσθησαν µέσῳφ ἀρνητικῶν 
χαρακτήρων’ εἰκάζεται δὲ τοῦτο εἴτε ἐπὶ τῇ βάσει συμφυῶν σκέψεων, εἴτε 
ἐξ ὅσων µανθάνοµεν ἀπὸ τὴν ἀρχαιοτέραν ἓν προκειμένφ πηγήν. Ἔννο- 
οὔμεν τὴν ἀπόδειξιν τῆς κροτάσεως , ὅτι «ἡ διαγώνιος τοῦ τετραγώνου εἶναι 
ἀσύμμετρος πρὸς τὴν πλευράν του», τὴν ὁποίαν ἀναφέρει ὁ ᾿Αριστοτέ- 
λης, χωρὶς βεβαίως νὰ τὴν ἔχῃ ὁ ἴδιος ἐπινοήσει 16, Εἰς σύγχρονον γλῶσσαν 
ἡ ἀπόδειξις δύναται νἁ συνοψισθῇ ὡς ἑξῆς: Ἡ }2 δὲν δύναται νὰ εἶναι 
ἀριθμὸς ἀκέραιος ἀφοῦ μεταξὺ ] καὶ 4 δὲν ὑπάρχει κανένα τέλειον τετρά- 
γωνον. "Ας ὑκοθέσωμεν λοιπὸν ὅτι ὑπάρχει κλασματικὸς ἀριθμὸς (ἤ, ὅπερ 


"Κατά τὴν γνώµην µας ἡ πλέον πιθανὴ ἀπόδειδις τῶν κυθαγορείων εἶναι ἡ στηριζο- 
µένη ἐπὶ τῆς ὁμοιότητος τοῦ ὀρθογωνίου τριγάνου πρὸς τὰ δύο ἄλλα ποὺ γεννῶνται, 
ἂν φέρωμεν τὸ ἐπί τὴν ὑποτείγουσαν ὄψος τοῦ ὀρθογῶώνίου τριγώνου. Μὲ µίαν εὔκολον 
τροποποίησιν ταυτίζεται πρὸς τὴν ἀπόδειδιν, τὴν ὁποίαν παρέχει ὁ Εὐκλείδης εἰς τὰ 
Στοιχύα », 
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τὸ αὐτό, σύμμµετρος, ρητὸς) ρ/ᾳ, τοῦ ὁποίου οἱ ὅροι ϱ, 4 ὑποτίθενται ἀκέ- 
ραιοι πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους. Θά ἔχωμεν τότε ϱὲ-- 2.4”. Τοῦτο δεικνύει 
ὅτι τὸ ρ διαιρεῖται διὰ τοῦ 2 (ἀφοῦ τὸ ϱ) εἶναι ἄρτιος). Θύτομεν λοιπὸν ρ-- 
12ρ᾽ καὶ ἀντικαθιστῶμεν εἰς τὴν προηγουµένην σχέσιν, ὅτε εὑρίσκομεν 
α2-- 203, ᾽Αλλ’ ἐκ τῆς σχέσεως ταύτης συνάγεται, διὰ τοὺς ἰδίους λόγους, 
ὅτι τὸ α εἶναι ἐπίσης ἄρτιος. ᾽Αλλὰ τοῦτο ἀντίκειται εἰς τὴν ὑπόθεσιν, 
ὅτι οἵ ῥ καὶ α εἶναι πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους. Εἶναι λοικὸν ἄτοκος ἡ ὑπόθε- 
σις ὅτι ἡ Ἡ2 εἶναι ἀριθμὸς ρητός. 

Παρόμοιος συλλογισμὸς εἶναι ἐφαρμόσιμος ἐπίσης διὰ τὴν ἀπόδειξιν 
ὅτι καὶ οἱ ἀριθμοί 3, Τ5..... εἶναι ἀσύμμετροι, πιθανῶς δὲ ἐχρησιμοποίησε 
τοῦτον ἀργότερα ὁ διδάσκαλος τοῦ Πλάτωνος Θεόδωρος ὁ Κύυρη- 
νατος, διὰ ν᾿ ἀποδείξῃ ὅτι ὅλα τὰ μεγέθη τοῦ τύπου τούτου μέχρι τῆς Τ 17 
συμπεριλαμβανομένης εἶναι ἀσύμμετρα, πλὴν τῶν Ἰ4, 5, Υ16 ". 

Ἔπειτα ἀπὸ ὅσα ἐλέχθησαν δύναται κανεὶς νὰ συμπεράνῃ ὅτι εἰς τὸν 
Πυθαγόραν δὲν ἀπαντᾶται ἕνα ἁκατάστατον συνονθύλευμα προτάσεων, ἁγνώ- 
στου προελεύσεως, ἀλλὰ γραμμαὶ διαυγεῖς καὶ ἀσφαλεῖς μιᾶς ἐπιστήμης μὲ 
πρόγραµµα ἐντελῶς καθωρισµένον, μὲ ἀντικείμενα τελείως Φρισμένα καὶ 
μὲ µόθοδον συνοδευοµένην ἀπὸ λογικὴν ἄψογον. Πρόκειται λοικὸν δι᾽ 
ἕνα σύστημα γνώσεων, τὸ ὁποῖον ἔχει ὅλα τὰ χαρακτηριστικὰ γνωρίσματα 
τῆς συγχρόνου μαθημµατικῆς ἐπιστήμης. Εἰς τὸν Πυθαγόραν λοιπὸν ἀνήκει 
κατ’ ἀδιαφιλονίκητον δικαίωµα, ὁ τίτλος τοῦ γενάρχου τῆς εὐγενοῦς οἶκο- 
γενείας τῶν μαθηματικῶν, ἡ ὁποία πληθύνεται συνεχῶς ἐπὶ εἴκοσι τώρα 
αἰῶνας καὶ ἡ ὁποία, ὅπως φανερώνουν τὰ πράγματα, δὲν πρόκειται νὰ παύσῃ 
ἀεὶ πληθυνοµένη καὶ εἰς τὸ μέλλον. 


25, Πρέπει νὰ ἐγγράψωμεν εἷς τὴν κατηγορίαν τῶν διαδόχων καὶ συνε- 
χιστῶν τοῦ Πυθαγόρου τὸν Οἰνοπίδην τὸν Χῖον, ὁ ὁποῖος ἐπέ- 
ῥασεν εἰς τὴν ἱστορίαν ἐπειδὴ ἑδίδαξε πρῶτος τὴν κατασκευἠν καθέτου 
ἐκί εὐθεῖαν ἐκ σημείου ἐκτὸς αὐτῆς, ὥς καὶ τὴν ἐπὶ δεδομένης πλευρᾶς 
καὶ κορυφῆς κατασκευἠν γωνίας δοθέντος μεγέθους; Θά ἦτο ἴσως δυνατόν, 
ἀλλὰ τὸ πρᾶγμα εἶναι ἓν κρώτοις ἀβέβαιον καὶ ἔπειτα εἶναι τοῦτο δευτε- 
ρευούσης σηµασίας, ὡς εἶναι πράγµατι καὶ ἡ προσωπικότης τοῦ Οἰνσπίδου. 

Πολὺ σημαντικώτερον εἶναι τὸ ἔργον ἑνὸς ἄλλου μαθηματικοῦ, ἁνή- 
κοντος εἷς τὸ δεύτερον ἥμισυ τοῦ Υ αἰῶνος π. Χ., τὸν ὁποῖον θεωροῦν ὅλοι 
ὁμοφώνως ὡς ὑστερότερον ὁπαδὸν τοῦ μεγάλου φιλοσόφου τῆς Σάμου. 
Ὁ μαθηματικὸς οὗτος εἶναι ὁ Ἱπποκράτης ὁ Χῖος, σύγχρονος 
τοῦ Οἰνοπίδου, γεννηθεἰς κατὰ τὸ 470 π.Χ., ὅστις δὲν πρέπει νὰ συγχέεται 
μὲ τὸν ὁμώνυμον διάσηµον ἰατρόν, γεννηθέντα εἰς τὴν νῆσον Κἄᾷ. 

Ὁ ᾿Αριστοτέλης ἀναφέρει τὸν Ἱπποκράτην τὸν Χῖον, ὡς παράδειγµα 
προσώπου μὲ μονόπλευρον διάνοιαν, διότι ἐνῷ διέπρεψεν ὡς διανοούμενος, 
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ἔπεσε θῦμα ἁπάτης ἐξ ἀφελείας του, ἀπὸ αἰσχροκερδεῖς ἐμπόρους. Εἰς αὖ- 
τὸν ἀποδίδεται ἡ τιμἠ ὅτι εἶναι ὁ πρῶτος συγγράψας βιβλίον γεωμετρίας. 
Αν καὶ ἐκ τοῦ βιβλίου τούτου δὲν σώζεται οὔτε τὸ παραμικρὸὀν ἴχνος, πάν- 
τως ἡ ἐμφάνισις ἑνὸς ἔργου τοῦ εἴδους τούτου, χαρακτηρίζεται ὡς σύμπτωμα 
ἀπιολόγου βαθμοῦ ἀναπτύξεως τοῦ κλάδου εἰς τὸν ὁκοῖον ἀναφέρεται. Πιθα- 
νώτατα εἰς τὸ ἔργον ἐκεῖνο ἐξετίθετο μὲ γενικοὺς ὄρους ἡ μέθοδος 
ἄναγωγῆς ἑνὸς προβλήματος εἲς ἄλλο, ἡ ὁποία ἀποδίδεται εἰς τὸν Ἱπ- 
ποκράτην, μολονότι δὲν ἀποκλείεται τὸ ἐνδεχόμενον ὅτι καὶ ἄλλοι, πρὀ καὶ 
ἀνεξαρτήτως αὐτοῦ, τὴν εἶχον χρησιμοποιήσει εἴς τινα µερικὴν περίπτωσιν. 

Μὲ τὸν Ἱπποκράτην κάνουν τὴν εἴσοδόν τῶν εἰς τὴν ἑλληνικὴν ἱστορίαν 
δύο ἀπὸ τὰ ἐνδοξώτερα προβλήματα, ἐξ ὅσων ἀπαντῶνται εἰς τὰ µαθηµατικὰ 
ὅλων τῶν ἐποχῶν: Ὁ «δικλασιασμὸς τοῦ κύβου» καὶ ὁ ατετραγωνισμὸς 
τοῦ κύκλου», 

Τὸ πρῶτον ἀπέκτησεν ὑπέρμετρον δημοσιότητα, ὅταν εἰς µίαν ἀρχαίαν 
τραγφδίαν παρεστάθη κάποιος θρυλικός βασιλεὺς τῆς Κρήτης θρηνολο- 
γῶν, διότι τὸ κενοτάφιον ποὺ προὠρίζετο διὰ τὸν υἱόν του ἦτο πολὺ μικρὸν 
δι’ ἕνα βασιλικὀν μνημεῖον, καὶ ἀπαιτῶν νά διπλασιασθῇ εἰς ὄγκον, μὲ δια- 
τήρησιν ὅμως τοῦ κυβικοῦ σχἡματός του. Ἡ διασηµότης ὅμως τοῦ προβλή- 
µατος ἔλαβε τεραστίας διατάσεις, ὅταν, ἐρωτηθέντος τοῦ μαντείου ὑπὸ τῶν 
κατοίκων τῆς Δήλου, περὶ τοῦ πρακτέου, πρὸς κατάπαυνσιν τοῦ µαστίζοντος 
τὴν νῆσον λοιμοῦ, ἐδόθη ἡ ἀπόκρισις, ὅτι ἔπρεπε νὰ διπλασιάσουν κάποιον 
κυβικὸν βωμόν. ἘΕντεῦθεν προῆλθεν τὸ ὄνομα «Λήλιον πρόβλημα», ποὺ 
φέρει μέχρι σήμερον. 

Εἶναι ἄδιον παρατηρήσεως ὅτι ἀκόμη καὶ χωρὶς ν᾿ ἀνατρέξωμεν εἰς 
τοιαύτας περιπτώσεις τυχαίας καὶ ἴσως φανταστικάς, τὸ πρόβλημα προβάλ- 
λεται αὑτομάτως εἰς τοὺς γεωμέτρας ὡς τὸ ἀνάλογον, εἰς τὸν χῶρον, πρὸς 
τὸ πρόβλημα τοῦ «διπλασιασμοῦ τοῦ τετραγώνου». Μὲ τὴν διαφοράἀν ὅτι 
ἐνῷ τὸ τελευταῖον λύεται εὐκολώτατα μὲ τὸ Πυθαγόρειον θεώρημα, ἔφαρ- 
µοζόμενον εἰς ἕνα ὀρθογώνιον καὶ ἰσοσκελὲς τρίγωνον, δὲν ὑπάρχει στοι- 
χοιῶδες γεωμετρικὸν θεώρηµα, παρέχον Ὑεωμετρικὴν λύσιν διὰ τὴν ἀνά 
λογον ἐδίσωσιν : 

κ) 2. β). (9) 

Εἰς τὸν Ἱκποκράτην ἀποδίδεται µία µεταµόρφωσις τοῦ προβλήματος 
τῆς Δήλου, ἡ ὁποία εἶναι καρπὸς τῆς μεθόδου ἀναγωγῆς, περὶ τῆς ὁκοίας 
ὠμιλήσαμεν ἀνωτέρω. Παρετήρησε δηλαδἠ ὁ Ἱπποκράτης ὅτιθἀ δυνηθῶμεν 
νὰ λύσωμεν τὴν ἐξίσωσιν (1), ὅταν κατορθώσωμµεν νὰ παρεμβάλωμεν δύο 
µέσας ἀναλόγους μεταξὺ τῶν μεγεθῶν α καὶ α 2, ἀφοῦ ἐκ τῶν ἰσοτήτων : 

ᾱ γ κ (2) 


. αχ α]2 
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προκύπτουν αἱ σχέσεις ; 
κ -- Υ2 


ο μα (5) 


καὶ τελικῶς κὶ -- 243. Τὸ προτεινόµενον πρόβλημα ἀνάγεται τοιουτο- 
τρόπως εἰς ἄλλο οὐχί µικροτέρας δυσκολίας. ᾽Αλλά, ὅπως θά ἴδωμεν, ἡ 
ὡς ἄνω ἀναγωγὴ τοῦ προβλήματος ὑπῆρξε γόνιµος εἰς συνεπείας, ἐκ τῶν 
ὁποίων τά μέγιστα ὠφελήθη ἡ γεωμετρία ἵ3 

Δὲν εἶναι µικροτέρας ἀξίας αἱ συμβολαί τοῦ Ἱπκοκράτους εἰς τὴν λύ- 
σιν τοῦ ἄλλου προβλήματος, τοὐτέστι τοῦ τετραγώνισμοῦ τοῦ κύκλου. 
Ἔλαβε δὲ τὴν ὤθησιν ἐκ τῆς ἀκολούθου παρατηρήσεως : Εάν (σχ. 2) 
ΟΑΒ εἶναι ἕνα ὀρθογώνιον ἰσοσκελὲς τρίγώνον καὶ γράψωμεν τὸ τεταρτο- 
κύκλιον ΟΑΜΒ καὶ τὴν ἡμιπεριφέρειαν ΑΝΒ προκύ- 
πτουν δύο κυκλικἀ τόξα περιορίζοντα ἕνα σχῆμα, ποὺ 
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ὅτι ὁ Ἱπποκράτης ἐπλανήθη, πιστεύων ὅτι ἐπέτυχε τὸν σκοπόν͵, ᾽Αλλά τὰ 
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ὑπκῆρξεν ὁ τάφος τόσων ὑπολήψεων, ὥστε δὲν δύναται ν᾿ ἀποκλεισθῇ τὸ 
ἑνδεχόμενον ὅτι καὶ ἐκείνη τοῦ Ἱπκοκράτους συνετρίβη ἐπὶ ἑνὸς τόσον 
ἐπικινδύνου σκοπέλου. Αλλ’ ἀκόμη καὶ ἂν οὗτος δὲν ἠδυνήθη ν΄ ἀποφύγηῃ 
αὐτὴν τὴν ἀτυχίαν, ἡ ἱστορία θά ἐξηκολούθη ν᾿ ἀναγράφῃ τὸ ὄνομά του 
μεταξὺ τῶν εὐγενῶν ἐκείνων ἀνθρώπων, οἱ ὁποῖοι ἐπλούτισαν τὴν γεωµε- 
τρικήν µας κληρονοµίαν μὲ γραπτά, μὲ µεθόδους καὶ μὲ ἐπιτεύγματα ἅδια 


26. Εἶναι βέβαιον ὅτι ἀναμφισβήτητα ἐπίσης δικαιώµατα εἰς τὸν θαυ- 
µασμόν µας, ὄχι ὀλιγώτερα τοῦ Ἱπποκράτους, κατέχει ὁ Ἁρχύτας ὁ 
Ταραντῖνος (428 -365 κ.Χ.), ὁ τελευταῖος τῶν Πυθαγορείων (α]ά- 
πιις Ῥιήναροτεοτιπι), ὁ ὁποῖος ὑπὸ τῶν συγχρόνων, ἀλλὰ καὶ τῶν ἀμέσως 
µεταγενεστέρων τῶν, περιγράφεται ὡς ὁ ἰδεώδης τύπος τοῦ ἑλληνικοῦ ἀν- 
θρώκου ἐν µέσῳ μιᾶς ἐκφυλισθείσης γενεᾶς. Στρατητγὸς συγκρίσιµος πρὸς 
τοὺς µεγίστους, οὐδέποτε ὑπέστη τὸ ὄνειδος τῆς ἡττηῆς, φιλόσοφος καὶ ἠθι- 
κολόγος ἐπιφανής, εἶχε τὴν δόξαν νά ἴδῃ τὸν Πλάτωνα μεταξὺ τῶν πολυαρίθ- 
µων ἄλλων μαθητῶν του. ΄Αριστος ἐργάτης τῆς Αστρονομίας καὶ τῆς Μη- 
χανικῆς, ἐθαυμάζετο ἀπὸ τὸν Ὀράτιον, ὁ ὁκοῖος δὲν παρέλειψε νά µνημµο- 
νεύστι εἰς στίχους τὸ τραγικόν του τέλος κατὰ τὴν διάρκειαν ἑνὸς ναυα- 
Τίου εἰς τὴν ᾿Αδριατικήν θάλασσαν : 

«᾿Αρχύτα, ἐσύ, ποὺ νἁ μετρᾷς τὴ γῆ, 
τὴ θάλασσα νογᾶς, τὴν ἄπειρη ἅμμο, 
λίγη μονάχα σκόνη 
κοντὰ στὸ Λίντο -Μαρτίνο τώρα ἐσὺ κρατᾶς' 
οὔτε ὠφελήθηκος, Τιὰ νὰ σωθῇς, ἀπὸ τὴ γῆ 
τὰ ἄστρα ἀκολουθῶντας, στὸν Πόλο ν᾿ ἀνεβῆς». 
(Ὠδὴ 28η τοῦ 1 Βιβλίου) 


Εἰς τὴν ἱστορίαν τῶν μαθηματικῶν τὰ ἵχνη του παρέμειναν ἀπὸ µίαν νευ- 
ματώδη λύσιν, ποὺ ἔδωσεν εἰς τὸ πρόβλημα τοῦ δικλασιασμοῦ τοῦ κύβου, 
στηριζόμενος εἰς τὴν µέθοδον τῆς ἀναγωγῆς τοῦ Ἱπποκράτους, διὰ τῆς κα- 
ρεμβολῆς δύο µέσων ἀναλόγων μεταξὺ δύο δοθέντων μηκῶν, Διά νὰ χαρακτη- 
ῥίσωμεν τὴν µέθοδον ποὺ ἐπενόησεν ὁ ᾽Αρχύτας, ἃς θεωρήσωμεν τὰς κα- 
τωτέρω ἐπιφανείας, αἱ ὁποῖαι εἰς ὀρθογωνίους καρτεσιανὰς σνυντεταγµένας 
παρίστανται ἀπὸ τὰς ἐξισώσεις : 


κ ιγ-ακ 


αγγ... δε) 
μ3 


ΕΤΕ. 
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Ἐκ τούτων ἡ πρώτη παριστῇ ὀρθὸόὸν κυκλικὸν κύλινδρον 
χαρά τὸν ἄξονα τῶν Σ μὲ βάσιν κύκλον διαμέτρου α. Ἡ δευτέρα ὀρθόν 
κυκλικὸν κῶνον μὲ κορυφὴν εἰς τὴν ἀρχὴν καὶ ἄξονα τὸν ἄξονα 
τῶν 7. Ἡ τρίτη παριστ ἄμφοισμα Τεννώμενον ἐκ τῆς περιφερείας δια- 
μέτρου 4, περιστρεφοµένης περὶ µίαν ἐφαπτομένην της συμπίκτουσαν μὲ τὸν 
ἄδονα τῶν Σ. Ἔστω Ρ ἕνα κοινὸν σημεῖον τῶν ἐπιφανειῶν τούτων --- διάφο- 
ρον τῆς ἀρχῆς --- καὶ ἂς θέσωµεν : 

α-- } αχ ος γα σἳ 
ν-- Ἐ τὴν 
Τότε αἱ προηγούµεναι ἐξισώσεις γράφονται : 


γ-- αχ, υ-. μἳ - Αγ 
Ἐκ τούτων δὲ λαμβάνομέν : 


π ν υ 


Ἐπειδὴ τώρα ἡ θέσις τοῦ Ρ εἶναι ὠρισμένη, καθορίζονται αἱ δύο µέσαι 
ἀνάλογοι α, ν μεταξὺ τῶν α, ὃ καὶ ἂν συνεπῶς ληφθῇ Ὁ-- αὔχ, ὁ κύβος 
διπλασιάζεται. Ἡ ἀνωτέρω μέθοδος, τόσον εὐφυὴς ὑφ ἤν ἔννόιαν ἐἑκτί- 
θεται, δὲν ἀποδεικνύει µόνον τὸ ἐφευρετικὸν δαιµόνιον τοῦ ᾿Αρχύτα καὶ 
τὴν μεγάλην του οἰκειότητα μὲ τὰ σχήµατα τοῦ χώρου, ἀλλὰ ὅταν ἀναλυθῇ 
εἰς τὰ ἐπὶ µέρους βήματα, μᾶς ὁδηγεῖ ἐπίσης εἰς τὸ νὰ ἐκτιμήσωμεν μὲ 
ἀκρίβειαν τὰς µεγάλας προόδους, τὰς ὁποίας εἶχεν ἐπιτελέσει εἰς τὴν 
Ἑλλάδα ἡ γεωμετρία τοῦ ἐπιπέδου καὶ τοῦ χώρου, κατὰ τὸν αἰῶνα κοὺ 
ἠκολούθησε τὸν θάνατον τοῦ Πυθαγόρου, 


Ἐλεᾶται, ἀτομικοί, σοφισταὶ 

27. ᾿Εδείξαμεν εἰς τὰ προηγούµενα πόσον ἀποτελεσματικὴ ὑπῆρξεν 
ἡ συμβολὴ εἰς τὴν πρόοδον τῶν ἀκριβῶν ἐπιστημῶν, τῆς Ἰταλικῆς Σχολῆς 
μέχρι τῶν ἡμερῶν ποὺ ὑφίσταντο ἀκόμη ἴχνη αὐτῆς. Εἶναι ὅμως ἀληθὲς 
ὅτι καὶ αἱ λοιπαὶ φιλοσοφικαὶ αἱρέσεις, ποὺ ἔβριθον εἰς τὴν ᾿Αρχαίαν Ελ- 
λάδα, συνέβαλον κατὰ πολλοὺς καὶ διαφόρους τρόπους εἰς τὴν τελειοποίη- 
σίν των, 

Οὗω, ὁ Ζήνων ὁ Ἐλεάτης (405- 435 π.Χ), ἀνήκων εἰς τὴν 
Σχολήν, ἡ ὁποία ἀκριβῶς ἐκ τῆς πόλεως ταύτης λαμβάνει τὸ ὄνομά της, 
συνέδεσε τὸ ὄνομά του μὲ ρισμένους συλλογισμούς, σκοκὸς τῶν ὁποίων 
ἦτο ν᾿ ἀποδειχθῇ τὸ ἀδύνατον τῆς κινήσεως ἣἢ τῆς πολλαπλότητος καὶ οἱ 
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97 Ἱστορία σῶν Μαθηματικῶν 


ὁποῖοι ὅσον καὶ ἂν φαίνωνται εἰς τὴν πραγματικότητα παράδοξοι, συνετέ- 
λεσαν μολαταῦτα εἰς τὸ νἁ προσδιορισθοῦν μὲ ἀκρίβειαν μερικαὶ ἀκὸ τὰς 
θεµελιωδεστέρας ἐννοίας τῶν μαθηματικῶν. 

Τὸ γνωστότερον ἀπὸ τὰ ἐπιχειρήματα τοῦ Ζήνωνος εἶναι τὸ ἀκόλουθον 
ἑναντίον τῆς κινήσεως; «Ὁ ἀὠκύπους ᾽Αχιλλεὺς δὲν δύναται 
νὰ φθάσῃ τὴν βραδυποροῦσαν χελώνην, τὴν ὁποίαν καταδιώκει’ διότι οὔ- 
τος πρέπει πρῦτα νά διατρέξη τὸ διάστηµα ποὺ τὸν χωρίζει ἀπὸ τὴν νῦν 
θέσιν τῆς χελώνης, ἔπειτα τὸ διάστηµα ποὺ διέτρεξεν ἡ χελώνη κατὰ τὴν 
πρώτην φάσιν τῆς κινήσεως, κατόπιν τὸ διάστηµα ποὺ διατρέχει τὸ ζῷον 
κατὰ τὴν δευτέραν φάσιν καὶ οὕτω καθ’ ἑξῆς ἐπ᾽ ἄπειρον». 

Ἡ ἀντινομία αἴρεται, ἂν καρατηρήσωμεν ὅτι ἕνα πεπερασµένον διά- 
στηµα δύναται νἁ χωρισθῇ εἰς ἄπειρα µέρη, ἀπεριορίστως μικρά, ὅπως ἕνα 
πεπερασμένον χρονικὸν διάστηµα δύναται νάἁ χωρισθῇ εἰς ἀπειρίαν μερῶν, 
μερικά τῶν ὁποίων νἁ εἶναι ἀπειροστοῦ μήκους. "Αλλα ἐπιχειρήματα τοῦ 
Ζήνωνος ἀποδεικνύονται εὐκόλως ὡς ἀβάσιμα, ὅταν γνωρίζωµεν τὸν ὑπολο- 
γιόμὸν τοῦ ἀθροίσματος μιᾶς φθινούσης γεωμετρικῆς προόδου, ὅπως π.χ. 
ὅταν γνωρίζοµεν ὅτι: 


Ι Ι Ι 
Ι 2 .. 2ε .. 3 .. 

Αἱ ἑρμηναεῖαι, αἱ ὁποῖαι ἐδόθησαν σὺν τῷ χρόνφ εἰς τὰ σοφίσµατα 
τοῦ Ζήνωνος, ἀποτελοῦν τὸ πρῶτον παράδειγµα μιᾶς γενικῆς διαπιστώ- 
σεως, ὅτι εἷς τὰ µαθηµατικἀ δὲν δύνανται νά ὑπάρχουν ἀντιφάσεις. ᾿Εκεῖ 
ὅπου ἐμφανίζεται µία, ἀσφαλῶς ὑπάρχει καὶ µία ἀλήθεια, ἡ ἀνακάλυψις 
τῆς ὁποίας θά θέση τέρμα εἰς τὴν παροδικἠν ἀντιγνωμίαν, Διά τοῦτο κάθε 
παράδοξον ὑπαγορεύει ἕνα κρόβληµα καὶ Φὠθεῖ πρὸς τὴν λύσιν του 5. 

Ὁμοίώς ὁ περίφηµος φιλόσοφος Αναξαγόρας ὁ Κλαζομέ- 
γιος (500 -42δπ.Χ.], ὁ ὁποῖος ἀφιέρωσε τόσας ἀγρυπνίας εἰς τὴν σποι- 
δἠν φιλοσοφικῶν κροβληµάτων, ἀναφέρεται ὡς ἀσχοληθείς μὲ τὸν τετρα- 
Ἰώνισμὸν τοῦ κύκλου καὶ ὡς τελειοποιήσας τὰς ἐφαρμοζομένας τότε µεθύ- 
δους πρὸς χάραδιν τῶν θεατρικῶν σκηνῶν. 

Καὶ ὁ γνωστότατος ἀτομικὸς φιλόσοφος Δημόκριτος υὁ ”Αβδη- 
ρίτης (460 - 360π.Χ.} ἔστρεψε τὴν σκέψιν του εἰς γεωμετρικὰ προβλή- 
µατα. Ὁ Πλούταρχος τοῦ ἀποδίδει τὴν παρατήρησιν, ὅτι δύο λίαν γειτονι- 
καὶ διατοµαὶ ἑνὸς κώνου, παράλληλοι πρὸς τὴν βάσιν του, δὲν δύνανται 
νὰ Τίνουν ἴσαι, παρἀ µόνον ἐὰν ὁ κῶνος µεταβληθῇ εἰς κύλινδρον, ἀλλ” 
οὔτε καὶ ἄνισοι, διότι τότε ὁ κῶνος θά παρουσίαζεν ἀσυνέχειαν καὶ ἄνω- 
μαλίαν. 

Ἔξ ἄλλου ὁ σοφιστὴς Βρύσων ὁ "᾿Ἡρακλειώτης ὅπως καὶ 
ὁ σὐγχρονόςτου ᾽Αντιφϕῶν ὁ ἸΑθηναῖος (περὶ τὸ 420 π.Χ.) κατέ- 
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βαλον προσκαθείας διά τὴν λύσιν τοῦ προβλήματος τοῦ τετραγῶνισμοῦ τοῦ 
κύκλου, αἱ ὁποῖαι ἂν καὶ ὡδήγησαν αὐτοὺς εἰς ἀναμφισβητήτους πλάνας, 
περὶ τῶν ὁποίων κάμνει µνείαν ὁ Δάντης (Παράδεισος, ΧΠΙ, 121 - 6) 20 
περιέχουν ὅμως ὀντός των ἕνα γόνιμον σπόρον : τὴν χρῆσιν δηλαδὴ τῶν 
ἐγγεγραμμένων καὶ περιγεγραμµένων πολυγώνων, τῶν ὁποίων ἀργότερον 
ὁ ᾿Αρχιμήδης Εἔκαμε τόσον γόνιµον καὶ θαυμαστὴν ἐφαρμογήν, 

28. Κατὰ πολὺ ἐξοχωτέρα εἶναι ἡ συµβολἠ, ποὺ ἐδόθη εἰς τὸ αὐτὸ 
πρόβλημα ἀπὸ ἕνα ἄλλον σοφιστήν, τὸν Ἠλείον "Ιππίαν (β' ἥμισυ 
Ε΄ αἰῶνος π.Χ.) εἰς τὸν ὁποῖον ἀπκοδίδεται ἡ ἀνακάλυψις μιᾶς νέας 
καμπύλης καὶ ἡ ἐφαρμογὴ της εἰς τὴν λύσιν ὄχι µόνον τοῦ τετραγωνισμοῦ 
τοῦ κύκλου, ἀλλά καὶ εἰς τὴν λύσιν τοῦ τρίτου τῶν διασηµοτέρων προβλη- 
µάτων τῆς ἀρχαιότητος, τοὐτέστι τῆς τριχοτοµή- 
σεως τῆς γωνίας. Ἡ ἐν λόγφ καμπύλη, ἡ ὁποία ἐκ 
τῆς πρώτης ἐφαρμογῆς της ὠνομάσθη τετραγωνί- 
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ται ἕνα τετράγώνον ΑΒ(Ώ, τοῦ ὁποίου ὑποτίθεται, 

Σχ. 3 ὅτι ἡ πλευρὰ ΒΏ κινεῖται ὁμαλῶς καὶ παραλλήλως 

πρὸς ἑαυτήν, μέχρις ὅτου Έλθη εἰς σύμπτωσιν, μὲ 

τὴν πλευρὰν Ας, ἐνῷ εἰς τὸν αὐτὸν χρόνον ἡ πλευρά ΑΒ στρέφεται περὶ τὸ 
Α. μὲ σταθερἀν γωνιακὴν ταχύτητα μέχρις ὅτου ἔλθῃ ὁμοίως εἷς σύμµπτώσιν μὲ 
τὴν πλευράν ΑΟ. Αἱ δύο εὐθεῖαι συναντῶνται ἀνὰ πᾶσαν στιγμὴν εἰς ἓν ση- 
μεῖον Ζ, τοῦ ὁποίου γεωμετρικὸς τόπος εἶναι ἡ τετραγωνίζουσα τοῦ Ἱππία», 

Πρὸς ἐξακρίβωσιν τῆς φύσεως τῆς καμπύλης ταύτης, ἃς λάβωμεν ὡς 
ἀρχήν τὸ σημεῖον Α καὶ ὡς ἄξονας ὀρθογωνίων συντεταγμένων, τὰς εὐθείας 
ΑΟ καὶ ΑΒ. Ὡς ἁπόρροια τῶν ἀνωτέρω ὑποθέσεων ὑφίστανται αἱ ἀκόλου- 
θοι σχέσεις : 


| ή ! 
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ὅπου µ, ν εἶναι σταθεραί, { τὸ µῆκος τῆς πλευρᾶς τοῦ τετραγώνου ΑΒςΓΡΟ, 

(κ, Υ) αἱ συντεταγµέναι τοῦ 7, καὶ ϐ ἡ γωνία (ΑΖ, Παριστῶντες τώρα διὰ 

τοῦ Τ τὸν χρόνον, ὁ ὁποῖος ἀπαιτεῖται ἵνα ἑκάστη εὐθεῖα διαγράψῃ τὸν 

προκαθορισθέντα ὄρόμον, δυνάµεθα νἁ γράψώμεν ἀκόμη τὰς σχέσεις : 
ἵ-μτ 
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Ἐκ τούτων τώρα, συνδυαζοµένων πρὸς τὰς (1), εὑρίσκομεν : 
σπα ᾧΒΗ ΜΕ, μα 
ων ᾗἩ Ἡ 
α 3 
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Ἐπειδὴ δὲ εἶναι 
θ. τοξ εφ ---, 
4 
ἡ ἐξίσωσις (2) τρέπεται εἰς τὴν 
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ἥτις παριστᾷ τήν τετραγωνίζουσαν τοῦ Ἱππία εἰς καρτεσιανὰς συντεταγµέ- 
νας, Πρόκειται, ὅπως βλέπομεν, περὶ ὑπερβατικῆς καμπύλης, τῆς ὁποίας 
οἱ ἀρχαῖοι δὲν ἐξήτασαν παρὰ µόνον τὸ τόξον αὐτῆς τὸ περιεχόµενον 
ἐντὸς τοῦ δοθέντος τετραγώνου. 

Διά νά κατανοήσωµεν τὸν τρόπον ἐφαρμογῆς τῆς καμπύλης (3) εἰς τὴν 
µέτρησιν τοῦ κύκλου, ἃς θεωρήσωμεν τὴν τοµὴν αὐτῆς Η (κ, ϐ) μετὰ τῆς 
πλευρᾶς ΑΓ καὶ ἃς ζητήσωμεν τὴν τετμημµένην αὐτῆς, ῆτοι τὸ µῆκος (ΑΗ). 
Πρὸς τοῦτο λαμβάνομεν ἐκ τῆς (3): 


| πγ | 
-ᾱ-- -- ΕΡ) ---- κ) 
- φ.| (33 
καὶ χ -- , (4) 
ΣΤΗ, 


Πρέπει τώρα νὰ θέσωµεν Υ--0, διὰ νὰ λάβωμεν τὴν τετμηµένην 
τοῦ Η, ὅτε 


π . 
ωα- ανα 3. 
. ΄ 2ἱ 
ἤτοι: (ΑΗ) ------- (5) 


Τὸ ἐξαγόμενον τοῦτο δεικνύει, ὅτι γνωστοῦ ὄντος τοῦ σηµείου Ἡ, 
εὑρίσκεοται ἀμέσως καὶ ὁ ἀριθμὸς π, ὡς λόγος τοῦ 2 πρὸς τὸ (ΑΗ), μὲ ἄλλους 
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λόγους εὐθειοποιεῖται ἡ περιφέρεια. ᾽Αλλὰ τὸ σημεῖον Η δὲν δύνα- 
ται νὰ προδιορισθῇ, ἂν δὲν εὑρεθῇ τρόπος χαράξεως τῆς τετραγωνιζούσης 
διὰ συνεχοῦς κινήσεως, πρᾶγμα, ποὺ ἐκ τῶν πραγμάτων φαίνεται ἐξερχό- 
µενον τῶν ὁρίων τῆς δυνάµεως τοῦ Ἱππία. Εἰς τελευταίαν λοιπὸν ἀνάλυσιν 
καὶ ἡ μέθοδος τοῦ Ἱππία δὲν ἀποτελεῖ παρἀ ἀναγωγήν τῆς λύσεως ἑνὸς 
προβλήματος εἰς τὴν λύσιν ἄλλου προβλήματος. Ἡ ἐξίσωσις (2) ἀνάγει 
τὸ πρόβληµα τῆς διαιρέσεως μιᾶς γωνίας εἰς ἴσα µέρη εἰς τὸ πρόβλημα 
ὁμοίας διαιρέσεως ἑνὸς εὐθυγράμμου τμήματος, πρᾶγμα μὴ καρουσιάζον 
καμµίαν δυσκολίαν, 

Παρατηρητέον ἀκόμη ὅτι ὁ σχολιαστὴς Πάππος ὁ ΑἉλεξαν- 
δρεὺς (3ος αἰὼν π.Χ.), πραγµατευόµενος περὶ τῆς τετραγωνιζούσης, ἄπο- 
δίδει εἰς τὸν Δεινόστρατον (4ος αἰών π. Χ.), ἄλλον γεωμέτρην τῆς 
περιόδου ταύτης, τὴν ἐφαρμογὴν τῆς ἐν λόγφ καμπύλης εἰς τὸν τετρα- 
γωνισμὸν τοῦ κύκλου, Πρέπει ἄραγε ἐκ τούτου νὰ συμπεράνω- 
μεν, ὅτι ἀπὸ τότε ἦτο γνωστόν, ὅτι τὰ δύο προβλήματα, ἤτοι ἡ εὐθειοποίησις 
τῆς περιφερείας καὶ ὁ τετραγῶνισμὸς τοῦ κύκλου, ἦσαν κατ οὐσίαν τὰ 
αὐτά καὶ ὅτι μὲ ἄλλους λόγους ἐγνώριζον πρὸ τοῦ ᾿Αρχιμήδους, ὅτι τὸ 
ἐμβαδὸν τοῦ κύκλου ἰσοῦται πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ γινομένου τοῦ μήκους τῆς 
περιφερείας ἐπί τὴν ἀκτῖνα; Τὰ δοκουµέντα ποὺ ἔχομεν εἰς τὴν διάθεσίν 
µας δὲν ἐπιτρέπουν ν᾿ ἁπαντήσωμεν κατὰ τρόπον ἀπόλυτον εἰς τὸ ..- 
τηµα αὐτὸ, 

"Ας παρατηρήσωμµεν, τέλος, ὅτι ἂν ἡ μέθοδος διὰ τῆς εἰς ἄτοπον ἆπα- 
γωγῆς ἡ χρησιμοποιηθεῖσα ὑπὸ τοῦ Πάππου πρὸς ἀπόδειξιν τῆς σχέσεως (5) 
ἧτο ἡ αὐτὴ μὲ ἐκείνην ποὺ ἐχρησιμοποίησεν ὁ Ἱππίας καὶ ὁ Δεινόστρατος, 
θά ἔκρεπε νὰ θεωρήσωμµεν ἐπίσης γνωστήν, κατά τήν ἐποχὴν ταύτην ποὺ 
ἤδη ἐξετάζομεν, τὴν ἀνακάλυψιν μιᾶς λογικῆς μεθόδου, τὴν ὁποίαν θά 
ἴδωμεν ἐφαρμοζομένην εἰς εὑρεῖαν κλίµακα κατὰ τὴν διάρκειαν τῆς ἄκο- 
λούθου περιόδου. 


Ὅ Πλάτων καὶ ἡ ᾽Ακαδημία 


29, Οἱ ἐπιστήμονες τῆς πρὸ τοῦ Εὐκλείδου ἐποχῆς, περὶ τῶν ὁποίων 
ὀφείλομεν ἀκόμη νἁ κἀμῶμεν λόγον, ἔζησαν εἰς τοὺς χρόνους ποὺ διέρρεν- 
σαν μεταξὺ Σωκράτους (471 - 199 π.Χ.) καὶ τοῦ θανάτου τοῦ Μ εγά- 
λου Αλεξάνδρου (321 π.Χ. 1, Εἰς τὸν Πλάτωνα (420-348π.Χ.], 
ὀφείλεται τὸ γεγονός, ὅτι ἡ ἑστία τῆς γνώσεως, ἀφοῦ περιεπλανήθη ἀπὸ χά- 
ῥας εἰς χώραν, ἑσταθεροποίησε κάποτε τὴν Εδραν της εἰς τὰς ᾿Αθήνας, 
διὰ νὰ προσλάβῃ νέαν δύναμιν. Κατά τὸν χρόνον τοῦτον πράγματι ἡ ἔρευνα 
τῆς ἐπιστημονικῆς ἀληθείας ἑτονώθη μὲ ἕνα νέον ἰσχυρὸν ὅπλον (τὴν πα- 
ραγωγικὴν. μέθοδον), ἡ δὲ λογικὴ ἤρχισεν νὰ ἐνδυναμοῦται μὲ 
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λόγους εὐθειοποιεῖται ἡ περιφέρεια. ᾽Αλλὰ τὸ σημεῖον Η δὲν δύνα- 
ται νὰ προδιορισθῇ, ἂν δὲν εὑρεθῇ τρόπος χαράξεως τῆς τετραγωνιζούσης 
διὰ συνεχοῦς κινήσεως, πρᾶγμα, ποὺ ἐκ τῶν πραγμάτων φαίνεται ἐξερχό- 
µενον τῶν ὁρίων τῆς δυνάµεως τοῦ Ἱππία. Εἰς τελευταίαν λοιπὸν ἀνάλυσιν 
καὶ ἡ μέθοδος τοῦ Ἱππία δὲν ἀποτελεῖ παρἀ ἀναγωγήν τῆς λύσεως ἑνὸς 
προβλήματος εἰς τὴν λύσιν ἄλλου προβλήματος. Ἡ ἐξίσωσις (2) ἀνάγει 
τὸ πρόβληµα τῆς διαιρέσεως μιᾶς γωνίας εἰς ἴσα µέρη εἰς τὸ πρόβλημα 
ὁμοίας διαιρέσεως ἑνὸς εὐθυγράμμου τμήματος, πρᾶγμα μὴ καρουσιάζον 
καμµίαν δυσκολίαν, 

Παρατηρητέον ἀκόμη ὅτι ὁ σχολιαστὴς Πάππος ὁ ΑἉλεξαν- 
δρεὺς (3ος αἰὼν π.Χ.), πραγµατευόµενος περὶ τῆς τετραγωνιζούσης, ἄπο- 
δίδει εἰς τὸν Δεινόστρατον (4ος αἰών π. Χ.), ἄλλον γεωμέτρην τῆς 
περιόδου ταύτης, τὴν ἐφαρμογὴν τῆς ἐν λόγφ καμπύλης εἰς τὸν τετρα- 
γωνισμὸν τοῦ κύκλου, Πρέπει ἄραγε ἐκ τούτου νὰ συμπεράνω- 
μεν, ὅτι ἀπὸ τότε ἦτο γνωστόν, ὅτι τὰ δύο προβλήματα, ἤτοι ἡ εὐθειοποίησις 
τῆς περιφερείας καὶ ὁ τετραγῶνισμὸς τοῦ κύκλου, ἦσαν κατ οὐσίαν τὰ 
αὐτά καὶ ὅτι μὲ ἄλλους λόγους ἐγνώριζον πρὸ τοῦ ᾿Αρχιμήδους, ὅτι τὸ 
ἐμβαδὸν τοῦ κύκλου ἰσοῦται πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ γινομένου τοῦ μήκους τῆς 
περιφερείας ἐπί τὴν ἀκτῖνα; Τὰ δοκουµέντα ποὺ ἔχομεν εἰς τὴν διάθεσίν 
µας δὲν ἐπιτρέπουν ν᾿ ἁπαντήσωμεν κατὰ τρόπον ἀπόλυτον εἰς τὸ ..- 
τηµα αὐτὸ, 

"Ας παρατηρήσωμµεν, τέλος, ὅτι ἂν ἡ μέθοδος διὰ τῆς εἰς ἄτοπον ἆπα- 
γωγῆς ἡ χρησιμοποιηθεῖσα ὑπὸ τοῦ Πάππου πρὸς ἀπόδειξιν τῆς σχέσεως (5) 
ἧτο ἡ αὐτὴ μὲ ἐκείνην ποὺ ἐχρησιμοποίησεν ὁ Ἱππίας καὶ ὁ Δεινόστρατος, 
θά ἔκρεπε νὰ θεωρήσωμµεν ἐπίσης γνωστήν, κατά τήν ἐποχὴν ταύτην ποὺ 
ἤδη ἐξετάζομεν, τὴν ἀνακάλυψιν μιᾶς λογικῆς μεθόδου, τὴν ὁποίαν θά 
ἴδωμεν ἐφαρμοζομένην εἰς εὑρεῖαν κλίµακα κατὰ τὴν διάρκειαν τῆς ἄκο- 
λούθου περιόδου. 


Ὅ Πλάτων καὶ ἡ ᾽Ακαδημία 


29, Οἱ ἐπιστήμονες τῆς πρὸ τοῦ Εὐκλείδου ἐποχῆς, περὶ τῶν ὁποίων 
ὀφείλομεν ἀκόμη νἁ κἀμῶμεν λόγον, ἔζησαν εἰς τοὺς χρόνους ποὺ διέρρεν- 
σαν μεταξὺ Σωκράτους (471 - 199 π.Χ.) καὶ τοῦ θανάτου τοῦ Μ εγά- 
λου Αλεξάνδρου (321 π.Χ. 1, Εἰς τὸν Πλάτωνα (420-348π.Χ.], 
ὀφείλεται τὸ γεγονός, ὅτι ἡ ἑστία τῆς γνώσεως, ἀφοῦ περιεπλανήθη ἀπὸ χά- 
ῥας εἰς χώραν, ἑσταθεροποίησε κάποτε τὴν Εδραν της εἰς τὰς ᾿Αθήνας, 
διὰ νὰ προσλάβῃ νέαν δύναμιν. Κατά τὸν χρόνον τοῦτον πράγματι ἡ ἔρευνα 
τῆς ἐπιστημονικῆς ἀληθείας ἑτονώθη μὲ ἕνα νέον ἰσχυρὸν ὅπλον (τὴν πα- 
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τὴν διασάφησιν τῶν ἐννοιῶν µέσῳ ἀκριβῶν ὁρισμῶν (ἀρχἡ τοῦ ὁρι- 
σμοῦ τῶν ἐννοιῶν]. Καὶ εἶναι ἄξιον ἰδιαιτέρας ἐξάρσεως τὸ γεγονός, 
ὅτι ἡ γόνιμος αὕτη ἀρχή, τὴν ὁκοίαν ἐδίδαξεν ὁ Σωκράτης ἐπὶ μὴ καθαρῶς 
μαθηματικῆς ὕλης, ἠκολουθήθη πιστῶς µόνον ἀπὸ τὴν Μαθηματικἠν Ἔπι- 
στήµην, ὅπως δυνάµεθα μὲ τὴν µεγαλυτέραν εὐκολίαν νά διαπιστώσωµεν, 
ἂν παρατηρήσωµεν ὅτι εἰς ὅλους τοὺς ἄλλους μὴ ἀκριβεῖς κλάδους τῆς 
γνώσεως ἀπαντῶνται ἔννοιαι ἀτελῶς ὁριζόμεναι ἢ ἐκφερόμεναι χωρὶς 
κανένα ὁρισμόν. 

Ἡ εὐεργετικὴ ἐπίδρασις τοῦ Πλάτωνος εἰς τὴν ἀνάπκτυξιν τῶν θετικῶν 
ἐπιστημῶν εἶναι περισσότερον αἰσθητὴ καὶ ἄμεσος, ἡ δὲ στάσις του ἕναντι 
τῶν θετικῶν ἐπιστημῶν παραλληλίζεται θαυµασίως πρὸς τὴν ὑπὸ τῶν ση- 
μερινῶν ἐπιστημόνων ἐκδηλουμένην. ᾽Ανήκων εἰς διακεκριµένην οἰκογένειαν 
τῆς ἀθηναϊκῆς ἀριστοκρατίας, ἔτυχεν ἐπιμεμελημένης µορφώσεως καὶ ἀγω- 
γῆς δι΄ ὅλων τῶν παιδευτικῶν µέσων ποὺ εὑρίσκοντο τὴν ἐποχὴν ἐκείνην 
εἰς τήν διάθεσιν τῆς νεολαίας, Ἠκολούθησε τὴν διδασκαλίαν τοῦ Σωκρά- 
τους καὶ ἐπεσκέφθη τὰ σπουδαιότερα τότε πνευματικἀ κέντρα, δηλαδἡ τὴν 
Μεγάλην Ἑλλάδα καὶ τὴν Αἴγυπτον. Ἐπιστρέψας εἰς τὴν πατρίδα ἀφιέ- 
Ρωσε τὸν ἑαυτόν του εἰς τὴν ἀξιοκοίησιν τῆς ἀποκτηθείσης γνώσεως καὶ 
εἰς τὴν ἀνάπτυδιν τῶν ἀποτελεσμάτων τῶν ἰδίων του ἐρευνῶν ἀπὸ τὴν πε- 
ρίφηµον αὐτοῦ Σχολἠν, τὴν ὀνομασθεῖσαν, ἐκ τῆς τοποθεσίας της, Α κα- 
δήµειαν, σήµερον δὲ Ακαδημίαν, 

Χαρακτηριστικὸν τῆς διδασκαλίας τοῦ Πλάτωνος εἶναι ἡ µεγάλη ἐκ- 
τίµησις, τὴν ὁπκοίαν ἔτρεφε πρὸς τὰ Μαθηματικά. «᾿Αεὶ ὁ Θεός γεωμετρεῖ» 
ἔλεγε, μὴ παύων νὰ ἐκθειάζη τὴν καιδευτικὴν ἀξίαν τῆς ἐπιστήμης αὐτῆς 
καὶ νὰ συνιστῇ μὲ τόσην θέρµην τὴν σκουδήν της, ὥστε νὰ θέσῃ εἰς τὸ ὑπὲρ- 
θυρον τῆς εἰσόδου τὴν ᾿περιώνυμον ἐπιγραφήν : «Μηδεἰς ἀγεωμέ- 
τρητος εἰσίτων», Εἶναι δὲ εἰς τοιαῦτα παραγγέλµατα καὶ εἰς τοὺς ἄνα- 
ριθµήτους μαθηματικοὺς στοχασμοὺς, ποὺ εὐρίσκονται ἐγκατεσπαρμένοι 
εἰς τὰ ἔργα του, ὅπου συνίσταται κατὰ μέγα µέρος ἡ τεραστία προσφορά 
τοῦ Πλάτωνος ἕναντι τῶν ἀκριβῶν ἐκιτημῶν. 

Ὅ Πλάτων ἔδωσε γενικὴν µορφὴν εἰς τὴν ἀναλυτικὴνμ έθο- 
δον, τὴν ὁποίαν ὑπὸ µορφὴν ἐπιστολῆς ἐκθέτει πρὸς τὸν µαθητήν του 
Λεωδάμαντα τὸν Θάσιον,͵ Ἡ λογικὴ αὕτη μέθοδος, ἐφαρμοζο- 
µένη εἰς ἕνα θεώρημα, τὸ µετασχηματίζει διαδοχικῶς εἰς σειρὰν ἄλλων 
ἰσοδυνάμων, τὸ τελευταῖον ἐκ τῶν ὁποίων εἶναι γνωστόν: ἐὰν λοικὸν κάθε 
ἐνδιάμεσος πρότασις εἶναι ἀντιστρεπτή, τότε δυνάµεθα ἀναπαράγοντες 
κατ ἀντίστροφον πορείαν τὴν σειρὰν τῶν προτάσεων νὰ φθάσωµεν ἐξ ἑνὸς 
γνωστοῦ θεωρήματος εἰς τὸ ἀποδεικτέον 13, 

᾿Ανάλογος μέθοδος ἐφαρμόζεται καὶ εἰς τὴν λύσιν τῶν προβλημάτων, 
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Ὑποτίθεται τοῦτο λελυμένον καὶ μὲ τὴν βοήθειαν καταλλήλων συµπλη- 
ρωματικῶν κατασκενῶν μετασχηματίζεται τὸ ἀρχικὸν πρόβλημα εἰς σειρὰν 
ἄλλων, μέχρις ὅτου φθάσωμµεν εἰς πρόβλημα ἤδη λελυμένον ἢ δυνάµενον νὰ 
λυθῇ ἀμέσως. Εἶναι εὐνόητος ἡ ἰδιαιτέρα ἀποτελεσματικότης τῆς μεθόδου 
εἰς τὴν λύσιν τῶν προβλημάτων, συγκρινοµένη πρὸς τὴν ἐφαρμογὴν αὐτῆς 
εἰς τὰ θεωρήματα, καθ ὅσον διὰ ν᾿ ἀποδείξωμεν ἕνα θεώρημα μὲ αὐτὴν τὴν 
µέθοδον, εἶναι φανερὀν ὅτι πρέπει νά κατέχωµεν ἤδη τὴν πλήρη διατύπω- 
σίν του. Ἡ μέθοδος εἶχε βεβαίως ἐφαρμοσθῆ εἲς τινας περιπτώσεις πρὸ τοῦ 
Πλάτωνος, ἀλλ᾽ ἡ συµβολἠ τοῦ φιλοσόφου συνίσταται εἰς τὴν διατύπωσιν 
αὐτῆς μὲ γενικοὺς ὄρους καὶ εἰς τὴν µεθοδολογικήν της διασάφησιν. 

᾿Ανάλογος πρέπει νἁ θεωρῆται ἡ συμβολή του καὶ εἰς τὴν ἔρευναν 
τῶν γεωμετρικῶν τόπων, ἡ ὁποία ἀποδίδεται ἐπίσης εἰς τὸν Πλά- 
τῶνα, ἀφοῦ εἶναι γνωστὸν ὅτι καὶ πρὸ αὐτοῦ εἴχον ἐδετασθῆ σειραὶ σηµείῶν 
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Τοῦτο εἶναι προφανές, διότι ἐκ τῶν ἀληθῶν σχέσεων : 

Β63 -. ΒΑ. ΒΌ 


ΒΓΩ Ες. ΒΕ 
ἀπορρέει ἀμέσως ἡ συνεχἠς ἀναλογία: 
ΒΑ Βς ΒΌ 


Ἠς  ΒΌ ΒΕ. 


Τοιαύτη παρατήρησις ἀνάγει τὸ πρόβλημα τῆς παρεμβολῆς τῶν δύο 
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6 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 
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ἐπίλεκτον µαθητὴν τοῦ θείου φιλοσόφου, εἶχεν ὡς ἰδικόν του µαθητὴν τὸν 
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πρὠτην φοράν τοὺς «διορισμούς», ἤτοι τὴν διερεύνησιν τῶν συνθηκῶν δυ- 
γατότητος ἑκάστου προβλήματος καὶ τὸν προσδιορισμὸν τοῦ ἀριθμοῦ 

Γνῶστότερος ἀκόμη εἶναι ὁ ᾿Αθηναῖος Θεαίτητος, κρωτα- 
Τῶνιστὴς τοῦ ὁμωνύμου διαλόγου τοῦ Πλάτωνος, εἰς τὸν ὁποῖον ἀκοδίδον- 
ται ἀορίστώς βαθεῖαι µελέται ἐπὶ τῶν ἀσυμμέτρων μεγεθῶν καὶ τῶν κανο- 
γικῶν στερεῶν. ᾿Εὰάν τοῦτο ἀληθεύῃ, πρέπει νὰ συµπεράνωμεν ὅτι ὁ Εὐ- 
κλρίδης ἤντλησεν ἀφθόνως ἐκ τῶν ἐργασιῶν τοῦ Θεαιτήτου κατὰ τὴν συγ- 
Τραφήν τῶν βιβλίων Χ καὶ ΧΠ τῶν Στοιχείων του. 

Άλλων μαθητῶν τοῦ Πλάτωνος διετηρήθη ἡ µνήµη µόνον τῶν ὀνομά- 
των, διά τοῦτο καὶ δὲν τὰ ἀναφέρομεν ἐδῶ, συνεπεῖς πρὸς τὴν ἀρχὴν τοῦ βι- 
Βλίου µας νὰ ἐνδιαφέρεται περισσότερον διά τὰ γεγονότα. Ὁ μοναδικὸς ποὺ 
δικαιοῦται νὰ παραμείνῃ εἰς τὴν μνήμην µας εἶναι ὁ Αριστοτέλης ὁ 
Σταγειρίτης (384 -322π.Χ.), ὁ ἔνδοξος διδάσκαλος τοῦ Μεγάλου Αλε- 
δάνδρου, ἐκεῖνος τὸν ὁποῖον ὁ Δάντης ἐσέβετο «ὠς διδάσκαλον τῶν σοφῶν». 
Μολονότι τὰ ἔργα του ἔχουν ροπἡν πρὸς τὰ φυσικάς ἐπιστήμας- -ἡ πρόοδος 
τῶν ὑποίων ἐπίστευεν ὅτι εἶναι ἀναποσπάστως συνδεδεμένη μὲ τὴν µεθο- 
δικὴν χρῆσιν τῆς παρατηρήσεως καὶ τῆς ἐμπειρίας---ἓν τούτοις μὲ τὸ νὰ δώσῃ 
εἰς τὴν λογικὴν τοῦ παραγωγικοῦ συλλογισμοῦ τὴν µορφήν, ἡ ὁποία ἀπὸ 
εἴκοσι αἰώνων κρίνεται ἄψογος, συνέβαλεν, ἔστω καὶ ἐμμέσως, εἰς τὴν 
πρόοδον τῆς ἐπιστήμης ἐκείνης, ἡ ὁποία δικαίως θεωρεῖται ὡς ὁ τύπος 
τῶν ἐπιστημῶν τοῦ καθαροῦ θεωρητικοῦ στοχασμοῦ. 

Ἐπὶ κλέον μὲ τὸ νἁ παραστήσῃ τὰς ἐννοίας μὲ γράµµατα τοῦ ἄλφα- 
βήτου ἔδωσεν ἕνα παράδειγµα συμβολισμοῦ, τὸ ὁποῖον ἠκολουθήθη ἀπὸ 
τοὺς µεταγενεστέρους καὶ Φὠδήγησε, κατόπιν μακρᾶς ἐπεξεργασίας εἰς τὴν 
σηµερινήν "Άλγεβραν. Οὗτε πρέκει νὰ καρασιωπηθῇ τὸ γεγονός, ὅτι ἡ ὑπ 
αὐτοῦ εἰσαχθεῖσα εὔστοχος διάκρισις μεταξὺ γεωμετρίας καὶ τεω- 
δαισίας͵ μεταξὺ ἀριθμητικῆς (θεωρίας τῶν ἀριθμῶν) καὶ λογν- 
στικῆς (πρακτικῆς ἀριθμητικῆς), μαρτυρεῖ πόσον οἱ δύο ἀπὸ τοὺς ση- 
µαντικωτέρους κλάδους τῆς καθαρᾶς µαθηµατικῆς ἐξήρθησαν τότε ὑπεράνω 
τοῦ ἀμόρφου σωροῦ γνώσεων, τὰς ὁποίας κατεῖχον οἵ Βαβυλώνιοι καὶ οἱ 
Αἰγύπτιοι. ' 


Τὰ Ελληνικά Μαθηματικά ἐν συμβιώσει μέ τὴν Φιλοσοφίαν 64 


Προσθέτοµεν ὅτι αἱ µελέται του εἰς τὴν ἐπιστήμην τῶν δυνάµεων καὶ τῆς 
κινήσεως, ἂν καὶ δὲν δύνανται νὰ δώσουν στερεὰς βάσεις εἰς τὴν Μηχανικήν, 
ἐπλούτισαν μὲ µίαν νέαν τεραστίαν ἐπαρχίαν τὴν ἐπικράτειαν τῶν µαθη- 
ματικῶν. Καὶ τελειώνοµεν σημειοῦντες ὅτι τὰ πολυάριθμα χωρία τῶν ἔργων 
του, τά σχετικἁ πρὸς αὐτὰς τὰς ἐπιστήμας --- καὶ τὰ ὁποῖα περισυνελέγη- 
σαν ἐπιμελῶς ἀχὸ σοφοὺς θαυμαστάς τοῦ διασήµου Σταχειρίτου --- ἐπέτρε- 
ψαν νὰ προστεθοῦν ἀκόμη μµερικαὶ προτάσεις εἰς τὸν κατάλογον τῶν ἄλη- 
θειῶν, ποὺ ἦσαν ἤδη γνωσταὶ µέχρι τῆς διαλύσεως τοῦ κράτους τοῦ Μεγά- 
λου ᾽Αλεξάνδρου καὶ νἁ προπαρασκευάσουν τὴν γέννησιν μερικῶν ατη- 
µάτων καὶ ἀξιωμάτων, ὅπως ἐκεῖνα ποὺ ἐτέθησαν ἀπὺ τὸν Εὐκλείδην εἰς 
τὴν βάσιν τοῦ γεωμετρικοῦ του συστήµατος. 


Ὁ Εὔδοξος καὶ ἡ Σχολὴ τῆς Κυζίκου 


81. Οἱ χρόνοι κατὰ τοὺς ὁποίους ὁ Πλάτων ἤσκησε τὴν πνευµατι- 
κὴἠν καὶ διδακτικήν του δρᾶσιν, συμπίκτουν κερίκου μὲ τοὺς χρόνους τῆς 
ἀκμῆς ἑνὸς ἀπὸ τοὺς ἐξοχωτέρους ἐκκπροσώκους τῆς διανοήσεως, τοῦ ὁποίου 
ἡ λάμψις ἔγινεν ἔτι µεγαλυτέρα ἂἀφ' ὅτου κατενοήθη ἡ συμβολή του εἰς 
τὴν ᾽᾿Αστρονομίαν, χάρις εἰς τὰς βαθείας ἐρεύνας τοῦ ἰταλοῦ ἀστρονόμου 
. ΒοαραγεΙί (1835 - 1910). "Ομιλοῦμεν διὰ τὸν Εὔδοξον Αἰσχί- 
νου τὸν Κνίδιον (407-354 π.Χ.). ᾿Αφοῦ ἑταξείδευσεν εἰς τὴν Αἴγυ- 
πτον καὶ ἐμυήθη εἰς τὴν ἱερατικὴν ἐπιστήμην, ἐμαθήτευσε κατόπιν πλη- 
σίαν τοῦ ᾽Αρχύτα καὶ κατὰ τὸ 378 κ.Χ. ἵδρυσεν εἰς Κύζικον ἰδίαν σχο- 
λἠν, ἡ ὁποία συντοµώτατα ἀπέκτησε μεγάλην καὶ ἐπαξίαν φήμην. 

Ἡ πρωτοτυπία του ὡς μαθηματικοῦ ἑλέγχεται ἀπὸ τὸ γεγονὸς ὅτι εἰς 
αὐτὸν ἀποδίδεται τὸ Ύ βιβλίον τῶν Στοιχείων τοῦ Εὐκλείδου, δηλαδἠὴ 
τὸ βιβλίον ἐκεῖνο, ποὺ θαυμάζεται ἴσως περισσότερον ἀπὸ ὅλα τὰ ἄλλα 
τῆς ἑνδόξου αὐτῆς συγγραφῆς, διότι ὑπὸ µορφὴν μιάς γενικῆς θεωρίας 
τῶν ἀναλογιῶν, θεμελιώνει εἰς τὴν πραγματικότητα µίαν γενικἡἠν θεωρίαν 
τῶν μεγεθῶν, συμμµέτρων καὶ ἀσυμμέτρων, 

Εἰς τὸν Εὔδοξον φαίνεται ὅτι ἀνήκει ἐπίσης ἡ ἀνακάλυψις, ἴσως δὲ 
καὶ ἡ ἀπόδειξις, τῶν κομψῶν ἰδιοτήτων τῆς διαιρέσεως ἑνὸς εὐθυγράμμου 
τμήματος εἰς μέσον καὶ ἄκρον λόγον, μὲ τὰς ὁποίας ἀρχίζει τὸ τελευταῖον 
βιβλίον τῆς ἰδίας συγγραφῆς. 

Ὀλιγώτερον ἀμφίβολος ---διότι βεβαιοῦται ἀπὸ τὸν ᾿Αρχιμήδη -- εἶναι 
ἡ ἀπόδειξις, ἡ δοθεῖσα τὸ πρῶτον ὑπὸ τοῦ Εὐδόξου, τοῦ θεώρήμµατος (τὸ 
ὑποῖον εἶχε διατυπωθῆ ἀπὸ τὸν Δημόκριτον), ὅτι ὁ ὄγκος τῆς πυραµίδος 
(ἡ τοῦ κώνου) ἰσοῦται πρὸς τὸ τρίτον τοῦ πρίσµατος (Ἠ τοῦ κυλίνδρου) 
τοῦ ἔχοντος τὴν αὐτὴν βάσιν καὶ τὸ αὐτὸ ὄψος, ὡς καὶ ἡ ἀπόδειξις τοῦ 
θεωρήματος ὅτι δύο σφαῖραι εἶναι µεταξύ των ὡς οἱ κύβοι τῶν διαµέτρων. 
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Ἔάν, ὡς δεικνύουν τὰ πράγµατα, ὁ Εὔδοξος εἶχεν ἀποδείξει τὰ ση- 
μαντικά αὐτά θεωρήματα, πρέπει ν᾿ ἀποδώσωμεν εἰς αὐτὸν καὶ τὴν δόξαν 
ὅτι εἶχεν ἤδη διατυκώσει καὶ ἐφαρμόσει µίαν γενικωτάτην ἀρχὴν ἰσοδύ- 
ναµον πρὺς τὸ περίφηµον ἀξίωμα τοῦ ᾿Αρχιμήδους «δοθέντων δύο ὅμοει- 
δῶν μεγεθῶν ὑπάρχει κάντοτε πολλαπλάσιον τοῦ µικροτέρου ὑπερβαῖνον 
τὸ µεγαλύτερον». Ἔξ ἄλλου πρέπει ὁ ἴδιος νὰ εἴχεν ἤδη χαράξει τὰς 
πρώτας γραμμὰς τῆς ὁμοιομόρφου ἐκείνης μεθόδου, τῆς καλουµένης ὑπὸ 
τῶν γεωτέρων μεθόδου τῆς ἐξαντλήσεως, ἡ ὁποία, κρὸ τῆς ἄνα- 
καλόψεως τοῦ ὁλοκληρωτικοῦ λογισμοῦ, ἀπετέλει τὴν σπονδυ- 
λικὴν στήλην τῶν ὑψηλοτέρων θεωριῶν τῆς µετρικῆς γεωμετρίας. 

Ἐὰν εἰς τὰς μµνηµειώδεις αὐτὰς ἀνακαλύψεις προσθέσωµεν ἀκόμη 
μερικάς τελβιοποιήσεις, δυστυχῶς μὴ ἐντελῶς γνωστάς, τὰς ὁποίας ἐπέ- 
φερεν ὁ Εὔδοδος εἰς τὰς προηγουµένας λύσεις τοῦ δηλίου προβλήματος, 
ὡς καὶ τὴν εὐφυεστάτην θεωρίαν τῶν «ὁμοκέντρων σφαιρῶν» πρὸς ἑξή- 
Τησιν τῶν φαινομένων, τὰ ὁποῖα παρέχει ἡ κίνησις τῶν ἄστρων, ἔχομεν 
ἐπαρκὴ στοιχεῖα διά ν΄ ἀναμετρήσωμεν τὸ ἀνάστημα, τῇ ἀληθείᾳ γιγάν. 
τειον, τοῦ γεώμµέτρου τῆς Κνίδου. 


32. Εἰς τὰ στοιχεῖα αὐτὰ ἡμποροῦμεν νά προσθέσωµεν καὶ ἕνα ἄλλο, 
διαφορετικῆς φύσεως, ὅτι δηλαδἡ μεταξὺ τῶν μαθητῶν του συγκαταρι- 
θμεῖται ὁ Μέναιχμος (γεν. 315π.Χ.), ἀδελφὸς τοῦ Δεινοστράτου περὶ 
τοῦ ὁποίου ὠμιλήσαμεν ἤδη (428), καὶ μαθηματικὸς ἀναχθεὶς εἰς ἄφθιτον 
δόδαν μὲ τὴν ἀνακάλυψιν τῶν κωνικῶν τομῶν. ᾽Ατυχῶς αἱ µαρτυρίαι τῆς 
ἀρχαιότητος, πού ἔφθασαν μέχρις ἡμῶν, δὲν ρίπτουν παρἀ ἀμυδρὸν φῶς 
ἐπὶ τοῦ τρόκου, κατὰ τὸν ὁποῖον ἔγινεν ἡ ἀνακάλυψις τῆς Μεναιχμµίου 
τριάδος. Περιορύόμεθα εἰς τὴν παρατήρησιν, ὅτι ἐκ τῆς συνεχοῦς 
ἀναλογίας τοῦ Ἱκπποκράτους 

δις  αώ, 
κ γ υ 
εἰς τὴν ὁποίαν ὁ τελευταῖος εἶχεν ἀναγάγει τὸ πρόβλημα τοῦ δικλασια- 
σμοῦ τοῦ κύβου, ἀναγόμεθα εὐκόλως εἰς τὰς σχέσεις: 


χ.καγ, η -ὓς, αγ --αἲ, 


αἱ ὁποῖαι εἰς Καρτεσιανάς συντεταγµένας παριστάνουν, ὡς εἶναι γνωστόν, 
αἱ δύο πρῶται παραβολάς, ἡ δὲ τρίτη ὑπκερβολήν. ᾿Επειδὴ µία τοιαύτη 
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ἐπιπέδου ἑνὸς ὀρθοῦ κυκλικοῦ κώνου, Ἔκαμεν ρα γε ὁ Μέναιχμος καὶ 
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ΟΙ ΝΟΜΟΘΕΤΑΙ ΤΗΣ ΓΕΩΜΕΤΊΡΙΑΣ 


94. Ἡ ἱστορικὴ περίοδος τῆς ἑλληνικῆς γεωμετρίας, ἥτις ἀποτελεῖ 
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σιν τῶν ἀρχαίων κειμένων, τὰ ὁποῖα εὑρίσκονται εἰς τὴν διάθεσίν µας κα 
Υ) ὡς πρὸς τὴν ἔδραν τῆς φλογερωτέρας πνευµατικῆς ἑστίας. 

Ἐκλείπει πράγµατι ἡ λαμπρά πλειὰς τῶν φιλοσόφων ἐκείνων, οἱ ὁποῖοι 
ἀπὸ Θαλοῦ µέχρι Πλάτωνος, ὡδήγησαν τὸν ἑλληνικὸν στοχασμὸν (φιλό- 
σοφοι, δι’ οὓς ἡ µαθηµατικἡ ἔρευνα εἶναι ἁπλοῦν ἐπεισόδιον εἰς τὰς προσφι.- 
λεῖς των µελάτας) µέχρι τοῦ σημείου, ὥστε νὰ δυνηθῇ νὰ χαραγάγῃ ἐξό- 
χους ἄνδρας, ἀφιερώσανίας τὴν ζωὴν καὶ τὴν ἰδιοφυῖαν των ἁποκλειστι- 
κῶς εἰς τὴν καλλιέργειαν τῶν ἀκριβῶν ἐπιστημῶν. "Αλλωστε οἱ ἄνδρες 
οὗτοι εἴχον πλέον ἁπαλλαγῇ ἀπὸ τὴν ἐπίπονον ἀναζήτησιν ἐμμέσων πλη- 
Ροφοριῶν εἰς ἐδω - μαθηματικὰς ἐργασίας, χάρις εἰς τὴν ὕπαρξιν τῶν καλυ- 
τέρων μαθηματικῶν συγγραμμάτων τῆς ἐποχῆς των. 

Τέλος, τὸ κέντρον τῆς πνευµατικῆς ὁραστηριότητος δὲν εὑρίσκεται 
πλέον ἐπὶ τοῦ ἐδάφους τῆς Ἑλλάδος, ἀλλ' ἐπιστρέφει εἰς τὴν κοιλάδα τοῦ 
Νείλου καὶ δὴ εἰς τὴν ᾽Αλεξάνδρειαν, τὴν ἀκμάζουσαν πόλιν͵ ἡ ὁποία μετὰ 
τὸν θάνατον τοῦ Μεγάλου ᾽᾿Αλεξάνδρου καὶ τὴν διάλυσιν τοῦ κράτους του, 
ἀπέβη µητρόπολις τοῦ βασιλείου, τοῦ ἀγαθῇ τύχη περιολθόντος εἰς τὸν 
Πτολεμαῖον τὸν Λάγου ἢἡΒ Σωτῆρα (317-283 κ.Χ.]. 

Ὑπὸ τὴν διακυβέρνησιν τοῦ ἀνδρὸς τούτου, τὸν ὁποῖον ἡ φύσις εἶχε 
προικίσει μὲ πνεῦμα ἀνώτερον, [κανὸν ν᾿ ἀντιλαμβάνεται τὰς πρὸς τὴν 
ἀνωτέραν παιδείαν ὑποχρεώσεις τῶν μοναρχῶν ποὺ ἐνδιαφέρονται διὰ τὴν 
δόδαν τῶν λαῶν των, ἱδρύθη τὸ περίφηµον «Μουσεῖον τῆς Άλε- 
ξανδρείας», ἕνα ἰδιότυπον πνευματικὸν κέντρον (πανεπιστήµιον, βι- 
βλιοθήκη, κέντρον ἐπιστημονικῶν ἐρευνῶν), εἰς τὸ ὁποῖον ἐφοίτησαν πλῆ- 
θος ἐξόχων ἐρευνητῶν τῆς µαθηµατικῆς ἐπιστήμης. 

Τὸ μέγα τοῦτο Ίδρυμα, ἐκτὸς τῶν σταβερῶν σχέσεων, τὰς ὁποίας διε- 
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τήρει καὶ ἐκαλλιέργει µεταξὺ τῶν μακράν τῆς ᾽Αλεξανδρείας διανοουμέ- 
νων, ἐπὶ 9 καὶ πλέον αἰώνας, ἐφρόντιζε μὲ ἔνθεον ζῆλον διά τὴν συγκέν- 
τρῶσιν καὶ διάδοσιν τῶν καρκῶν τῆς ἐπιστημονικῆς ἐρεύνης ἐξ ὅλων τῶν 
χωρῶν, ὅπου ὠμιλεῖτο ἢ κατενοεῖτο ἡ Ἱλῶσσα τοῦ Ὁμήρου καὶ τοῦ 
Πλάτωνος, 


Τὸ Μουσείον τῆς ᾽Αλεξανδρείας εἶναι λοιπὸν ὁ ἄμεσος διάδοχος τῶν 
μεγάλων σχολῶν, ποὺ ἤνθησαν εἰς τὴν Ελλάδα κατὰ τὴν προηγηθεῖσαν 
περίοδον, καὶ -- τοὐλάχιστον εἰς ὅ,τι ἀφορῷ τὰς ἀκριβεῖς ἐπιστήμας ---ἔδη- 
σφάλισε τὴν ὁμαλὴν ἐξέλιδιν τῶν ἰδεῶν καὶ τῶν μεθόδων εἰς τὰ πνεύματα, 
ἐντὸς εῶν ὁποίων ἀνεβλάστησαν. 


Ὁ Εὐκλείδης 


35. Ἡ κρώτη ἐξέχουσα προσωπικότης, ἡ ὁποία ἀπαντᾶται εἰς τὴν 
ὑπ ὄψει ἐποχήν, εἶναι συγχρόνως ὁ διασημότερος μαθηματικὸς ὅλων τῶν 
ἐποχῶν καὶ ὅλων τῶν ἐθνῶν: Ὁ ἘΕὐκλείδης (δὲν πρέπει νὰ συγχέε- 
ται μὲ τὸν Εὐκλείδη τὸν Μεγαρικόν, φιλόσοφον σύγχρονον τοῦ Σωκρά- 
τους καὶ Πλάτωνος). Γεννηθεὶς εἰς τὴν ᾽Αλεξάνδρειαν καὶ ἀκμάσας κατὰ 
τὸ ἔτος 300 π.Χ., διῆγε βίον ἤσυχον ὑπὸ τὴν σκιὰν τῶν νέων Φαραώ, 
χρησιμοποιῶν τὸν χρόνον του ἄλλοτε εἰς ἰδίας μαθηματικὰς ἐρούνας, ἄλ» 
λοτε εἰς περισυλλογὴν τῶν πορισμάτῶν προγενεστέρων ἐρευνῶν καὶ ἄλλοτε 
εἰς προφορικὴν διάδοσιν τούτων ἀπὸ τῆς ἕδρας, ἡ ὁποία τοῦ εἴχεν άνα- 
τεθῆ εἰς τὸ Μουσεῖον 

Ἑλλείπουν ἄλλαι λεπτομερέστεραι κληροφαρίαι περὶ τῆς ζωῆς του, 
ἂν ἑξαιρόσωμεν τὰς πολὺ ὀλίγας καὶ μικρᾶς ἀξιοπιστίας εἰδήσεις ἐξ ἀρα- 
βικῶν πηγῶν. ᾽Απὸ τὸν σχολιαστὴν Πάππον (3ος αἰὼν μ.Χ.) µανθάνοµεν 
περὶ τοῦ χαρακτῆρος του, ὅτι ἦτο πρᾷος, ἰδιότης ἄλλωστε συνήθης μεταξὺ 
τῶν μαθηματικῶν, καὶ ὅτι ἀκόμη εἶχε µίαν ἰδιαιτέραν τάσιν νὰ µεταδίδῃ 
εἲς τοὺς µεταγενεστέρους τὰ ἐπιτεύγματα τῶν προγενεστέρων χωρὶς νὰ ἔπι- 
φέρη εἷς αὐτὰ µεταβολάς. 

Ἡ μεγίστη δηµοτικότης τοῦ Εὐκλείδου στηρίζεται κατὰ µέγιστον μά- 
ρος εἰς τὰ Στοιχεἴα, ἕνα ἔργον, τὸ ὁποῖον ἐπὶ μακροὺς αἰῶνας έχρη- 
σίµευσε (καὶ δὲν ἔπαυσε νά εἶναι µέχρι σήμερον) τὸ βασικὸν κείµενον 
διδασκαλίας τοῦ µαθήµατος τῆς γεωμετρίας εἰς τὰ περιφηµότερα σχολεῖα. 
Ἕνα ἔργον, τὸ ὁποῖον εἰς ἀριθμὸν ἐκδόσεων καὶ μεταφράσεων δύναται 
ν’ ἀνταγωνισθῇ τὴν Θείαν Κωμφδίαν” τοῦ Δάντη καὶ ἴσως ὑπολεί- 
πεται µόνον τῆς Αγίας Γραφῆς. 

5 Προκειμένου νὰ συμπληρώσωμεν μίαν τοιαύτην σὐγκρισιν, ἃς ληφθῆ ὑπ' ὄψιν, 
ὅτήθεία Κωμφδία ἐτυπάθη διὰ πρώτην φορὰν τὸ 14Τὰ, τὰ δὲ Στοιχεῖα 
τοῦ Εὐκλείδου μόλις δέκα ἔτη βραδύτερον. 
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64 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 
τπτ... 
ἐκτὸς 


νόνα ἀναρμοδίων καὶ ἑνίοτε ἀσυνειδήτων, ὑπέστη φθορὰς καὶ ἀλλοιώσεις, 
αἱ ὁποῖαι ἐδόθησαν εἷς φῶς ὑπὸ τῶν εἰδικῶν τῆς κλασικῆς φιλολογίας καὶ 
τῶν γνωριζόντων τὴν ἀραβικὴν γλῶσσαν. Κατ' εὐτυχῆ συγκυρίαν, τὰ καθησυ- 
χαστικὰ συμπεράσματα, εἰς τὰ ὁποῖα οὗτοι ὁμοφώνως κατέληξαν͵ βεβαιώνουν 


Ῥωνον πρὸς τὸ χειρόγραφον τοῦ μεγάλου ἀλεξανδρινοῦ συγγραφέως του. 

36. Ὡς εἶναι κολὺ φυσικόν, τὸ βιβλίον 1 τῶν Στοιχείων τοῦ 
Εὐκλείδου ἀρχίζει μὲ µίαν σειρἀν πρώτων ἐννοιῶν, ὁρισμῶν καὶ αἰτημάτων, 
τὰ ὁποῖα ὑπῆρξαν ἀντικείμενον ὀξυτάτης ἀναλύσεως ἐκ µέρους μαθηματικῶν 
καὶ καὶ ἐναντίον τῶν ὁποίων κατὰ προτίµησιν ἐστράφησαν τὰ 
βέλη τῆς κριτικῆς, ἥτις ἐπεσήμανε σοβαρά ἑλαττώματα εἰς τὴν οὐσίαν, 
εἰς τὴν μορφὴν καὶ εἰς τὴν διάταξιν͵, Μολονότι εἶναι ἀνάγκη ν' ἀναγνωρίσω- 
μεν ὅτι τοιαῦται χαρατηρήσεις δὲν στεροῦνται βάσεως, πρέπει͵ χάριν ἐντιμό- 


γωνίας δύο ὀρθῶν ἑλάσσονας ποιῇ, ἐκβαλλομένας τὰς δύο εὐθείας ἐπ᾽ ἄπει. 
ρον συμπίπτειν, ἐφ᾽ ἃ µέρη εἰσὶν αἱ τῶν δύο ὀρθῶν ἑλάσσονες», Εἶναι ἡ 
περίφηµος ουκ Βεοποείγίοα (γεωμετρικἡ βάσανος), ἡ ὁκοία, ὅπως θὰ ἴδω- 


τελῶς διαφόρων τοῦ Εὐκλειδείου. 

Τὸ διδακτικὸν µέρος τοῦ Βιβλίου 1 τῶν Στοιχείων περιλαμβάνει 
ὅλα τὰ θεωρήματα καὶ προβλήματα, ποὺ εἶναι ἐκαρκὴ καὶ ἀναγκαῖα διὰ 
νὰ φθάσωµεν εἰς τὸ Χυθαγόρειον θεώρημα. Καὶ δὲν πρίπει νὰ ἐκπλαγῇ 
κανείς, ἐπκειδή συγκαταριθμοῦμεν μερικὰ προβλήματα εἰς τὴν ἀλληλουχίαν 


κὴν τοῦ Εὐκλείδου νὰ µὴ ἐξετάζῃ παρὰ σχήματα, τῶν ὁποίων ἔχει διδάξει 
προηγουμένως τὴν κατασκευήν, δι᾽ ὅ καὶ εἰς τὸ ἔργον του δὲν ὑπάρχουν 
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«ὐποθετικὰ σχήματα». "Ας προστεθῇ μάλιστα, ὅτι εἰς πλείστας περιπτό- 
σεις ἡ «κατασκευή» παίζει διὰ τὸν Εὐκλείδη (καὶ ὅλους τοὺς γεωμέτρας 
ποὺ ἠκολούθησαν τά ἵχνη του) τὸν ἴδιον ρόλον, τὸν ὁποῖον ἀποδίδομεν 
σήμερον εἰς τὰ λεγόμενα «θεωρήματα ὑπάρξεως», 

Εἰς τὸ βιβλίον Ἡ τῶν Στοιχείῶν ρίπτονται αἱ βάσεις τῆς μεθύ- 
δου ποὺ ὀνομάζεται κοινῶς «γεωμετρικἡ ἄλγεβρα», Ἡ μέθοδος αὕτη κα- 
τέστησεν [κανοὺς τοὺς ἀρχαίους νὰ λώσουν, μὲ τὴν χρῆσιν τῆς φαντασίας 
καὶ γεωμετρικῶν συλλογισμῶν, ὅλα τὰ προβλήματα α΄ καὶ β΄ βαθμοῦ. Διά 
νὰ δώσώµεν µίαν κατά προσέγγισιν ἰδέαν, ἀρκεῖ νὰ παρατηρήσωμεν ὅτι, 
ἂν αἲ καριστᾶ τὸ τετράγώνον τοῦ α καὶ αὖ τὸ ὀρθογώνιον τὸ ἔχον πλευ- 
ράς α, ὃ, μερικαὶ ἐκ τῶν προτάσεων τοῦ Εὐκλείδου δύνανται ν΄ ἄναπαρα- 
χθοῦν ὑπὸ τὰς ἀκολούθους µορφάς : 


πι(α ἠ- Ὁ ἡ- οι. πσπα ιο επιςη-ι.. 
(α -- 3 --αἲ -- οἳ 245 


αἳ κ -2 ο ο] - (3-3)] κλπ. 


Τὸ βιβλίον ΗΙ διδάσκει τὰ κυριώτερα θεωρήματα τὰ ἀφορῶντα τὴν 
περιφἑρειαν, εἰς τὰ ὁποῖα ὅμως δὲν ὑπεισέρχονται λόγοι καὶ ἀναλογίαν, 
Δύ’ ἐφαρμογῆς τῶν Βεωρηµάτων τούτων εἰς τὸ ἐπόμενον βιβλίον ΤΝ λύον- 
ται εὐκόλως τὰ κυριώτερα προβλήματα τὰ σχετικἀἁ πρὸς τὴν περιφέρειαν 
καὶ τὰ ἐγγεγραμμένα ἢ περιγεγραμμένα κανονικά πολύγωνα. 

Τὸ βιβλίον Υ διδάσκει τὴν θεωρίαν τῶν ἀναλογιῶν διὰ μεγέθη οἷα- 
δήποτε καὶ μὲ τοιαύτην λογικὴν αὑστηρότητα, ὥστε πολὺ δικαίως ὁ µαθη- 
ματικὸς Κοῦστί δίπισοπ (1687 - 1768), κατόπιν βαθείας μελέτης τοῦ βιβλίου 
τούτου, ἀπεφάνθη ὅτι «δὲν ὑπάρχει εἰς ὅλα τὰ Στοιχεῖα τίποτε τὸ εὐφυέ- 
στερον, στερεώτερον καὶ ἀκριβέστερον ἀπὸ τὴν θεωρίαν τῶν ἀναλογιῶν». 
Τὴν σκουδαιότητα τοῦ βιβλίου τούτου μᾶς ἐδόθη ἤδη ἡ εὐκαιρία νὰ ἑξά- 

ρωμεν (831) διὰ τῆς παρατηρήσεως ὅτι τοῦτο περιέχει μίαν γενικὴν θεῶ- 
ωφθ ο νθη Δὲν πρέπει δὲ νὰ ἐκπληττώμεθα, διότι ὁ Εὐκλείδης 
ἀποβλέπων εἰς τὸν ὑψηλότατον αὐτὸν στόχον, ἐπεκαλέσθη τὰ λεπτύτερα 
τεχνάσματα τῆς λογικῆς. Ἐξετάζοντες τὸς μὴ εὐκαταφρονήτους δυσκολίας, 
αἱ ὁκοῖαι παρουσιάζονται κατὰ τὴν παρακολούθησιν τῶν Εὐκλειδείων 
συλλογισμῶν, μερικοὶ ἐκ τῶν συγχρόνων εἰσηγήθησαν τὴν ἁπλοποιητικὴν 
ἰδέαν ν’ ἀποκαταστήσωμεν τὰ θεωρήματα τοῦ Εὐκλείδου µόνον δι΄ ἀκεραίους 
ἀριθμούς. Κατ᾽ αὐτὸν τὸν τρόπον ἔδωσαν ἁπτὴν ἀπόδειξιν τοῦ ὅτι δὲν 
κατενόησαν τίποτε ἀκὸ τὸν χαρακτῆρα καί τοὺς σκοποὺς τοῦ βιβλίσυ 
τούτου καὶ ἐπὶ πλέον δὲν ἀντελήφθησαν ὅτι, υἱοθετοῦντες µίαν τοιαύτην 
ἁπλοποίησιν, ἔφθανον εἰς ἴδιότητας τῶν κλασμάτων, σχεδὸν προφανεῖς. 
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ο εννκττος πω. ας ως ους ο... 
Σημαντικὴ ἐφαρμογὴ τῶν ἀληθειῶν τοῦ Ύ Βιβλίου γίνεται ἀκὸ τὸν 

Εὐκλείδη εἰς τὸ ΎΙ βιβλίον τῶν Στοιχείων, ὅπου ἀνακτύσσεται ἡ 

θεωρία τῆς ὁμοιότητος τῶν ἐπικέδων σχημάτων. Μὲ τὸ βιβλίον δὲ τοῦτο 

κλαίει τὸ µέρος ἐκεῖνο τοῦ ἔργου, ποὺ ἀφορᾷ τὴν ἐπίπεδον γεωµετρίαν, 
37, Τὰ ἐπόμενα τρία βιβλία εἶναι ἀφιερωμένα εἰς τὴν ᾿Αριθμητικὴν 

τῶν ρητῶν ἀριθμῶν, ἡ ὁποία ἐκτίθεται μὲ αὐστηρότητα καὶ γενικότητα, μὴ 


χρήσει 
των ἀριθμῶν εἶναι ἄπειροσν 3 εἶναι ἀκριβῶς ἐκεῖνος, τὸν ὁποῖον ἐδίδα- 
δεν ὁ µέγας διδάσκαλος τοῦ Μουσείου, 'Ἡ μέθοδος τέλος ἡ ὑποδειχθεῖσα 
ὑπὸ τοῦ ἰδίου διὰ τὴν κατασκευἠν ἑνὸς τελείου ἀριθμοῦ, ἤτοι ἀριθ- 
μοῦ ἴσου πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν διαιρετῶν του, ἂν καὶ ὑπάρχει ἀμφιβολία 
κατὰ πόσον ὁδηγεῖ εἰς τήν εὕρεσιν ὅλων τῶν ἀριθμῶν τοῦ εἴδους τούτου, 
εἶναι ἀκόμη σήμερον ἡ μοναδικὴ μέθοδος τὴν ὁποίαν γνωρίζομιν 
᾿Αριθμητικοῦ χαρακτῆρος εἶναι ἀκόμη καὶ τό βιβλίον Χ εῶν Στοι- 
χείων. Τοῦτο πράγματι περιέχει µίαν πλήρη θεωρίαν τῶν ἀσυμμέτρων 
τῶν προερχοµένων ἐκ τῆς λύσεως διτετραγώνων ἐξισώσεων τῆς μορφῆς: 
αχ ο-0 


Ιδῶ μὲ ὀλίγας λέξεις τὸ περιεχόµενον τοῦ περιφέ τούτου βιβλίου τῶν 
Στοιχείων. Περιοριζόµεθα µόνον νὰ μνημονεύσωμεν ὅτι ἄρχεται μὲ 


καὶ τοῦ καταλειποµένου μεῖζον ἢ τὸ ἥμισυ, καὶ τοῦτο ἀεὶ γίγνηται, λει- 
ὃἨσεταί τε µέγοθος, ὃ ἔσται ἔλασσον τοῦ ἐκκειμένου ἑλάσσονος μεγέθους». 
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Τὰ τελευταῖα τρία βιβλία τῶν Στοιχείῶν, δηλαδὴ τὰ ΧΙ, χι 
καὶ ΧΠΙ, εἶναι ἀφιερωμένα, κατὰ µέγιστον µέρος, εἰς τὴν γεωμετρίαν τοῦ 
χώρου. ᾿Ακριβόστερα τὸ ΧΙ διδάσκει τὰς θεμελιώδεις σχέσεις μεταξὺ εὖ- 
θειῶν καὶ ἐπιπέδων, παραλληλίαν, καθετότητα κλπ. "Ἐκ τινων ἀπαντωμέ- 
νων ἀτελειῶν καὶ κενῶν τεκµαίρεται ὅτι τὸ βιβλίον τοῦτο ἀποτελα ἕνα 
πρῶτον σχέδιον καταστρώσεως τῆς ὕλης του, ἓν ἀναμονῇ τεχνικωτέρων 

ἔρων ἀναθεωρήσεων, 

Τὸ ἑκόμενον βιβλίον ΧΠ κραγµατούεται περὶ τῆς μετρήσεως ἔπιφα- 
νειῶν καὶ ὄγκων τῶν στερεῶν τῆς στοιχειώδους γεωμετρίας καὶ ἔχει διὰ 
τοῦτο ἀνεκτίμητον ἀξίαν, ὄχι µόνον διὰ τὰς κολυαρίθµους σημαντικὰς ἁλη- 
θείας ποὺ διδάσκει, ἀλλ' ἐπίσης διότι εἶναι τὸ κρῶτον βιβλίον εἰς τὸ 
ὁποῖον ὀφείλουν νὰ προστρέξουν ὅσοι ἐπιθυμοῦν νὰ ἐξοικειωθοῦν μὲ τὰς 
μεθόδους τετραγῶὠνισμῶν καὶ κυβισμῶν τῶν ἀρχαίων, ἁγνοούντων τὴν ἀπει- 
ῥοστικἠν ἀνάλυσιν, 

Εἰς τὰ κυρτὰ κανονικὰ πολύεδρα εἶναι ἀφιερωμένον τὸ βιβλίον Χπι, 
τὸ καὶ τελευταῖον τῶν Στοιχείων. Τὸ βιβλίον κλείει μὲ τὴν ἀπό- 
δειξιν τῆς ἀνυπαρξίας ἑτέρων κανονικῶν πολνυέδρων πέραν ἐκείνων, τὰ 
ὁποῖα ἀνεκάλυψεν ὁ Πυθαγόρας καὶ κατέστησε δηµοφιλῆ ὁ Πλάτων, Τὸ 
Ὑεγονός τοῦτο ἤγαγε μερικοὺς εἷς τὸ συμπέρασμα, ὅτι τελικὸς σκοπὸς 
τοῦ μεγάλου ἔργου τοῦ Εὐκλείδου ἧτο ἀκριβῶς ἡ κατασκευὴ τῶν περιω- 
νύµων κοσμικῶν ἢ πλατωνικῶν σχημάτων”, Τὴν γνώµην αὐτήν, φυσικά, 
δὲν συµµερίζονται ὅσοι σκέκτονται, ὅπως καὶ ἐγώ, ὅτι οἰαδήποτε ἔπιστη- 
µονικὴ πραγματεία ἀποτελεῖ καθ ἑαυτὴν ἕνα αὐτοσκοπόν, 

'ἜΕὰν κάµωμεν µίαν σύγκρισιν μεταξὺ τῆς ὕλης τῆς κεριεχοµένης εἰς 
τὰ Στοιχεῖα τοῦ Εὐκλείδου καὶ τοῦ συνόλου τῶν γεωμετρικῶν γνώ- 
σεων, ποὺ κατεῖχον οἱ προηγηθέντες γεωμέτραι, διαπιστώνοµεν εὐκόλως 
ὅτι δὲν ὀφείλονται εἷς τὸν Εὐκλείδη τὰ βιβλία 1, Π καὶ ΤΥ, τὰ ὁποῖα ἓν 
τῷ συνόλῳφ τών πρέπει νὰ ἦσαν γνωστά εἰς τοὺς Πυθαγορείους. Οὔτε τὸ 
Ῥιβλίον ΠΠ, τὸ ὁκοίῖον, κατὰ πᾶσαν πιθανότητα, εἶναι πρώτιστον ἔργον τῶν 
πεωμετρῶν τῶν συγχρόνων τοῦ Ἱππκοκράτους τοῦ Χίου (Υ αἰὼν π.Χ.), οὔτε 
τὸ βιβλίον , τὸ ὁποῖον γνωρίζοµεν ὅτι εἶναι καρπὸς τῶν θαυμασίων ἑρ- 
Ἴασιῶν τοῦ Εὐδόξου. 

Εἰς τὸ βιβλίον ΥΙ ὁ Εὐκλείδης πιθανῶς συνέβαλεν εἰς τὴν μετὰ πά- 
σης αὐστηρότητος ἀποκατάστασιν ἀληθειῶν ὑπαγορενομένων ἐκ τῆς ἔἐμπει- 
ρίας, εἰς δὲ τὰ τρία ἐκόμενα, ΥΠ, Ὑπί καὶ ΓΚ, περιωρίσθη εἰς διάρθρς- 
σιν καὶ συμπλήρωσιν ἀληθειῶν γνωστῶν ἤδη εἰς τὴν Σχολὴν τοῦ Πυ- 
θαγόρου, 

Τὸ βιβλίον Χ περιέχει κατὰ µέγιστον µέρος ἐργασίας τοῦ Στοιχειω- 
τοῦ, κατ’ ἐλάχιστον δὲ τοῦ Θεαιτήτου καὶ τῶν πρώτων Πυθαγορείων, ἓνφ 
ἡ ὕλη τῶν τριῶν, τελευταίων βιβλίων, ΧΙ, ΧΗ καὶ ΧΙΠ, ἐμπνευσμένη ἀκὸ 
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τὴν Πυθαγόρειον καὶ Πλατωνικὴν διδασκαλίαν, ἔχει ἀντληθῇ ἀπὸ ὀἔργα- 
σίας τῶν ᾿Αρχύτα, Θεαιτήτου, ᾿Αρισταίου καὶ ἄλλων ἴσως, τῶν ὁποίων τὰ 
ὀνόματα, διὰ νἁ χρησιμοποιήσω τὴν φράσιν ἑνὸς μεγάλου κοιητοῦ, «ἐγρά-- 
φησαν εἰς τὸ νερό», 

᾽Αλλὰ οὔτε καὶ ἡ φιλάνθρωπος ἰδέα τῆς συγκροτήσεως εἰς ἕνα σύ- 
στηµα διδασκαλίας τοῦ κτηθέντος μαθηματικοῦ θησαυροῦ ἀνήκει, ὅπως 
Ὑνωρίζομεν, εἰς τὸν Εὐκλείδην, οὔτε καὶ ἡ αὐστηρὰ ὁμοιομορφία τῆς δο- 
μῆς τοῦ ἔργου εἶναι ἀποκλειστικῶς εὕρημα ἰδικόν του, Περὶ τῆς τελευ- 
ταίας ταύτης δὲν θἀ παραλείψωμµεν νὰ κάµωμµεν ἀμέσως λόγον, μὲ πᾶσαν 
δυνατὴν συντοµίαν, 

Δι Έκαστον θεώρημα, μετὰ τὴν γενικήν του διατύπῶωσιν, ὕποδει-- 
κνύονται, ὅπου εἶναι ἀνάγκη, αἱ συνθῆκαι τὰς ὁποίας πρέπει νὰ πληροῦν 
τὰ δεδοµένα διὰ τὸ κΌρος τοῦ θεωρήματος. ᾿Ακολουθεῖ ἡ ἐπανάληνις τῆς. 
ἐκφωνήσεως ἐπὶ τοῦ σχήματος, κατόπιν ἔρχεται ἡ «κατασκευή», τοὐτέστιν' 
ἡ χάραδις τῶν βοηθητικῶν γραμμῶν, καὶ μετ αὐτὴν ἡ «ἀπόδειξιο» ἡ 
ὁκοία τελειώνει μὲ τὴν ἐπανάληψιν τῆς ἐκφωνήσεως, ἐπισφραγιζομένην: 
μὲ τὰς καθιερωµένας λέξεις «ὔπερ ἔδει δεῖξαι». ᾽Ανάλογος τακτικἡ τηρεῖ- 
ται καὶ διὰ τὰ προβλήματα, τὰ ὁποῖα τελειώνουν ὁμοιοτύπως μὲ τὴν φρά- 
σιν αὕπερ ἔδει ποιῆσαι», Αἱ καταληκτικαὶ αὐταὶ φράσεις ἐχρησίμευον εἰς 
τὴν ἀρχαιότητα πρὸς τυπικὴν διάκρισιν τῆς λογικῆς φύσεως τοῦ ἔκτιθε- 
µένου ζητήματος (θεώρημα ἢ πρόβλημα), ἐπέτρεψαν δὲ εἰς τοὺς νεωτέρους 
ἐκδότας τῶν Στοιχείων νὰ θέσουν ἐπί κεφαλῆς τῶν προτάσεων τὰς 
λέδες Θεώρημα ἢ Πρόβλημα, αἱ ὑποῖαι δὲν ὑφίσταντο εἰς τὸ 
πρωτότυπον. 


38. Μολονότι ὁ Εὐκλείδης εἶναι γνωστὸς εἰς τοὺς κύκλους τῶν µαθη- 
ματικῶν ἀποκλειστικῶς ὡς συγγραφεὺς τῶν Στοιχείων, ἐν τούτοις 
ὀφείλονται εἰς αὐτὸν καὶ ἄλλα ἔργα ὑψηλοτέρας στάθμης, τὰ ὁποῖα διὰ 


στήµατος. Ἔκ τῶν εὐκλειδείων κειμένων, ποὺ ἀνήκουν εἰς τὴν «συλλογὴν 
γραπτῶν ἀναλυτικῆς φύσεως», ὑπέκυψαν εἰς τὴν καταλυτικἠν δύναμιν τοῦ. 
χρόνου ὅλα πλὴν ἑνός, φέροντος τὸν τίτλον Δεδομένα, Τὸ ἔργον πρα- 
Υματεύεται µίαν εἰδικὴν κατηγορίαν προτάσεων, ἀποκαλουμένων ἀκριβώς 
μὲ τὸ ὄνομα τοῦτο, διότι ἑκάστη πρότασις ἀφορῷ ἕνα σχῆμα, τοῦ ὁποίου. 
δίδονται ὠρισμένα στοιχεία, «δεδοµένα» κατὰ σχῆµα (κεΐδος», ὅπως προ- 
τιμᾷ ὁ Εὐκλείδης), κατὰ θέσιν ἢ κατά μέγεθος. Ἡ πρότασις ἀποδεικνύσται 
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μὲ τὴν ἔκθεσιν τῆς κατασκευῆς τοῦ σχήµατος, εἰς τὸ ὁποῖον αὕτη 
ἀναφέρεται. Καὶ διὰ νά διευκρινήσωµεν καλύτερα τὸν χαρακτῆρα τῶν «Δε- 
δομένων», ἀναφέρομεν τὰς ἀκολούθους ἐκφωνήσεις τοῦ Εὐκλείδου : 

«᾿Εὰν τρίγωνον ἔχηῃ µίαν γωνίαν δεδοµένην καὶ ἔχη δοθῆ ὁ λόγος τῶν 
πλευρῶν, αἱ ὁποῖαι περιέχουν τὴν Ἰγωνίαν, τότε τὸ εἶδος τοῦ τριγώνου 
εἶναι δεδοµένον». 

«Εὰν τρίγωνον ἔχῃη µίαν γωνίαν δεδοµένην, τότε καὶ ὁ λόγος τοῦ 
ἐμβαδοῦ του πρὸς τὸ ὀρθογώνιον τῶν περιεχουσῶν τὴν γωνίαν πλευρῶν 
εἶναι δεδοµένος», 

Πρόκειται λοιπὸν περὶ προτάσεων δυναμένων νἁ χαρακτηρισθοῦν ὡς 
«θεωρήματα ὑπάρξεως», ὑπὸ εὑρυτέραν ἔννοιαν, λαμβανομένου ὑπ' ὄψιν, 
ὅτι εἷς κολλὰς περιπτώσεις ἀποκαθίσταται σιωπηρῶς ἡ ὕπαρξις οὐχὶ μιᾶς 
'γεωμετρικῆς ὀντότητος, ἀλλὰ µόνον μερικῶν χαρακτηριστικῶν ἰδιοτήτων 
ταύτης. "Όταν αἱ προτάσεις τοῦ Εὐκλείδου θεωρηθοῦν ὑπ αὐτὴν τὴν ἕν- 
νοιαν, κατανοεῖται πλήρως ὁ ἰσχορισμὸς τοῦ Πάππου καὶ ἑνὸς ἄλλου σχο- 
λιαστοῦ, τοῦ ἐκ Νεαπόλκως Μαρίνου (5ος αἰὼν μ.Χ., εἰς τὸν ὁποῖον ὀφεί- 
λεται µία ἀξιόλογος ἔκδοσις μετὰ κρολόγου τοῦ περὶ οὗ ὁ λόγος ἔργου), 
κατὰ τὸν ὁποῖον τὸ ἔργον τοῦτο τοῦ Εὐκλείδου ἦτο χρησιμώτατον εἰς 
ὅλους ἐκείνους, οἱ ὁποῖοι ἐφιλοδόδουν νὰ ἐξοικειωθοῦν μὲ τὴν δύσκο- 
λον τέχνην νὰ λώουν γἐώμετρικὰ προβλήματα. Τὸ ἔργον περιλαμβάνει 
περὶ τὰς ἑκατὸν προτάσεις (ἐκφραζόμεθα κατά τὸν ὀλίγον ἀόριστον αὐτὸν 
τρόπον ἐπειδὴ μεταξὺ τῶν διαφόρων χειρογράφων τῶν Δεδομένων 
δὲν ὑπάρχει ἀπόλυτος ὁμοφωνία), µερικαὶ τῶν ὁποίων ἐπανευρίσκονται ὑπὸ 
ἄλλην μορφὴν εἰς νεώτερα βιβλία γεωμετρίας, ἐνῷ ἄλλαι θὰ ἦσαν ἄδιαι 
νὰ λάβουν ἐπίσης θέσιν εἰς αὐτά, ἔστω καὶ ὑπὸ µορφὴν ἀσκήσεων. 

Ἕνα ἄλλο ἔργον τοῦ Εὐκλείδου Περὶ διαιρέσεων, ἐχρησί- 
µευεν, ὅπως καὶ τὰ Δεδομένα, εἷς συμπλήρωσιν τῶν Στοιχείών, 
ἀφοῦ ὁλόκληρον ἠἦτο ἀφιερώμένον εἰς µίαν ἐνδιαφέρουσαν κατηγορίαν 
προβλημάτων, ζητούντων νά διαιρεθῇ --δι΄ εὐθειῶν πληρουσῶν Φρισμένας 
συνθήκας---δοθὲν ἐπίπεδον σχῆμα εἰς µέρη ἔχοντα πρὸς ἄλληλα δεδοµέ- 
νας ἐκ τῶν προτέρων σχέσεις, Τὸ ἑλληνικὸν πρωτότυπον κείµενον δὲν 
ἀνενρέθη μέχρι σήμερον, ἀλλ’ ἐκ τῶν πολλῶν καὶ ἀσφαλῶν ἰχνῶν, τὰ 
ὁποῖα τὸ ἔργον τοῦτο κατέλιπεν εἰς τὴν ἀραβικὴν βιβλιογραφίαν, κατωρ- 
Θώθη ὅχι µόνον νὰ σχηµατίσωμεν καθαρὰν ἰδέαν περὶ αὐτοῦ, ἀλλά κατωρ- 
θώθη ἀκόμη καὶ ἡ ἀνακατασκευή του μὲ πιθανἠν ἀκρίβειαν. 

᾿Ανάλογος ἧτο ἡ θέσις, τὴν ὁποίαν κατεῖχε καὶ ἕνα ἄλλο σηµαντι” 
πώτατον ἔργον τοῦ Εὐκλείδου, ἐξαφανισθὲν δυστυχῶς ἀπὸ τὴν µαθηµατν” 
κὴν βιβλιογραφίαν, ἐπὶ τοῦ ὁποίου ὁ Πάκπος παρέχει ἐκτεταμένας πληρο- 
φορίας, αἵ ὁποῖαι ὅμως περισσότερον ἑξάπτουν παρὰ [κανοποιοῦν τὴν 
περιέργειαν νὰ γνωόίσωμεν τὸ ἔργον πλήρως. 'Ο τίτλος του εἶναι Πορ {- 


10 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 


σµατα, ἐπειδὴ οὕτω ἐκαλοῦντο εἰδικοῦ τύπου προτάσεις, περιεχόµεναι. 
εἰς τὸ ἔργον τοῦτο. Διότι, πρέπει νὰ σημειώσῶμεν, ἡ λέξις «πόρισµαν- 
εἶχεν εἰς τὴν ἀρχαιότητα δύο διακεκριµένας σηµασίας: αὐτὴν ποὺ τῆς 


των ἐκ τῆς ὑποθέσεως καὶ συμπληρούντων οὕτω ἕνα σύνηθες θεώρημα. Τὸ 
κύρισµα λοιπὀν μετέχει καὶ τοῦ θεωρήματος καὶ τοῦ προβλήματος ἡ δὲ 
λύσις του ἀπαιτεῖ τόσον µίαν ἀπόδειξιν ὅσον καὶ µίαν κατασκευήν, Ἔστω. 
ὡς παράδειγµα ἡ ἀκόλουθος πρότασις : 

«Ἐὰν πλῆρες ν -πλευρον μεταβάλλει σχῆμα κατὰ τοιοῦτον τρόπον, 
ὥστε αἱ πλευραί του νὰ στρέφωνται περὶ ν σηµεῖα συγγραμμικἀ καὶ ὅτι 
ν--ἶ ἐκ τῶν ν(ν---1)[2 κορυφῶν του διαγράφουν ἀνὰ µίαν εὐθεῖαν ἕκαστον, 
αἱ ὑπόλοιποι κορυφαί του (ν---1) (ν ---2)/2 διαγράφουν ἰσαρίθμους εὐθείας». 

Ἡ ἀνωτέρω πρότασις εἶναι ἕνα πόρισμα, τὸ ὁποῖον δὲν ἀπαιτεῖ μό- 
νον τὴν ἀπόδειξιν τῆς ἀληθείας του, ἀλλά καὶ τὸν προσδιορισμὸν τῆς 
θέσεως τῶν εὐθειῶν, τὰς ὁποίας διαγράφουν αἱ ἀδέσμευτοι κορυφαὶ τοῦ. 
πλήρους ν-πλεύρου. 


Τισμῶν, σκοκούντων τὴν ἐξάσκησιν τῆς νεολαίας εἰς τὴν ἀκρίβειαν 
ᾗ "Αρκεί ν᾿ ἀναφέρωμεν τὴν «Εἰσαγωγὴν εἰς µίαν Ἠοσματρικὴν θεωρίαν τῶν ἐπι-- 
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τοῦ συλλογίζεσθαι, Δυστυχῶς, ἀπὸ τὸ ἔργον αὐτὸ δὲν διεσώθη τίποτε, 
τὸ ὁποῖον νά δύναται ν᾿ ἀναφερθὴ ὣς παράδειγµα. 

Ὑπὸ ἔτι χειροτέρας συνθήκας εὑρισκόμεθα, ἀναφορικῶς πρὸς ἕνα 
ἄλλο ἔργον τοῦ Εὐκλείδου ὑπὸ τὸν τίτλον Τόποι πρὸς ἐπιφανείᾳ 
Εὐρεῖα ποικιλία γνωμῶν, ὅσον ἀφορᾶ τὸ περιεχόµενον τοῦ ἔργου τούτου, 
κατοπτρίζεται εἷς τὰς διαφόρους ὑποθέσεις, αἱ ὁποῖαι διετυπώθησαν ὑκὸ 
ἁρμοδίῶν μελετητῶν, 

Όσον ἀφορῇ, τέλος, µίαν πραγµατείαν ὑπὸ τὸν τίτλον Καωνικά, 
ἀποδιδομένην ἐπίσης εἷς τὸν Εὐκλείδη, δὲν μᾶς εἶναι τίποτε γνωστόν, 
πλὴν τοῦ ὅτι αἱ ἔνδοξοι καμπύλαι, αἱ ἀποτελοῦσαι τὴν Μεναίχμµιον 
τριάδα, ἐλαμβάνοντο διὰ τομῆς ὀρθοῦ κυκλικοῦ κώνου ὑπὸ ἐπικέδου 
καθέτου ἐπί τὴν γενέτειραν, διό καὶ ἐἑχαρακτηρίζοντο μὲ τά παλαιὰ ὀνό- 
µατα «ὀξυγώνίου, ὀρθογῶνίου, ἀμβλυγωνίσου κώνου τοµαί». 


39. Τά ἔργα ποὺ ἐμνημονεύσαμεν μέχρι τοῦδε ἀφοροῦν ἀποκλειστι- 
κῶς δύο ἀπὸ τὰ 4 µαθήµατα τοῦ μεσαιωνικοῦ ἐκπαιδευτικοῦ προγράµµα- 
τος, τοῦ γνὠστοῦ ὑπὸ τὸν λατινικὸν τίτλον αυαδεϊνίσπα (τετραόδιον ἢ τε- 
τράοδος), δηλαδἡ τὴν ᾿Αριθμητικὴν καὶ τὴν Γεωμετρίαν, Δὲν παρέλειψεν 
ὅμως ὁ μέγας ἀλεξανδρινὸς καὶ τὰ ὑπόλοιπα δύο, δηλαδἠ τὴν Μουσικἠν 
καὶ τὴν ᾿Αστρονομίαν. Τοῦτο ἀποδεικνύεται ἀφ᾿ ἑνὸς μὲν ἀπὸ ἕνα ἀπό- 
σπασµα γύρω ἀπὸ τὴν µαθηµατικὴν θεωρίαν τοῦ ἤχου.' καὶ ἀφ' ἑτέρου 
ἀπὸ ἕνα βιβλίον, τιτλοφορούµενον Φαινόμενα, τὸ ὁποῖον εἶναι κατ 
οὐσίαν µία πραγματεία κοσµογραφίας, συντεταγµένη μὲ τὴν ἰδίαν αὐστη- 
ρῶς ἀκριβολογημένην µορφήν, τὴν ὁποίαν ὁ διάσηµος καθηγητἡς τοῦ 
Μουσείου εἶχεν ἐφαρμόσει εἰς ὅλας τὰς ἄλλας ἐργασίας του, ποὺ ἔφθα- 
σαν μέχρις ἡμῶν. 

Διὰ μέσου τῶν ᾿Αράβων ἔφθασεν ἀκόμη μέχρις ἡμῶν ἕνα ἁπόσπασμα 
ἐπὶ τοῦ μοχλοῦ, ἀποδιδόμενον εἰς τὸν Εὐκλείδη. Τέλος εἰς τὴν 
ἑλληνικὴν βΒιβλιογραφίαν ἀναφέρονται ὡς ἔργα του δύο πραγματεῖαι σχε- 
τικαὶ πρὸς τὴν µαθημµατικὴν θεωρίαν τῶν φωτεινῶν φαινομένων, Τὸ ἕνα 
τιτλοφορεῖται Ὀκτικὰ καὶ περιέχει τὰς θεμελιώδεις προτάσεις τῆς 
γεωμετρικῆς ὀὁπτικῆς, θεμελιουμένας ἀφ' ἑνὸς μὲν ἐπὶ τῆς ὑποθέσεως τοῦ 
Πλάτωνος, καθ᾽ ἣν ἡ ὅρασις συντελεῖται δι᾽ ἀκτίνων ἐκπορευομένων ἐκ 
τοῦ ὀφθαλμοῦ, καὶ ἀφ᾿ ἑτέρου ἐπὶ μερικῶν αἰτημάτων, τὰ ὁποῖα λαμβά- 
νονται σήμερον ὡς θεµέλιον τῆς Προοπτικῆς. 

Τὸ ἄλλο, τιτλοφορούµμενον Κατοπτρικά, ἀφορῇ τὰ φαινόμενα 
τῆς ἀνακλάσεως τοῦ φωτὸς ἐπὶ ἐπιπέδων κατόπτρων. Τοῦτο ἀσφαλῶς δὲν 
εἶναι ἔργον Ἰνήσιον τοῦ Εὐκλείδου, τὸ πολὺ δύναται ν᾿ ἀποτελῇ µεταγενε- 
στέραν συγκέντρῶσιν ὑλικοῦ, ὀφειλομένου εἰς τὸν µεγάλον γεωμµέτρην τῆς 
"Αλεδανδρείας, 


Μολονότι αἱ πλέον πρόσφατοι µαθηµατικαὶ θεωρίαι τοῦ φωτός, στη- 
Ριζόμεναι ἐπί τοῦ πειράµατος, ἐξετόπισαν τ’ ἀνωτέρω ἔργα τοῦ Εὐκλείδου 
ἀπὸ τὰς βιβλιοθήκας τῶν ἐρευνητικῶν κέντρων, ἐν τούτοις ἦτο καθήκον 
μας νἀ τὰ μνημονεύσωμεν διὰ νὰ καταδειχθῇ, πρῶτον, ὅτι ὁ μέγας διδά- 
σκαλος περιέλαβεν εἰς τὸν εὐρὺν κύκλον τῆς διδακτικῆς του δραστηριό- 
σπτος ὅλας τὰς φυσικομαθηματικὰς ἐπιστήμας τῆς ἐποχῆς του καὶ διὰ νὰ 
τονίσωµεν, δεύτερον, ὅτι εἰς αὐτὸν πιθανώτατα ὀφείλεται τὸ γεγονός 


μαθηματικῶν, ποὺ ἐδημοσιεύθησαν κατὰ τοὺς ΧΥΠ καὶ ΧΥΤΠ αἰῶνας, δὲν 
ἑλλείπουν ἐκτεταμένα κεφάλαια ἀφιερωμένα εἰς τὰ ὁπτικὰ φαινόμενα τὰ 
ἀπορρέοντα ἀκὸ τὴν εὐθύγραμμον διάδοσιν τοῦ φωτός. 


Ὁ ᾿Αρχικήδης 


40. Ἔνῷ ὁ γεωμέτρης μὲ τὴν ἐξέχουσαν ἐπιστημονικὴν παραγωγήν, 
περὶ τῆς ὁποίας ὠμιλήσαμεν κρὸ ὀλίχου, ἀποτελεῖ τὸν γνησιότερον καὶ 
καθαρότερον τύκον διδασκάλου καὶ ἐκπαιδευτικοῦ συγγραφέως, ἐκεῖνος 
| 5 ἐπιβάλλει τώρα νὰ ἐξετάσωμεν παρου- 

ερίλαμπρον παράδειγµα πρωτοτύπου ἐρευνητοῦ, ὁ ὁποῖος, µἡ 
ἐνδιαφερόμενος ποσῶς νὰ ὁμαλύνῃ τὸν δρόµον εἰς τοὺς ἀρχαρίους, ἄπορ- 
Ροφᾶται ἀποκλειστικῶς καὶ µόνον εἰς τὴν ἀποκάλυψιν νέων ἀληθειῶν πρὸς 
ἱκανοποίησιν ἑαυτοῦ καὶ τῶν ὠρίμων ἤδη διανοουμένων, Αὐτὸς εἶναι καὶ 
ὁ λόγος, διὰ τὸν ὁποῖον, ἑνῷ ἡ κατανύησις τοῦ Εὐκλείδου δὲν ἀπαιτεῖ ἔξαι- 
ρετικἠν προπαιδείαν καὶ εὐφυῖαν, τὰ προϊόντα τῆς µαθηµατικῆς σκέψεως, 
τὰ ὁποῖα πρὀκειται τώρα νὰ ἐξετάσωμεν, εἶναι κροσιτὰ ἀποκλειστικῶς καὶ 
μόνον εἰς ἀναγνώστας ὑψηλῆς πνευµατικῆς στάθµης. 

Συγγραφεὺς τούτων εἶναι ὁ ᾿Α ρχιμµήδης, πεννηθεὶς τὸ 247 π.Χ. 
εἰς Συρακούσας, γεγονὸς ποὺ ἔδωσε λαβὴν κάποτε εἰς μερικοὺς νἀ τὸν 
θεωρήσουν, ὅπως συνέβη καὶ μὲ τὸν ᾿Αρχύταν, ὡς Ιπταλὸν γεωμέτρην. 
Γνώμη τὴν ὁποίαν βεβαίως οἱ πλεῖστοι δὲν συµμερίζονται, γνωστοῦ ὄντος 
ὅτι τὰ ἔργα του, καίΐτοι ἀνεφάνησαν εἰς ἐποχὴν ὑψηλῶν κτήσεων τῶν ρω- 
μαικῶν ἀκτῶν, ἐγράφησαν εἰς καθαράν δωρικἠν διάλεκτον καὶ διὰ τοῦτο 
ἀνήκουν, χωρἰς καμµίαν ἀμφισβήτησιν εἰς τὴν ἑλληνικὴν γραμµατείαν. 
Κατά τινας, πατήρ του ἦτο ὁ ἀστρονόμος Φειδίας, γνωστὸς ἀπὸ µίαν προ- 
σπἀθειάν του νὰ προσδιορίσῃ τὴν σχέσιν τῶν μεγεθῶν μεταξὺ 'Ἠλίου καὶ 
Σελήνης, Ὅλοι περαιτέρω συμφωνοῦν μὲ τὴν γνώμην ὅτι ὁ ᾿Αρχιμήδης 
συνεδέετο διά δεσμῶν συγγενείας καὶ φιλίας μὲ τὸν τότε βασιλικὀν οἶκον 
τῆς γενεθλίου του πόλεως, 

Μετόβη δι ἐκπαιδευτικοὺς σκοποὺς εἰς Αἴγυπτον, ἐλθών εἰς ἐπαφήν, 
ὄχι βέβαια μὲ τὸν Εὐκλείδη, ποὺ εἶχεν ἐν τῷ μεταξὺ ἀποθάνει, ἀλλὰ μὲ 
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τοὺς διαδόχους του, συνάψας δεσμοὺς στενῆς φιλίας μὲ ἐξέχοντας γεωμέ- 
τρας (ὅπως ὁ Κόνων ὁ Σάμιος, ὁ Ερατοσθένης ὁ Κυρηναῖος, ὁ Δοσίθεος 
κλπ). εἰς τοὺς ὁκοίους κατόπιν ἀφιέρωσεν ὅσα Εργα συνέταξε, μετὰ τὴν 
ἐπιστροφήν του εἷς τὴν πατρίδα. 

᾿Ἐκεῖ ἀφιέρωσεν ἑαυτὸν ἐξ ὁλοκλήρου εἰς γεώμετρικάς καὶ µηχανι- 
κἁς µελέτας. Ὅταν ὅμως, διαρκοῦντος τοῦ β' καρχηδονιακοῦ πολέμου, ἡ 
πόλις τῶν Συρακουσῶν, ὡς σύμμαχος τῆς Καρχηδόνος, περιεκυκλώθη ἀπὸ 
τὸν ρωμαϊκόν στρατόν, ὁ ᾿Αρχιμήδης ἔθεσε τὴν ἰδιοφυίΐαν του εἰς τὴν 
ὑπηρεσίαν τῆς πατρῴας γῆς καὶ ἀπεδεχθη τόσον κατακληκτικἆ Ὑόνιμος 
εἰς τὴν ἐπινόησιν πρωτοτύπων ὅπλων, ἁμυντικῶν καὶ ἐπιθετικῶν (ἀρκε 
νά μνημονεύσώμεν τοὺς φοβεροὺς καταπέλτας καὶ τὰ Βρυλικά καυστικἀ 
κάτοπτρα), ὥστε παρουσίασε τὸ μοναδικὀν εἰς τὴν ἱστορίαν φαινόµενον 
ἑνὸς ἀνδρὸς µαχομµένου μόνου ἐπί µίαν τριετίαν ἑναντίον ὁλοκλήρου στρα- 
τεύµατος. Μόνον ὅταν ἡ πολιορκία μετετράπη εἰς στενὸν ἀποκλεισμὸν 
καὶ τὰ ὅπλα τῆς προδοσίας ἐβοήθησαν τὸν πολιορκητήν, ὁ ὕπατος Κλαύ- 
διος Μάρκελλος ἠδυνήθη νἁ καταβάλῃ τὸν μαθηματικὸν ἐκεῖνον Βριά- 
ρεω, μὲ τὸν ὁκοῖον εὑρίσκετο εἰς πόλεμον. 

Κατά τὴν διάρκειαν τῆς λεηλασίας, ἡ ὑποία ἠκολούθησε τὴν κατά- 
ληψιν τῶν Συρακουσῶν (212 κ.Χ.], ὁ ᾿Αρχιμήδης ἐφονούθη ὑπὸ ρώμαίου 
στρατιώτου, παρὰ τὰς ρητὰς διαταγὰς τὰς δοθείσας ὑπὸ τοῦ Μαρκέλλου, 
ὅπως φεισθοῦν τῆς ζωῆς του. 

Εἰς μνήμην του ἠγέρθη ἀντάξιος τάφος, ἐπὶ τοῦ ὁποίου, κατ ἔκφρα- 
σθεῖσαν ἄλλοτε ἐπιθυμίαν του, ἐχαράχθη σφαῖρα ἐγγεγραμένη εἰς κύλιν- 
δρον, διὰ νὰ ὑπενθυμίζη εἰς τοὺς ἐπερχομένους ἕνα ἀπὸ τὰ ἁραιότερα 
εὑρήματα τῆς ὀξυνοίας του. ᾿Απὸ τὸ σχῆμα τοῦτο ἀνεκαλύφθη βραδύτερον 
τὸ μµνηµεῖον, ἀναγνωρισθὲν ἀπὸ τὸν Κικέρωνα, ὅταν κατὰ τὸ 15 π.Χ. 
ὑπηρέτησιν ὡς ταμίας, εἰς Σικελίαν. Σήμερον δὲν ὑπάρχοι πλέον κανένα 
ἴχνος τοῦ μνημείου. 


41. Προκειμένου νὰ ἐξετάσωμεν τὰ σωζόμενα ἔργα τοῦ ᾿Αρχιμήδους, 
δὲν εἶναι δυνατὸν ν᾿ ἀνατρέξωμεν εἰς τὴν χρονολογικὴν σειρἀν, µόνην 
ἱκανήν νά παράσχῃ αὐθεντικὴν εἰκόνα τῆς ἐξελικτικῆς πορείας τῶν ἰδεῶν 
οἰουδήποτε στοχαστοῦ, καθ’ ὅσον ἑλλείπουν τ’ ἀκαιτούμενα δεδοµένα. Θά 
τηρήσωµεν λοιπόν, κατ ἀνάγκην, ἄλλην σειράν, ἐναρμονιζομένην πρὸς τά 
ἀντικείμενα τῶν ἐργασιῶν. 

Καὶ εἶναι λογικὀν ν᾿ ἀρχίσωμεν τὴν ἀνάλυσίν µας ἀπὸ τὴν σπου- 
δαιοτάτην συµβολἠὴν τοῦ Συρακουσίου μαθηματικοῦ εἰς τὰ προβλήματα 
τοῦ τετραγῶνισμοῦ τοῦ κύκλου καὶ τῆς εὐθειοποιήσεως τῆς περιφερέίας, 
τῶν ὁποίων τὴν οὐσιαστικὴν ταυτότητα πρῶτος ἔφερεν εἰς φῶς, διά τοῦ 
γνωστοῦ θεωρήματός του: απᾶς κύκλος ἴσος ἔστι τριγώνφ ὀρθογωνίῳ, οὔ 


τ4 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 
-ἷμμμμμομμμο μμ 
ἡ μὲν ἐκ τοῦ κέντρου ἴση μιᾷ τῶν περὶ τὴν ὀρθήν, ἡ δὲ περίµετρος τῇ 
Κατ ἀντίθεσιν πρὸς τοὺς προγενεστέρους Ὑεωμέτρας ὁ ᾿Αρχιμήδης 
δὲν ἐπέμεινεν ἐπὶ τῆς προσκαθείας νὰ λύσῃ διὰ τοῦ κανόνος καὶ τοῦ δια 
βήτου ἕνα πρόβλημα, τὸ ὁποῖον ἀπαιτεῖ ἐντελῶς ἄλλα µέσα, ἀλλ᾽ ἄντι- 


ἀναδιπλασιάζων διαδοχικῶς τὸν ἀριθμὸν τῶν πλευρῶν, ἔφθασε, διὰ τοῦ. 
κανονικοῦ πολυγώνου ό χω 96 πλευρῶν, εἰς τὴν περιώνυµον προσέγγισιν: 


10 Ι 
3 {- --έπέλ- ---, 
π σας 


εἰς τὴν ὁποίαν ἑσταμάτησε, θεωρῶν τὸ ἀποτέλεσμα τοῦτο ὡς ἐπαρκῶς 
ἀκριβὲς τόσον μᾶλλον, καθ’ ὅσον οἱ ἐπιθυμοῦντες µεγαλυτέραν ἀκρίβειαν 
δὲν εἶχον παρά νὰ προχωρήσουν ἀκόμη περισσότερον εἰς τὴν ὁδόν, ποὺ 
ἤνοιξεν ὁ ᾿Αρχιμήδης. 


μεγάλην προσέγγισιν, ἴσον πρὸς τη τοῦ τετραγώνου τῆς διαμέτρου 


(σποτ ὀν). Τὰ συμπεράσματα αὐτά ἀποτελοῦν τὰ πρῶτα συγ- 


κεκριµένα καὶ χρήσιμα δεδοµένα, τὰ ὁποῖα ἀπέδωσαν αἱ καταβληθείσαι 
προσπάθειαι πρὸς λύσιν τοῦ διασηµοτέρου προβλήματος, ἐξ ὅσων συναν- 
τῶνται εἷς ὁλόκληρον τὴν γεωμµετρίαν. 

Τὸ τεὔχος τὸ τιτλοφορούµενον κύκλου µέτρησις ἀποτελεῖί 
ἐράνισμα, πρὸς σχολικἠν χρῆσιν, ἀπὸ μίαν ἐκτενεστέραν ἑργασίαν ἐπὶ 
τοῦ ἀντικειμένου τούτου, τὸ πρωτότυκον τῆς ὁποίας δὲν ἀνευρόθη μέχρι 
σήμερον. Κατά τινας, εἰς τὴν ἐργασίαν ταύτην ὁ ᾿Αρχιμήδης εἶχε κροο- 
θήσει τὴν προσέγγισιν µέχρι τῆς τιµῆς -- 31416, ἀνταποκρινομένης εἰς 
κανογικὸν πολύγωνον 6:25... 184 κλευρῶν. Τὴν προσέγγισιν δὲ ταύτην 
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ἐκαυχήθησαν ὅτι ἐπέτυχον καὶ οἱ Ἴνδοί, χωρὶς ὅμως νἁ παρουσιάσουν 
τεκμήρια εἰς ὑπκοστήριξιν τοῦ ἰσχυρισμοῦ των, Ὑπάρχει ὅμως ἕνα δοκου- 
µέντον πολύτιµον, ἐν σχέσει πρὸς τὸ περιε- 
χόµενον τοῦ ἔργου τοῦ ᾿Αρχιμήδους, µαρτυ- 
ρούμενον ἀπὸ ἕνα πολυμαθέστατον "Αραβα, τὸν 
ὁποῖον θὰ γνωρίσωµεν εἰς τὸ Κεφ. ΧΙ, τὸν 
ΑΙ- Βίγαπὶ, Οὗτος ἀποσπᾷ ἀπὸ τὴν ἐν λόγφ 
ἐργασίαν τοῦ ᾿Αρχιμήδους τὴν ἀκόλουθον κρὀ- 
τασιν ; «εὶς ἕνα κύκλον ἐγγράφιται ἡ τεθλα- 
σµένη ΑΓΏὈ. "Έστω Ἡ τὸ μέσον τοῦ τόξου 
Α{ΏὈ, καὶ ἀχθήτω ἡ ΒΗ κάθετος ἐπὶ τὴν 
Ας. Θὰ ἰσχύῃ τότε ἡ σχέσις : 

ΑΗ -Ης ο (Ὁ», Ὦγ, 5 


Ὑπὸ τὴν ἀνωτέρω ἐκφήῶνησιν ἡ πρότασις ἔχει ἐξαφανισθῆ ἀπὸ τὴν 
µαθηματικὴν βιβλιογραφίαν. Εάν ὅμως εἰσαγάγωμεν τὰς γωνίας α-- ΑΒ. 
καὶ β- ας, ἡ ἀνωτέρω πρότασις ἀποδεικνύεται εὐκόλως ὅτι εἶναι 
Ισοδύναμος πρὸς τὴν ἀκόλουθον σχέσιν: 

ημ (α -- β) -“ ημα συνβ --- συνα ημβ. 
Ἔξ ἄλλου ἐκ τς προφανοῦς ἰσότητος: 
Ας - ΑΗ - ΗΕ, 
προκύπτει ἡ συξυγἠς σχέσις: 
ημ (α - β) --ηµα συνβ - συνα ημβ, 
καὶ ἐκειδὴ ἐξ αὐτῶν τῶν σχέσεων ἔπονται αἱ ἀνάλογοι ἐκφράσεις διὰ τὸ 
συν (α 4 β), φθάνοµεν εἰς τὸ ἀπροσδόκητον συμπέρασμα, ὅτι εἰς τὸν µέγαν 
Ἑυρακούσιον δὲν ἦσαν ἄγνωστοι αἱ προτάσεις αἱ ἰσοδυναμοῦσαι πρὸς 
τοὺς συνήθεις τριγώὠνομετρικοὺς τύπους διὰ τὴν πρόσθεσιν καὶ ἀφαίρεσιν 
τῶν τόδων. 

Εἶναι εὐνόητον, ὅτι αἱ ἐργασίαι αὐταὶ τοῦ ᾿Αρχιμήδους ἐπὶ τῆς 
ἁπλουστέρας τῶν καμπύλων γραμμῶν, ποὺ ἔγιναν ἀντικείμενον ἐρεύνης ἐκ 
µέρους τῶν ἀρχαίων, ἡμποροῦν νἀ θεωρηθοῦν ὡς συμκληρώματα εἰς τὰ 
Στοιχεῖα τοῦ Εὐκλείδου. 

᾿Ανάλογον χαρακτῆρα ἔχουν δύο ἄλλα βιβλία περὶ σφαίρας 
καὶ κυλίνδρου, ἀφοῦ ἡ ὕλη ποὺ ἐκτίθεται εἷς αὐτὰ ἔγινεν ἤδη ἀνα- 
πόσκαστον µέρος ὅλων τῶν ἀγχειριδίων τῆς στοιχειώδους γεωμετρίας, 
Εἰς τὸ Βιβλίον 1 κράγµατι διδάσκονται κομψαὶ ἐκφράσεις διὰ τὴν παρά- 
πλαυρον ἐπιφάνειαν καὶ τὸν ὄγκον ἑνὸς κυλίνδρου Ἡ ἑνὸς κολούρου κώνου 


Τό « τῶν Μαθηματικῶν 
Ὢ-ύὐθς -ὐος. ο... 
προκύπτοντος διὰ τομῆς τοῦ ὀρθοῦ κώνου μὲ ἐπίπεδον καράλληλον πρὸς 
τὴν βάσιν, διά τὴν ἐπιφάνειαν καὶ τὸν ὄγκον σφαίρας Ἡ σφαιρικοῦ το- 
µέως, Ὁ ᾿Αρχιμήδης συνδυάζων εὐφυέστατα τοιαύτας ἐκφράσεις, ἔφθασεν 
εἰς σπουδαίας σχέσεις μεταξὺ τῶν ἀνωτέρω μεγεθῶν. 

Τῶν σχέσεων τούτων ὑπκοδεικνύει ἐφαρμογάὰς εἰς τὸ βιβλίον Π καὶ 
συγκεκριμένως εἰς τὴν λύσιν πολλῶν προβλημάτων σκοπούντων εἰς τὴν 
κατασκευἠν σφαίρας ἰσοδυνάμου πρὸς κῶνον ἡ κύὐλιδρον, τὴν διαίρεσιν 
σφαίρας δι’ ἐπιπέδου εἰς τμήματα, τῶν ὁποίων αἱ ἐπιφάνειαι καὶ οἱ ὄγκοι 
Έχουν μεταξύ τῶν δοθέντα λόγον, Μερικἀ ἰσοδυναμοῦν πρὸς τὴν λύσιν 
ἀδισώσεων κρώτου καὶ δευτέρου βαθμοῦ, ἄλλα ἀνάγονται εἰς τὸν δικλα- 
σιασμὸν τοῦ κύβου καὶ ἄλλα εἰς τὴν λύσιν τῆς πλήρους τριτοβαθµίου ἑξι- 
σώσεως. Ὁ ᾿Αρχιμήδης θεωρεῖ ἄσκοπον νἁ εἰσέλθῃ εἰς τὰς λεπτοµερείας 
τῆς λύσεως, ποὺ θὰ ἦσαν τόσον ἐπιθυμηταί, παρακέµπων τὸν ἀναγνώ- 
στην εἰς τὸ τέλος τῆς πραγµατείας του, τὸ ὁποῖον ὅμως δυστυχῶς δὲν πε- 
ριεσώθη. Οἱ σχολιασταί του δὲν μᾶς παρέχουν ἐπ᾽ αὐτοῦ παρά ἐδηγήσεις 
ἑλλιπεῖς καὶ ἀποσπασματικάς, διὸ καὶ αἱ ἀρχαῖαι μέθοδοι λύσεως τῶν ἑξι- 
σώσεων 3ου βαθμοῦ ἀποτελοῦν ἕνα ἀπὸ τὰ πλέον βασανιστικὰ αἰνίγματα, 
ποὺ ἁἀπαντῶνται εἰς τὴν ἱστορίαν τῆς ἑλληνικῆς γεωμετρίας, Εἰς τὴν δια- 
λεύκανσιν τοῦ αἰνίγματος τούτου κατέβαλον τεραστίας προσκαθείας οἱ βα- 
θύτεροι γνῶσται τῆς ἀρχαίας γεωμετρίας, χωρὶς νά ἐπιτύχουν ὀριστικὴν 
λύσιν αὐτοῦ, 

Τὰ θεωρήματα, περὶ τῶν ὁποίων ἐγένετο λόγος, ἡμποροῦν, τοὐλάχι- 
στον ἐν μέρει, νὰ θεωρηθοῦν ὡς μερικαὶ περιπτώσεις ἄλλων, ἀναφερομέ- 
νων εἰς τὰς ὀπιφανείας ποὺ γεννῶνται ἐκ περιστροφῆς μιᾶς ἐλλείψεως περὶ 
Ένα τῶν ἀξόνων της, μιᾶς παραβολῆς περὶ τὸν ἄξονά της, ἢ ἑνὸς κλάδου 
ὑπερβολῆς περὶ τὸν ἄξονα τῆς συμμετρίας του. Τὰ ἀξιολογώτατα αὐτὰ 
σχήματα ἐξετάξει ὁ ᾽Αρχιμήδης εἰς ἕνα ἄλλο θαυμάσιον βιβλίον του τιτλο- 
φορούμενον κερὶ κωνοειδέων καὶ σφαιροειδέων. Ἔξ 
αὐτοῦ µανθάνοµεν τὰς σχέσεις τῶν ὄγκων τῶν σχημάτων, ποὺ γεννῶνται 
διὰ τομῆς μιᾶς τῶν ἀνωτέρω ἐπιφανειῶν ὑκὸ ἐπιπέδων καθέτων ἐχὶ τὸν 
ἄδονα. Λαμβάνονται δὲ αἱ σχέσεις αὗται δι εὐφυεστάτων συλλογισμῶν, 
οἱ ὁποῖοι ἀποτελοῦν ἀληθεῖς καὶ καθαρὰς ὁλοκληρώσεις ὑπὸ ἄλλο ἔνδυμα 
καὶ αἱ ὁποῖαι ἐχρησίμευσαν ὡς κίνητρα, καὶ ὡς ὁδηγοί διὰ τὰς ἄλλας 
ὁμοίου τύπου ἐρεύνας, ποὺ ἔγιναν εἰς τὴν γεωµετρίαν πρὸ τῆς δηµιουρ- 
γίας τοῦ ὁλοκληρωτικοῦ λογισμοῦ, 

Προτοῦ ἐπιχειρήσῃ τοὺς λεπτοὺς αὑτοὺς ὑπολογισμούς, ὁ ᾿Αρχιμή- 
δης ἐχρειάσθη νὰ ἐπιμείνῃ εἰς τὴν ἔκθεσιν μερικῶν οὐσιωδῶν ἰδιοτήτων 
τῶν ἐπιφανειῶν, τῶν ὁποίων προηγουμένως ἐδόθη--ὁ ὁρισμὸς (πρόκειται 
περὶ ὅλων τῶν διὰ περιστροφῆς κωνικῶν τομῶν παραγομένων ἐπιφανειῶν, 
εκτὸς τοῦ µονοχώνου ὑπερβολοειδοῦς), ἐπέτυχε δὲ τοῦτο µέσῳ σειρᾶς σκέἐ- 
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ψεων μεγάλης ἀξίας, ποὺ κατέστη µεγαλυτέρα ἀφ᾿ ὅτου κατεδείχθη ἡ δυ- 
νατότης τῆς ἐφαρμογῆς των εἰς οἰανδήποτε ἐπιφάνειαν δευτέρου βαθμοῦ. 
Εἴτε εἶναι, εἴτε δὲν εἶναι ὁ ᾿Αρχιμήδης ὁ κρῶτος ἀσχοληθεὶς μὲ τὰς ἔπι- 
φανείας αὐτάς, εἶναι ἐκτὸς πάσης ἀμφιβολίας, ὅτι εἰς αὐτὸν ὀφείλεται τὸ 
ὅτι αὗται ἐγένοντο ἀντικείμενον [διαιτέρας προσοχῆς καὶ φροντίδος ἐκ 
µέρους τῶν μαθηματικῶν. 


42. ᾿Ανάλογον δόξαν ἀπέκτησεν ὁ μέγας γεωμέτρης τῶν Συρακουσῶν 
μὲ µίαν ἄλλην ἐργασίαν του περί ἑλίκῶων. Εἰς τὴν ἐργασίαν αὐτὴν 
γίνεται µεθοδικἡ σπουδὴ τῶν καμπύλων (αἱ ὁπκοῖαι φαίνεται ἀπησχόλη- 
σαν διὰ κρώτην φορἀν τὸν Κόνωνα τὸν Σάμιον), τῶν παριστωµένων εἰς 
πολικὰς συντεταγµένας δι ἐξισώσεων τῆς µορφῆς ρ-αω, ἔνθα α µία 
σταθερά”. Αἱ καμχύλαι αὗται ὀνομάζονται κοινῶς σήμερον Έλικες 
τοῦ Αρχιμήδους πρὸς διατήρησιν τῆς µνήµης ἐκείνου, ὅστις 
πρῶτος ἀνεκάλυψε καὶ ἀπέδειξε τὰς θεμελιώδεις των ἰδιότητας. Ὁ ᾿Αρχι- 
µήδης πράγματι ἀπεκάλυψε τὴν δυνατότητα χρήσεως τοιούτων καμπύλῶων 
εἰς τὴν εὐθειοποίησιν ὄχι µόνον ὁλοκλήρου πδριφερείας, ἀλλά καὶ ἑνὸς 
τυχόντος τόξου της, ὑπέδειξε τὴν χάραδιν τῆς ἐφαπτομένης χρησιμο- 
ποιῶν, ὅπως λέγομεν σήμερον, τὴν πολικἠν ὑφαπτομένην καὶ ἔδωσε πλῆ- 
θος θαωωρημάτων τετραγὠνισμοῦ, χαρακτηριζοµένων ὑπὸ ἀφθάστου κοµ- 
ψότητος, Εάν δὲν ἕκαμε λόγον περὶ εὐθειοποιήσεως τόξου ἔλικος, τοῦτο 
ἑξηγεῖται ἐκ τοῦ γεγονότος ὅτι αὕτη εἶναι ἀνόφικτος, χωρὶς τὴν χρῆσιν 
τῆς λογαριθµικῆς συναρτήσεως. Ὁ δρόμος τὸν ὁκοῖον ἠκολούθησεν ὁ 
Συρακούσιος μαθηματικός διά τὴν ἁπόδειξιν τῶν ἀποτελεσμάτων τούὐτων' 
φαίνεται σήµερον μακρὸς καὶ δύσβατος, διὸ καὶ τὸ ἔργον του περὶἰ 
ἐλίκων εὑρίσκει σήμερον ὀλίγους ἀναγνώστας. ᾽Αλλὰ τὰ εὑρεθέντα 
συμπεράσματα κατέλαβον µόνιμον θέσιν εἰς τὴν µαθηµατικὴν ἐπιστήμην 
καὶ τοῦτο ἀποτελεῖ χωρὶς ἀμφιβολίαν τὴν ὠραιοτέραν ἐπιβράβευσιν δι᾽ 
οἰονδήποτε ἐρευνητήν. 

Μεταξὺ τῶν ἄλλων ἐργασιῶν τοῦ ᾿Αρχιμήδους, αἱ ὁποῖαι ὑπολείκον- 
ται πρὸς ἐξέτασιν, μεγάλην σκουδαιότητα ἔχουν, ὅπως θά ἴδωμεν, τὰ δύο 
βιβλία του περὶ ἐπιπέδων ἰσορροπτιῶν, εἰς τὰ ὁποῖα παρεµ- 
βάλλεται καὶ µία ἄλλη ἐργασία του τιτλοφορουµένη συνήθως τετρα- 
γωνισμὸς τῆς παραβολῆς, μολονότι ὁ ᾽Αρχιμήδης ὁμιλεί 


. αν καὶ δὲν ὑπάρχη καμμία σχετικὴ μαρτυρία, ἓν τούτοις μᾶς φαίνεται εὐλο- 
τωτάτη ἡ σκέψις, ὅτι ἐνδέχεται ἡ Ὑενικὴ ἔννοια τῶν πολικῶν συντεταγμένων νὰ 
ἕλκη τὴν καταγωγἠν της ἀπὸ τὴν ἀνωτέρῳ ἐργασίαν τοῦ ᾿Αρχιμήδους καὶ ὅτι ἐκ τῆς 
μελέτης ταύτης ὠδηγήθησαν πιθανῶς εἰς τὴν εἰσατωτῆν, ὡς βσηθητικοῦ μεγέθους 
κρὸς χάραξιν τῶν ἐφακτομένων, τῆς πολικῆς ὑφαπτομένης καὶ συνακδοχικῶς καὶ τῆς 
πολικῆς ὑποκαβότου, 


8 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 
πάντοτε περὶ ὀρθογωνίου κώνου τομᾶς, Τὰ βιβλία αὐτὰ ἄπο- 
τελοῦν τὴν πρώτην ἐπιστημονικὴν πραγµατείαν τῆς Στατικῆς καὶ ἔχουν 
Ὑραφὴ μὲ µίαν µέθοδον τόσον κολὺ αὐστηρῶς σύμφωνον πρὸς ἐκείνην 
τοῦ Εὐκλείδου, ὥστε μένει κανεὶς μὲ τὴν ἐντύπωσιν ὅτι ἔχει πρὸ ὀφθαλ- 
μῶν ἕνα κεφάλαιον μιᾶς γεωμετρίας τεσσάρων διαστάσεων, ὅπου κάθε 
σημεῖον χαρακτηρίζεται ἀπὸ τὰς ἰδίας του συντεταγµένας καὶ τὸ ἴδιόν 
του βάρος, 

Τὸ πρῶτον ἐκ τῶν ἀναφερθέντων βιβλίων ἀρχίζει μὲ τὸν προαδιορι- 
'σμὸν τῶν συνθηκῶν ἰσορροπίας μιᾶς βαρείας εὐθείας (ὡς ἐκκροσωκούσης 
μίαν ράβδον στερεὰν) στηριζοµένης εἰς κατακόρυφον ὑπομόχλιον. ᾿Εδῦ 
τίθεται ἡ ἀρχὴ τοῦ μοχλοῦ, ἡ ὁποία ὤθησε τὸν ᾿Αρχιμήδη εἰς τὴν ὑπέ- 
ροχον καὶ οὐχὶ ἀβάσιμον δήλωσίν του αδός µοι πᾷ στῶ καὶ τὰν γᾶν κι- 
νήσω», Προχωρεῖ κατόπιν εἰς τὴν ἔρευναν τῶν κέντρων βάρους τῶν ἅπλου- 
στέρων γεωμετρικῶν σχημάτων (παραλληλογράμμου, τριγώνου, τρακεζίου). 
Καὶ ἐπειδὴ εἶναι φυσικὴ ἡ περιέργεια νὰ ζητήσῃ κανεὶς νὰ µάθῃη κατὰ 
κοῖον τρόπον οἱ ἀρχαῖοι συνέλαβον αὐτάς τὰς ἐννοίας, εἶναι σκόπιµον νὰ 
σημειώσωμεν σχετικῶς ὅτι τίκοτε τὸ συγκεκριµένον δὲν εἶναι γνωστόν, 
καθ’ ὅσον οἱ ὁρισμοί τῶν ἐν λόγῳ ἐννοιῶν περιείχοντο εἰς προγενέστο. 
ρον ἔργον τοῦ ᾿Αρχιμήδους (πε ρἱ ζυγῶν), τὸ ὁποῖον θεωρεῖται σή- 
μδρον ὡς ἀπολεσθέν, ἐκτὸς τοῦ τίτλου του, Τὰ προκύπτοντα ἆπ 
ἐφαρμόζει εἰς τὴν παραβολήν, καταλήγων εἰς τὸ περιώνυµον θεώρημα : 
απΏν τμᾶμα περιεχόµενον ὑπὸ εὐθείας τε καὶ ὀρθογωνίου κώνου τομᾶς 
ἐπίτριτόν ἐστι τοῦ τριγώνου τοῦ ἔχοντος βάσιν τὰν αὐτὰν τῷ τμάματι 
καὶ ὕψος ἴσον» (πᾶν κπαραβολικὸν τμῆμα εἶναι τὰ 4/3 τοῦ τριγώνου τοῦ 
ἔχοντος βάσιν τὴν τοῦ παραβολικοῦ τμήματος καὶ ῦψος τὸ αὐτό), Τὸ ϐε- 
μελιῶδες αὐτὸ θεώρημα ἀνήκει εἰς τὸν ᾿Αρχιμήδη, ὃ ὁποῖος οὕτω κατώρ- 


συνδέει τὴν κορυφὴν καὶ τὸ µέσον τῆς βάσοως αὐτοῦ καὶ χωρίζει αὐτὴν 
εἰς τὸν λόγον 3/29, 
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᾽Αποκαθιστῇ κατόπιν μίαν βοηθητικὴν κρότασιν (λῆμμα), ἡ ὁκοία 
ἐπιτρέπει τὸν προσδιορισμὸν τοῦ κέντρου βάρους ἑνὸς σχήματος προκύ- 
πτοντος ἀπὸ ἄλλο δι ἁποκοπῆς ὠρισμένου τμήματός του. Οὕτω κατορ- 
θώνει νὰ γενικεύσῃ τὴν προηγουµένην πρότασιν, περὶ κέντρου βάρους 
παραβολικοῦ τµήµατος, εἰς τὸ τραπεζοειδὲς παραβολικὀν χωρίον τὸ προ- 
κῦκτον διὰ τοµῆς τοῦ παραβολικοῦ τμήματος ὑπ εὐθείας παραλλήλου 
πρὸς τὴν βάσιν (ἀκριβζς ὅπως λαμβάνεται ἓν τραπέζιον διὰ τοµῆς τριγώ- 
νου ὑπ εὐθείας παραλλήλου πρὸς τὴν βάσιν του), 

Ἐνῷ μὲ τὰ βιβλία του περὶ ἐπιπέδων [σορροπιῶν ὁ μέγας 
Συρακούσιος ἐγένετο θεμελιωτὴς τῆς Στερεοστατικῆς, εἰς ἕνα ἄλλο ἔργον 
του περὶ τῶν ἐν ὕδατι ἐφισταμένων ἢ περἰἱὶ ὀχουμένων 
(Βιβλία δύο) ἔθεσε τὰς βάσεις διὰ τὴν µεβοδικἠν ἀνάπτυξιν τῆς Ὕδρο- 
στατικῆς καὶ μᾶλλον θά ᾖτο ἀκριβέστερον νἁ λεχθῇ ὅ,τι εἶπεν ἄλλοτε 
περὶ αὐτοῦ ὁ Ἱ.αρτανμε, ὅτι δηλαδἡ ὁ ᾿Αρχιμήδης διὰ τοῦ ἐν λόγῳ ἔργου 
του” ἐδίδαξε µίαν θεωρίαν ἐπὶ τῆς ἰσορροπίας τῶν ἐπιπλεόντων σωμά- 
των, εἰς τὴν ὁποίαν οἱ νεώτεροι τίποτε δὲν µετέβαλον, καὶ πολὺ ὀλίγα 
προσέθεσαν. 

Καὶ πράγµατι δὲν εἴναι δυνατὸν νἁ μὴ συμμερισθῶμεν τὴν γνώµην 
αὐτὴν τοῦ Ἱαρταημε, ὅταν ἡ πασίγνωστος «ἀρχὴ τοῦ ᾽Αρχιμήδους» δὲν 
λείπῃ σήµερον ἀπὸ κανένα ἐγχειρίδιον Φυσικῆς. Εἶναι ἄγνωστον, ἐὰν ἡ 
περίφηµος αὐτὴ «ἀρχὴ» ὑκῆρξε τὸ σημεῖον ἀφίξεως ἢ τὸ σημεῖον ἐκκι- 
νήσεως τῶν σκέψεων, βάσει τῶν ὁπκοίων ὁ ᾿Αρχιμήδης ἀνεκάλυψε τὸν 
δόλον ποὺ εἶχε διακράξει εἰς βάρος τοῦ τυράννου τῶν Συβακουσῶν ὁ 
χρυσοχόος ἐκεῖνος, εἰς τὸν ὁκοῖον εἶχεν ἀνατεθῆ ἡ κατασκενυἡὴ στεφάνου 
ἐκ καθαροῦ χρυσοῦ””». 

Τῆς ἐν λόγφ ἀρχῆς ὁ ᾿Αρχιμήδης ὑποδεικνύει, εἰς τὰ βιβλία ποὺ 

 Τοῦ ἔργου τούτου ὑσώζετο µόνον ἡ λατινικἡ µετάφρασις, ἑσχάτας ὅμως ἄνε- 
καλύφθη καὶ τὸ ἑλληνικόὸν κείµενον εἰς ἕνα παλίµψηστον ὑφιστάμενον εἰς τὴν Ἱερου- 


Ὃ' Ὅ Ῥωμαῖος μηχανικός καὶ ἀρχιτέκτων Βιερούβιος (περὶ τὸ 25 π.Χ.) εἰς 
περίφημου, ἐκ δέκα βιβλίων, ἔργον του Ώο Αεβίιοοίαγα ἀναφόρει, σχετικῶς μὲ τὸ πα- 
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ἀνεφέραμεν, µίαν σκουδαίαν καὶ δυσκολωτάτην ἐφαρμογήν, προσδιορί- 
ζων τὰς συνθήκας ἰσορροκίας τοῦ στερεοῦ τοῦ προκύπτοντος ἐκ τῆς τοµῆς 
ἐπὶ τὸν ἄξονα, ὅταν τὸ στερεὸν τοῦτο βυθισθῇ ἐντὸς ὑγροῦ. Καὶ ἡ ἔρευνα 


495. Δὲν δυνάµεθα πρὸς τὸ παρὸν ν’ ἀσχοληθῶμεν μὲ ἕνα ἄλλο σκου- 
δαιότατον ἔργον τοῦ ᾿Αρχιμήδους, διότι διὰ νἁ καταστήσωµεν δυνατἠν 
τὴν πλήρη κατανόησιν τῆς σηµασίας καὶ τῆς ἀξίας του εἶναι ἀνάγκη νὰ 
τὸ τοποθετήσωμµεν εἰς τὰ πλαίσια τῆς ᾿Αριθμητικῆς τῶν ᾿Αρχαίων Ἑλλή- 
γῶν, περὶ τῆς ὁποίας θὰ ὁμιλήσωμεν εἰδικώτερα βραδύτερον (κεφ. ΥἨ. 
Ἐκεῖ θὰ κάµωμεν λόγον ἀκόμη δι’ ἕνα δύσκολον πρόβλημα ἀριθμητικῆς, 
ποὺ φέρει τὸ ὄνομα του (ὃ 94], 

'Ἔδᾶ εἴναι μᾶλλον κατάλληλος ἡ στιγµἠ νὰ ὁμιλήσωμεν εἰς κάκοιαν 
ἕκτασιν διὰ τὰς μεθόδους, τὰς ὁποίας µετήρχετο ὁ ᾿Αρχιμήδης, πρῶτον 
διὰ τὴν ἀνακάλυψιν καὶ ἔπειτα διὰ τὴν ἀπόδειξιν τῶν θεωρηµάτων του. 

Ὡς πρὸς τὴν µέθοδον τῆς ἀποδείξεως, ἔχομεν νὰ παρατηρήσωµεν, 
ὅτι αὕτη χαρακτηρίζεται ἀπὸ εὐρυτάτην χρῆσιν τῆς γεωµετρικῆς ἀλγό- 
βρας, εἰς τὴν ὁποίαν ὁ ᾿Αρχιμήδης ἔδωσε µορφὴν κομψοτέραν καὶ ἴσχυ- 
ῥοτέραν τῆς ἀπαντωμένης εἰς τὸν Εὐκλείδη. 

Χαρακτηρίζεται ἀκόμη ἀπὸ εὑρεῖαν χρῆσιν τῆς ὑπὸ τῶν ἀρχαίων 


καλουµένης «νεύσεως», δηλαδὴ Τεωμετρικῆς πράξεως ἁποσκοπούσης 


ἀνήκει τὸ τµῆµα νὰ διέρχεται ἀπὸ δεδοµένον σημεῖον. ᾿Αξιοσημείώτον 
εἶναι ὅτι ὁ ᾿Αρχιμήδης ἐπικαλεῖται τὴν ανεῦσιν» ἀκόμη καὶ ὅταν εἶναι 
ἀδύνατος ἡ Ἱραγματοποίησις αὐτῆς διὰ τοῦ κανόνος καὶ τοῦ διαβήτου, 


Τέλος ὁ ᾿Αρχιμήδης ἐφήρμοσεν εἰς εὑρεῖαν κλίµακα τὰς ὑπὸ τοῦ 
Εὐδόξου ἀναπτυχθείσας πρωτοτύπους ἰδέας (ὃ 311), τὰς ὁποίας ὀφήρμοσε 
μετ ἐπιτοχίας καὶ ὁ Εὐκλείδης, διὰ τὸν ὑκολογισμὸν ἐμβαδῶν καὶ ὄγκων, 
δείδη τὴν πλανκν ἀκῤώώλλησε τὸν Αρχιμήδη νὰ καταβάλῃ κᾶῆσαν δυνατἠν προσπάθκιαν 
πρὸς ἀνακάλυψιν τοῦ ὅόλου. Ὁ τελευταῖος εἰσελθών κατὰ τύχην ὀλίγον ἔπειτα εἰς 


νοθείας τοῦ στεφάνου ἐκυριεύθη ἀπὸ τόσην χαράν, ὥστε ἐξελθὼν γυμνὸς εἰς τὸν 
δρόµον κατηυθύνετο εἰς την οἰκίαν του φωνήζων «εὔρηκα, εὔρηκα ἰν 
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χωρὶς τὴν χρῆσιν ἐκκεφρασμένων μεθόδων ὁλοκληρωτικοῦ λογισμοῦ. 
Προσέθεσε δὲ εἰς τὴν μµέβοδον τοῦ Εὐδόξου καὶ τὴν ἰδικήν του πρωτό- 
τυπον συµβολήν, δηλαδἡ τὴν χρῆσιν τοῦ ζυγοῦ, ὅπως εἴδομεν ἤδη εἰς τὰ 
περὶ τοετραγωνισμοῦ τῆς παραβολῆς (ϐ 42). 

Ἐπειδὴ πλεῖστοι ἀπὸ τοὺς ἀποδεικτικοὺς συλλογισμοὺς τοῦ ᾽Αρχιμή- 
δους, ἄν καὶ προκαλοῦν τὸν θαυμασμὸν διὰ τὴν πρωτοτυπίαν των, εἶναι 
τεχνασματικοί καὶ δὲν στεροῦνται περικλοκῶν, ἠγέρθη εἰς πολλοὺς ἡ 
βάσιµος ὑπόνοια ὅτι οἱ ἀποδεικτικοί του συλλογισμοὶ δὲν ἦσαν ἐκεῖνσι, 
κοὺ Φδήγησαν ἀρχικῶς τὸν ᾿Αρχιμήδη εἰς τὴν ἀνακάλυψιν τῶν ἀληθειῶν, 
ποὺ τὸν κατέστησαν διάσηµον εἰς ὁλόκληρον τὸν κόσμον. 

Ἡ εἰκασία αὕτη εὗρε πράγματι τὴν φαεινοτέραν δικαίωσιν, ὅταν, 
κατὰ τὰς ἀρχὰς τοῦ αἰῶνος, ἀνεκαλύφθη εἰς µίαν βιβλιοθήκην τῆς Κων- 
σταντινουπόλεως ἕνα παλίμψηστον, εἰς τὸ ὁποῖον φέρεται ἐγγεγραμμένον 
σημαντικὸν ἀπόσπασμα ἔργου τοῦ ᾿Αρχιμήδους, ὑπὸ τὸν τίτλον «Ἡ 
ἔφοδοςφ, Τὸ ἔργον τοῦτο ἔχει μεθοδολογικὀν χαρακτῆρα καὶ μεταξὺ 
ἄλλων καθιερώνει τὴν διάκρισιν μεταξὺ «μεθόδου ἀνακαλύψεως» καὶ «μεθύ- 
ὅου ἀποδείξεως» τῶν γεωμετρικῶν ἀληθειῶν, 

Χωρὶς ἐκιφυλάξεις ὁ ᾽Αρχιμήδης διατυπώνει τὴν ἄποψιν, ὅτι ἐνῷ ἡ 
σειρὰ τῶν συλλογισμῶν, διὰ τῶν ὁποίων ἀποδεικνύεται ἕνα θεώρημα, 
κρέπει νὰ εἶναι ἁπηλλαγμένη παντος στοιχείου μὴ ἀνήκοντος εἰς τὴν ἐπι- 
στήµην τοῦ διαστήµατος, ὁ διεξάγων μίαν ἐπιστημονικὴν ἔρευναν εἶναι 
ἐλεύθερος νἁ χρησιμοποιήση οἰονδήποτε μέσον ἱκανὸν νὰ τὸν ὁδηγήσῃ 
ἀσφαλέστερα εἰς τὸν σκοπόν, Σοφἡ συμβουλή, ἡ ὁποία ἀκόμη καὶ σήμερον 
θά ἠδύνατο νὰ βοηθήση ὅλους τοὺς ἐπιμένοντας νά πηλοβατοῦν εἰς µίαν 
ἄγονον τυπικότητα καὶ σχολαστικότητα. 

Τοιουτοτρόκώς ὁ ᾿Αρχιμήδης μᾶς ἐπιτρέπει νἁ ἐγγίσωμεν διὰ τῆς 
χειρὸς τὴν εὐστροφίαν ποὺ μεταχειρίζεται εἰς πολλάς περιπτώσεις, εἶδι- 
κώτερον μάλιστα εἰς τὸν προσδιορισμὸν τοῦ ὄγκου κυλινδρικοῦ ὄνυχος ἢ 
τοῦ κοινοῦ ὄγκου δύο ὀρθῶν κυκλικῶν κυλίνδρων τῆς αὐτῆς διαμέτρου, 
ἀλληλοτομούντων κατ ἄξονα ὑπὸ ὀρθὴν γωνίαν. Ὁ ὄγκος οὗτος εἶναι, 
ὅπως ἀποδεικνύει ὁ ᾿Αρχιμήδης, ἴσος πρὸς τὰ 2/3 τοῦ κύβου τοῦ ἔχοντος 
κλευρὰν τὴν κοινἠν διάµετρον τῶν κυλίνδρων ". 


5 "Ομιλοῦντες σύγχρονον µαθηµατικἡν γλῶσσαν, θά ἦτο δυνατὸν νά εἴπωμαν ὅτι 
πρόκειται περὶ τοῦ κοινοῦ µέρους τῶν δύο κυλίνδρων αν - Ἠἳ ο, σα 6, τοῦ 
ὁποίου ὁ ὄγκος δίδεται ἀπὸ τὸ διτλοῦν ὁλοκλήρωμα : 


μπε 
γ.Ἓῖ | » [Γαςὁ --ᾖ οὐ 


γ. κοῦ 


82 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 
επ ττερκαπνε- κε ώμο. μμως αν ικοπηρμωάος σος. 


ἡμικανονικῶν πολυέδρων, ἤτοι σχημάτων τοῦ χώρου περιορι- 
ζομένων ὑκὸ κανονικῶν πολυγώνων διαφόρων εἰδῶν. Διὰ µέσων ἁγνώ- 
στων εἰς ἡμᾶς, προσδιώρισε τὸν ἀριθμὸν αὐτῶν εἰς δεκατρία, Φθηθεὶς 
πιθανῶς ἀπὸ τὴν ἐξέτασιν τῶν δύο Τνωστῶν εἰς τὸν Πλάτωνα (4 29). 


α) «᾿Ἐὰν ἐπὶ τῆς διαμέτρου Α.Ο ἡμικυκλίου (σχ. ϐ) ληφθῇ σημεῖον Ὁ 
καὶ γραφοῦν ἀπὸ τῶν τμημάτων τῆς διαμέτρου δύο ἡμικύκλια ἑντός, ἀπὸ 


ϱ) «Ἐὰν εἰς ἡμικύκλιον (σχ. Ὦ ληφθοῦν δύο ἴσα τμήματα ΑΒ ταὶ 
Ο5 ἀπὸ τῶν ἄκρων τῆς διαμέτρου Α΄ καὶ ἀπὸ τούτων γραφοῦν ἡμικύ- 
κλια ἐντόὸς, γραφῇ δὲ καὶ ἀπὸ τοῦ ὑκολοίπου τμήματος ΕΩ ἡμικύκλιον 
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ἐκτός, ὁ κύκλος τοῦ ὁποίου διάµετρος εἶναι τὸ ἄθροισμα τῶν ἀκτίνων τοῦ 
ληφθέντος ἡμικουκλίου καὶ τοῦ ἐκτός, ἰσοῦται πρὸς τὸ ὀμβαδὸν τοῦ σχή- 
µατος τοῦ περικλειοµένου ὑπὸ τῶν τόδων ὅλων τῶν ἡμικοκλίων --Ίνο- 
«στοῦ μὲ τὸ ὄνομα σάλινον”ν, 

Μία µονογραφία τοῦ Συρακουσίου μαθηματικοῦ ἐπὶ τοῦ ἕπτα- 
γώνου ἐθεωρεῖτο µέχρι τοῦ τέλους τοῦ Χ αἰῶνος ὡς ἀπολεσθεῖσα. Εὐρό- 
θησαν ὅμως διάφορα ἀντίγραφα εἰς τὴν ἀραβικήν, ἕνα τῶν ὁποίων, ὀφεν' 
λόμενον εἰς τὸν Ταδῖίί ἵσα Όποιτα (836-901), εἶδε τὸ φῶς τῆς δηµοσιό- 
τητος εἰς γερμανικἡν γλῶσσαν (4 144). Ἐδ αὐτοῦ 
διδασκόµεθα µίαν κομψὴν πρότασιν, σχετικὴν 
πρὸς τὸ κανονικὀν ἑπτάγωνον, τὴν ὁποίαν θες- 
ροῦμεν σκόπιµον ν᾿ ἀναφέρωμεν ἐδῶ. «Δίδεται 
(σχ. 8) ἡ εὐθεῖα ΑΒ, ἐφ' ἧς λαμβάνομεν δύο 
σημεῖα ϱ καὶ Ὦ τοιαῦτα, ὥστε νὰ ἔχωμεν : 

ΑὈ.Ὀ -- ΗΒ. 


αρ) τα, 


Τὰ τµήµατα Α6, ὈΒ, προκύκτουν μεγαλύτερα 
τοῦ (Ὀ, ὥστε ἐπιτρέπουν τὴν κατασκενἠν ἑνὸς 
πριγώνου «ΗΒ τοιούτου, ὥστε (Ἠ-«Α6Ο, ΏΗ --ΒΏΌ, Περιγράφοµεν τώρα 
εἷς τὸ τρίγῶνον ΑΒΗΒ περιφέρειαν Γ καὶ προσκτείνοµεν τὰς πλευρὰς Ἡς, 
ΗΏ μέχρι τῆς περιφερείας͵ τεµνοµένης ἀντιστοίχως εἰς 7 καὶ Ε. Ἔσταοτ 
τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν εὐθειῶν ΒΖ, ΗΕ. Τὰ 4 σημεῖα 5, Τ, Β, Ἡ εἶναι 
ὁμοκυκλικά, τὰ δὲ τρία τόξα τῆς Γ περιφερείας ΒΗ, Α7, ΖΕ προκύπτουν 
Ἴσα µεταξύ των, ἐνῷ τὰ ὑπόλοιπα ΑΗ καὶ ΒΕ διπλάσια τῶν πρώτων, οὔ- 
τως ὥστε τούτων διχοτοµουµένων, ἡ περιφέρεια Τ ἔχει διαιρεθῆ εἰς ἑπτὰ 
Ἴσα µέρη», 

Οἱ ἀκόλουθοι τοῦ Μωάμεθ μᾶς μετέδωσαν ἐπίσης ἀρκετάς πληροφο- 
ρίας ἀναφορικῶς πρὸς ἕνα παίγνιον, παιζόμενον, κατ᾽ ἐφεύρεσιν τοῦ ᾿Αρ- 
χιµήδους, μὲ πλακίδια ἐξ ἐλεφαντοστοῦ, σχήµατος τριγωνικοῦ καὶ πολυ- 
Ὑωνικοῦ, καλούμενον δὲ συνήθως Ἰοστίμς Ατοὐιποιις ἢ στο- 
μάχιον. Κάμνομεν ἁπλῶς µνείαν τοῦ παιγνιδίου τούτου, ἓν µέσῳ τόσων 
ἄλλων μηχανῶν ποὺ ἐπενόησεν ὁ ἴδιος -- χῶρἰς νὰ δίδῃ δι αὐτὰς μεγά- 
λην σηµασίαν, ἑνῷ ἀντιθέτως αὗται διήγειρον ἄμετρον θαυμασμὸν εἰς τοὺς 
συγχρόνους του --- διότι ἐκεῖνος ποὺ ἐπιθυμεῖ νὰ σχηµατίσῃ ἀκριβῆ ἀντίλη- 
Ψιν μιᾶς τόσον ἐξεχούσης προσωπικότητος, ὡς ὁ Αρχιμήδης, δὲν εἶναι θεµι- 
τὸν νά παραλείψῃη καµµίαν ἀπὸ τὰς πολλὰς ἀπόψεις, ὑπὸ τὰς ὁποίας αὕτη 
ἐμφανίζεται, μολονότι, αἱ πληροφορίαι τὰς ὁποίας ἑδώσαμεν ἀναφορικῶς 
πρὸς τὸ καθαρῶς μαθηματικὸν ἔργον του, εἶναι ἐπαρκεῖς διὰ νὰ καταδεί- 
Έουν πόσον δίκαιον εἶχεν ὁ . Ἰαἰ λέγων ὅτι «ὁ ᾿Αρχιμήδης ὑπῆρδον 


ὔὌκ το... |“«. 


ἀνὴρ ἐκκληκτικῆς ἀγχινοίας, ὁ ὁποῖος ἔθεσε πρῶτος τὰ θεμέλια σχεδὸν 
ὅλων ἐκείνων τῶν ἐπινοήσεων, διὰ τὰς ὁποίας καυχᾶται ἡ ἐποχή µας». 


ὍὉ Απολλώνιος 


45. ὉὍ θαυμασμός ὁ ἐμπνεύσας εἰς τὸν ἨγαἰΗε τοὺς λόγους, τοὺς: 
ὁποίους πρὀ ὀλίγου ἐμνημονεύσαμεν, διαφαίνεται ἐξ ἴσου καθαρἀ καὶ εἰς 
τὴν ἀκόλουθον δήλωσιν τοῦ ΤεἰδηῖΣ - αὐκεῖνος, ὁ ὁποῖος κατανοεῖ τὸν 
᾿Αρχιμήδη καὶ τὸν ᾽Απολλώνιον, θαυμάζει ὁλιγώτερον τὰς ἐπινοήσεις τῶν' 


Εἰς τοὺς λόγους αὐτοὺς τοῦ 1 εἰδηίχ ἀναφέρεται πλησίον τοῦ ᾿Αρχι- 
µήδους ἕνα ἄλλο ὄνομα καὶ ἐξαίρεται ἕνας ἄλλος γεωμέτρης, εἰς τὸν' 
ὁποῖον ἀπονέμεται οὕτω ἡ ὑψίστη τιµὴ (τὴν ὁποίαν μεταξὺ τῶν συγχρό- 
νῶν µόνον ὁ Ολμμ µέχρι τῆς ὥρας ἐπέτυχε) νὰ τοκοθετῆται εἰς τὴν 
αὐτὴν στάθµην μὲ τὸν Συρακούσιον µαθηµατικόν, 

Εἶναι ὁ Απολλώνιος ὁ Περγαῖος, Ἰεννηθείς εἰς τὴν Πέργην 
τῆς Παμφυλίας, κατά τινας 40 καὶ κατ’ ὄλλους 25 ἔτη πρὸ τοῦ ᾿Αρχιμήδους, 
ἐνῷφ ὑπάρχουν καὶ οἱ θεωροῦντες τὸ Ι10π.Χ. ὡς ἔτος τῆς ὠριμότητός του, Εἰς 


Π 
ὁποῖα κατέστησαν διάσηµον τὴν ᾽Αλεξάνδρειαν, Ότι ὁ ᾽Απολλώνιος ἐδί- 
δαδε δηµοσίᾳ ἐδῶ καὶ ἀλλαχοῦ εἴναι δυνατόν, μάλιστα πιθανόν, ἀλλ' ίστο-. 


Περὶ τῆς ζωῆς του γνωρίζοµεν τόσον ὀλίγα, ὥστε δὲν κατέστη ἀκόμη. 
δυνατὸν νὰ ἐξακριβωθῇ τελικῶς, ἄν οὗτος, πρέπει νά ταυτισθῇ μὲ ἕνα 


περιγράφει ὡς ἄνθρωκον μὲ χαρακτῆρα µαταιόδοξον καὶ ὑπεροπτικόν, 
µεθυσθέντα ἐκ τῆς μεγάλης πρὸς αὐτὸν ἐκτιμήσεως τῶν συγχρόνων του, 


εινα ριζικὰς τροποποιήσεις εἰς τὴν γενικἠν διάταδιν τῆς ὕλης καὶ εἴς 
τινα σημαντικὰ χωρία τῶν Στοι χείων. Αν καὶ αἱ σχετικαὶ εἰδή- 
σεις εἶναι, ἀτυχῶς, ἑλλιπεῖς καὶ ἀποσπασματικαί, ἁρκοῦν παρὰ ταῦτα, 
γ΄ ἀποδείξουν ὅτι εἰς τὸν ᾽Απολλώνιον ἀνήκει ἡ τιµή, ὅτι πρῶτος μετὰ 
θάρρους διήνοιξε µίαν ὁδόν, ἡ ὁποία ἐγκαταλειφθεῖσα μετ αὐτόν, ἐπὶ 


ὔὌκ το... |“«. 


ἀνὴρ ἐκκληκτικῆς ἀγχινοίας, ὁ ὁποῖος ἔθεσε πρῶτος τὰ θεμέλια σχεδὸν 
ὅλων ἐκείνων τῶν ἐπινοήσεων, διὰ τὰς ὁποίας καυχᾶται ἡ ἐποχή µας». 


ὍὉ Απολλώνιος 


45. ὉὍ θαυμασμός ὁ ἐμπνεύσας εἰς τὸν ἨγαἰΗε τοὺς λόγους, τοὺς: 
ὁποίους πρὀ ὀλίγου ἐμνημονεύσαμεν, διαφαίνεται ἐξ ἴσου καθαρἀ καὶ εἰς 
τὴν ἀκόλουθον δήλωσιν τοῦ ΤεἰδηῖΣ - αὐκεῖνος, ὁ ὁποῖος κατανοεῖ τὸν 
᾿Αρχιμήδη καὶ τὸν ᾽Απολλώνιον, θαυμάζει ὁλιγώτερον τὰς ἐπινοήσεις τῶν' 


Εἰς τοὺς λόγους αὐτοὺς τοῦ 1 εἰδηίχ ἀναφέρεται πλησίον τοῦ ᾿Αρχι- 
µήδους ἕνα ἄλλο ὄνομα καὶ ἐξαίρεται ἕνας ἄλλος γεωμέτρης, εἰς τὸν' 
ὁποῖον ἀπονέμεται οὕτω ἡ ὑψίστη τιµὴ (τὴν ὁποίαν μεταξὺ τῶν συγχρό- 
νῶν µόνον ὁ Ολμμ µέχρι τῆς ὥρας ἐπέτυχε) νὰ τοκοθετῆται εἰς τὴν 
αὐτὴν στάθµην μὲ τὸν Συρακούσιον µαθηµατικόν, 

Εἶναι ὁ Απολλώνιος ὁ Περγαῖος, Ἰεννηθείς εἰς τὴν Πέργην 
τῆς Παμφυλίας, κατά τινας 40 καὶ κατ’ ὄλλους 25 ἔτη πρὸ τοῦ ᾿Αρχιμήδους, 
ἐνῷφ ὑπάρχουν καὶ οἱ θεωροῦντες τὸ Ι10π.Χ. ὡς ἔτος τῆς ὠριμότητός του, Εἰς 


Π 
ὁποῖα κατέστησαν διάσηµον τὴν ᾽Αλεξάνδρειαν, Ότι ὁ ᾽Απολλώνιος ἐδί- 
δαδε δηµοσίᾳ ἐδῶ καὶ ἀλλαχοῦ εἴναι δυνατόν, μάλιστα πιθανόν, ἀλλ' ίστο-. 


Περὶ τῆς ζωῆς του γνωρίζοµεν τόσον ὀλίγα, ὥστε δὲν κατέστη ἀκόμη. 
δυνατὸν νὰ ἐξακριβωθῇ τελικῶς, ἄν οὗτος, πρέπει νά ταυτισθῇ μὲ ἕνα 


περιγράφει ὡς ἄνθρωκον μὲ χαρακτῆρα µαταιόδοξον καὶ ὑπεροπτικόν, 
µεθυσθέντα ἐκ τῆς μεγάλης πρὸς αὐτὸν ἐκτιμήσεως τῶν συγχρόνων του, 


εινα ριζικὰς τροποποιήσεις εἰς τὴν γενικἠν διάταδιν τῆς ὕλης καὶ εἴς 
τινα σημαντικὰ χωρία τῶν Στοι χείων. Αν καὶ αἱ σχετικαὶ εἰδή- 
σεις εἶναι, ἀτυχῶς, ἑλλιπεῖς καὶ ἀποσπασματικαί, ἁρκοῦν παρὰ ταῦτα, 
γ΄ ἀποδείξουν ὅτι εἰς τὸν ᾽Απολλώνιον ἀνήκει ἡ τιµή, ὅτι πρῶτος μετὰ 
θάρρους διήνοιξε µίαν ὁδόν, ἡ ὁποία ἐγκαταλειφθεῖσα μετ αὐτόν, ἐπὶ 
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μακροὺς αἰῶνας, ἀνευρίθη καὶ ἐσυνεχίσθη ὑπὸ τῶν νεωτέρων μὲ τὴν Ψψευ- 
δαίσθησιν, μάλιστα, ὅτι πρῶτοι αὐτοὶ ὕψωσαν τὴν σηµαίαν τῆς ἕπανα- 
«στάσεως ἑναντίον μιᾶς βαρυτάτης δεσποτείας. 

Δὲν εἶναι αὐτὴ ἡ μόνη ἐργασία, τὴν ὁποίαν ἐνέπνευσαν εἰς τὸν 
"Απολλώνιον τὰ Στοιχεῖα τοῦ Εὐκλείδου. Μέσφ τῶν ᾿᾽Αράβων ἔφθασε 
µέχρις ἡμῶν ἡ πληροφορία περὶ ἐρευνῶν, τὰς ὁποίας ἐνεπνυύσθη ὁ ᾿Απολ- 
λώνιος ἐκ τοῦ Χ βιβλίου, καὶ τελικὸς καρκὸς τῶν ὁκοίων ὑπῆρδε µία 
γενίκευσις (ποία;) τῆς θεωρίας τῶν ἀσυμμέτρων, τῆς ἀνακτυσσομένης εἰς 
τὸ βιβλίον τοῦτο τῶν Στοιχείων”. 

᾿Επὶ πλέον, Ὑψικλῆς ὁ ᾽Αλεξανδρεὺς (Β΄ αἰών μ.Χ.)--- Υεωµέτρης 
περὶ τοῦ ὁποίου ϐ᾽ ἀσχοληθῶμεν μετ ὀλίγον ---ἀναφέρει ὅτι ὁ ᾿Απολλώ- 
νιος ἐτελειοποιήσεν ἕνα ἔργον τοῦ ᾿Αρισταίου τοῦ Πρεσβυτέρου (ὁ 32) 
περὶ πολυέδρων, καταλήξας εἰς αὐστηροτάτην ἀπόδειδιν τῆς ἀκολούθου 
προτάσεως: «Εάν ἕνα δωδεκάεδρον καὶ ἕνα εἰκοσάεδρον εἶναι ἐγγεγραμ- 
μένα εἰς τὴν αὐτὴν σφαῖραν, ὁ λόγος τῶν ὄγκων των ἰσοῦται πρὸς τὸν 
λόγον τῶν ἐπιφανειῶν τῶν», 

Τέλος ἔχει διασωθῆ ἡ µνήµη τριῶν ἄλλων ἔργων τοῦ ᾽Απολλωνίου 
ἀναφερομένων εἰς τὴν στοιχειώδη Ἰεωμετρίαν. Μολονότι τὰ ἔργα αὐτὰ 
ἐχάθησαν, αἱ πληροφορίαι, τὰς ὁποίας παρέχει ὁ Πάππος μᾶς ἐπιτρέπουν 
νὰ δώσωµεν ἰδέαν τοῦ χαρακτῆρος καὶ τοῦ περιεχοµένου των. 

α) Περὶ ἐπαφῶν. Ἡ ἐργασία αὕτη περιλαμβάνεται εἰς δύο βι- 
Ἁλία, εἰς τὰ ὁποῖα παρείχετο ἡ λύσις, εἰς ὅλας τὰς δυνατὰς περιπτώσεις, 
τοῦ ἀκολούθου προβλήματος : «Δοθέντων τριῶν στοιχείων, ἕκαστον τῶν 
ὁποίων δύναται νὰ εἶναι σημεῖον, εὐθεῖα, περιφέρωα, νὰ γραφῇ περιφέ- 
ρεια διερχοµένη διὰ τῶν σημείων καὶ ἐφακτομένη τῶν εὐθειῶν καὶ περι- 
φερειῶν», Σήµερον πολλοὶ προτιμοῦν νἁ θεωροῦν ὅλας τὰς δυνατὰς ὑπο- 
Δέσεις, ὡς µερικὰς περιπτώσεις τῆς κατασκευῆς περιφερείας ἐφαπτομένης 
τριῶν ἄλλων, δηλαδὴ τοῦ προβλήματος ποὺ ὀνομάζεται εἷς τὰ σύγχρονα 
ἐγχειρίδια γεωμετρίας «πρόβληµα τοῦ ᾽Απολλωνίου». Αἱ πολλαὶ καὶ ἀξιό- 
λογοι ἑργασίαι, αἱ ὁποῖαι ἀφιερώθησαν εἰς τὸ θέµα τοῦτο ἀπὸ τῆς Άνα- 
Ὑεννήσεως μέχρι τῶν ἡμερῶν µας, καταδεικνύουν τὴν διαρκῆ ἀξίαν τὴν 
ἀποδιδομένην εἰς αὐτό. 

β) Ἐπίπεδοι τόποι. "Άλλη ἐργασία εἰς δύο βιβλία, ἀποβλά- 
πουσα εἰς τὴν εὕρεσιν τοῦ γεωμετρικοῦ τόπου ἑνὸς σημείου ἐπὶ ἐπιπίδου, 
εἰς πολλὰς περιπτώσεις ἔνθα ὁ ζητούμενος τόπος εἶναι εὐθεῖα γραμμὴ ἢ 
περιφέρεια (οἱ ἀρχαῖοι διέκρινον ἐπίπεδον τόπον, ἂν ὁ τόπος εὖ- 
θεῖα ἢ περιφέρεια, στερεὀὸν τόπον, ἂν κωνικὴ τοµή, γραμμικὸν 


5] "Υπόμνημα τοῦ Ε. ἸΝοεροκα, δημοσιωθὰν εἰς τὸν τόμον ΧΙ (Ῥασ]ἡ, 1826) 
τῶν Μέπι. ρυέ. ρα ἀϊνεγς ανκηῖς, 
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τόπογ, ἂν τυχοῦσα ἄλλη καμπύλη). Παράδειγμα, ἡ γνωστὴ «περιφέ-- 
Ρρύια τοῦ ᾽Απολλωνίουν, ἡ ὁποία εἶναι γεωμετρικὸς τόπος τῶν σημείων 
τοῦ ἐπικέδου, τῶν ὁποίων αἱ ἀποστάσεις ἀπὸ δύο σταθερῶν σηµείων αὖ- 
τοῦ ἔχουν λόγον σταθερὀν, 

Ί) Περὶ νεύσεων, Τὸ ἔργον τοῦτο, ἀποτελούμενον ἐκ δύο βιβλίων, 
περιεῖχε προβλήματα νεύσεων, τῶν ὁποίων ἡ Ἰενικὴ διατύπωσις εἴχεν ὡς. 
ἑξῆς: «δύο δοθεισῶν γραμμῶν θέσει, θεῖναι μεταξὺ τούτων εὐθεῖαν τῷ. 
µεγέθει δεδοµένην νεύουσαν ἐπὶ δοθὲν σημεῖον» 5, 

Εἰς τὸν αὐτὸν γεωμέτρην ἁἀποδίδεται µία γραφικἡ μέθοδος εὖθειο- 
ποιήσεως τῆς περιφερείας, στηριζοµένη εἰς τὴν χρῆσιν εἰδικῆς καμπύλης, 
ἡ ὁποία δὲνζκατέστη δυνατὸν µέχρι τῆς στιγμῆς νἀ ἐξακριβωθῇ. Μερι- 
κοἱ ἱστορικοί παραδέχονται ὅτι ἡ ἐν 
λόγφ καμπύλη πρέπει νὰ ἦτο ἡ κυκλικἡ 
στερεὰ ἔλιξ, λαμβανοµένου ὑπ' ὄψιν ὅτι 
κατά τινα φήµην ὁ Απολλώνιος εἴχεν 
ἀφιερώσει εἰς τὴν καμκύλην αὐτὴν εἰδι- 
κὴν πραγµατείαν (περὶ Κοχλίου) 5, 

Εἰς τὸν ᾽Απολλώνιον ἀνήκει ἀκόμη, 
ἡ τιµἠ ὅτι ἔλυσε τὸ Δήλιον πρόβλημα 
μὲ τὴν ἀκόλουθον µέθοδον: Ἔστωσαν 
αἱ δύο δοθεῖσαι εὐθεῖαι (σχ. 9) ΑΒ.--α, 
ΑΓ »Ὁ διατεταγµέναι ὀρθογωνίως. "Ας. 
Σχ. 9 συμπληρωθῇ τὸ ὀρθογώνιον ΛΒΏΟ καὶ 
ἂς προσδιορισθῇ τὸ κόντρον αὐτοῦ Ο, 
Ας ἀχθῆ κατόπιν διὰ τοῦ ΤὮ εὐθεῖα τοιαύτη, ὥστε τὰ σημεῖα τομῆς αὐτῆς 
μετὰ τῶν ΑΒ καὶ ΑΟ προεκτεινοµένων, ἤτοι τὰ σηµεῖα Χ, Ὑ νά ἀπέχουν' 
ἐξ ἴσου ἀπὸ τὸ σημεῖον Ο, πρᾶγμα ἐπιτεύξιμον διὰ δοκιμῶν, Τότε ΒΧ--κ 
καὶ ΟΥ”.Υ εἶναι αἱ δύο ζητούμεναι μέσαι, 

Τοῦτο ἐπαληθεύεται εὐκόλως, ἐὰν Ἰράψωμεν τὰς ἐξισώσεις διὰ τῶν: 
ὁποίων ἐκφράζονται αἱ συνθῆκαι νὰ κεῖνται τὰ τρία σημεῖα Χ, Ὦ, Υ ἐς, 
οὐθείας, τὰ δὲ Χ καὶ Υ εἰς ἴσην ἁπόστασιν ἀπὸ τοῦ Ο: 

-. 


πας ΕΕ παπα 


κ 8 


ο ο 
Ἐκ τούτων προκύκτουν αἱ ἀντιστοίχως ἰσοδύναμοι σχέσεις : 
αγ 5, κκ) -Υ -- 9). 
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᾽Απαλείφοντες ἤδη διαδοχικῶς ἐκ τῆς δευτέρας τὰ μεγέθη Υ καὶ κ, μέσφ 
τῆς πρώτης, εὑρίσκομεν, ὡς ἔδει, 

κ. -- αοἲ, γ) -- αο. 
ἡ, ὅπερ τὸ αὐτά, 


5... Χ. 
κ γ α 
(6 25, 4 26, ἡ 32). 


46. Πρέπει νἁ σημµειώσωμεν ὅτι, παρ ὅλην τὴν ἀναμφισβήτητον 
ἀξίαν των, δὲν εἶναι ἐπί τῶν ἔργων τούτων, ὅπου στηρίζεται ἡ μεγίστη 
φήµη, μὲ τὴν ὁποίῖαν ἀπὸ αἰώνων περιέβαλλον τὸν ᾽Απολλώνιον ὅλοι οἱ 
δυνάµενοι νὰ ἐκτιμήσουν µίαν μαθημµατικὴν ἔρευναν. Θεμέλιον, σχεδὸν 
ἀποκλειστικόν, τῆς φήμης του εἶναι ἡ πραγματεία του περὶ κωνικῶν το- 
μῶν, γνωστὴ ὑπὸ τὸν σύντομον τίτλον Κωνικά, µία ἀπὸ τὰς ἐξοχα- 
τέρας ἐργασίας, ποὺ ἔχει νὰ παρουσιάσῃ ἡ ἐπιστημονικὴ βιβλιογραφία 
ὅλων τῶν ἐποχῶν καὶ ὅλων τῶν ἐθνῶν, 

Ἐκ τῶν ὀκτὼ βιβλίων, ποὺ τὴν ἀπετέλουν, τὰ τέσσαρα πρῶτα ὅνε- 
σώθησαν εἰς τὸ πρωτότυπον, πιθανῶς διότι, χρησιμοποιούμενα ὡς διδα- 
κτικὀν κείµενον εἰς τὰ σχολεῖα, ἐτύγχανον ἀλλεπαλλήλων ἀντιγραφῶν καὶ 
οὕτω ἐκυκλοφόρουν περισσότερον τῶν ἄλλων τριῶν, τῶν ὁποίῶν διεσώθη 
ἀραβικὴ µετάφρασις. Τὸ ὄγδοον καὶ τελευταῖον θεωρεῖται ὁριστικῶς ἄπο- 
λεσθέν. 

Γνωρίζομεν ὅτι δὲν ἦτο ὁ ᾽Απολλώνιος ἐκεῖνος, ὁ ὁποῖος ἀνεκάλυψε 
τὰς περιφήµους καμπύλας, οὔτε καὶ ὁ πρῶτος ἐπιχειρήσας νὰ ἐκθέσῃ µε- 
θοδικῶς τὴν θεωρίαν τῶν. Τὸ γεγονὸς ὅμως ὅτι τὸ ἔργον του ἐπέτυχε νὰ 
ἐπιφέρῃ τὴν ἔκλειψιν τῶν ἀναλόγων ἔργων τῶν ἀποδιδομένων εἰς τὸν ᾿Αρι- 
σταῖον, τὸν Εὐκλείδη, ἴσως δὲ καὶ τὸν ᾿Αρχιμήδη, μαρτυρεῖ τὴν ἀδιαφν 
λονίκητον ὑπεροχὴν τοῦ ἰδικοῦ του, Πάντως ἡ ἐξαφάνισις τῶν ἄλλων 
καθιστᾷ δυσχερῃῆ τὸν προσδιορισμὸν τῶν τελειοποιήσεων, τὰς ὁποίας 
ἠδυνήθη νά ἐπιφέρη ὁ ᾿Απολλώνιος εἷς τὴν θεωρίαν τῶν κωνικῶν τομῶν, 
μολονότι ὑπάρχουν ἀσφαλεῖς ἐνδείδεις ἐπιτρέπουσαι νἁ συμπεράνώμµεν 
ὅτι ἡ νέα πραγματεία διαφέρει τῶν προηγουμένων κατὰ τοῦτο" ὅτι ὁ Περ- 
παῖος ὁρμᾶται ἀπὸ γενικὸν ὁρισμὸν τῶν περιφήµων καμπύλῶν ὡς τομῶν 
κώνου κυκλικῆς βάσεως παραγοµένων ὑπὸ τυχόντων ἐπιπέδαων, 
ἑνῷ οἱ προγενέστεροι ἐθεώρουν ἀποκλειστικῶς τὰς τοµάς τὰς παραγομέ- 
νας ὑπὸ ἐκιπέδων καθέτων ἐπὶ τὴν γενέτειραν, Ἐν» 
τεῦθεν καὶ ὁ λόγος, διὰ τὸν ὁποῖον ἐθεώρησεν ἀπαραίτητον νὰ ἔγκατα- 
λείψη τὰ παλαιὰ ὀνόματα τῶν καμπύλων αὐτῶν καὶ νὰ τὰ ἀντικαταστῆσῃ 
δι’ ἄλλων προσφυεστέρων, τὰ ὁποῖα εἶναι αὐτὰ ποὺ χρησιμοποιοῦμεν καὶ 
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σήμερον. Ας προσθέσωµεν ὅτι ἐκειδὴ διὰ τὸν ᾿Απολλώνιον, ὡς καὶ διὰ 
τὸν ᾿Αρχιμήδη, µία ὑπερβολὴ ἐθεωρεῖτο ἀποτελουμένη ἀπὸ ἕνα µόνον 
κλάδον, ὅταν παρουσιάζετο περίκτωσις, καθ ἣν ἔπρεπε νὰ ἐξετασθῇ ἡ 
καμπύλη πλήρης, ἐχρησιμοποίει τὴν ἔκφρασιν ατομαὶ ἀντικείμεναυ», 

Ὁ τρόπος τῆς ἐκθέσεως τοῦ ᾽Απολλωνίου ἀκολουθεῖ κιστῶς τὸ εὐκλεί- 
διον ὑπόδειγμα, εἰδικώτερα εἰς τὰ τρία πρῶτα βιβλία. Ὡς χαρακτηριστι- 
κὸν τῆς διατάξεως, τὴν ὁποίαν προτιμᾷ, ἀναφέρομεν ὅτι περὶ τὸ τέλος 
ἑκάστου βιβλίου ιοκοθετοῦνται τὰ προβλήµατα ἐκεῖνα, τῶν ὁποίων ἡ λύ- 
σις στηρίζεται ἐπὶ τῶν προηγηθέντων θεωρηµάτων. 

47. Προβαίνοντες ἤδη εἰς λεπτομερεστέραν ἐπισκόκησιν τῶν Κωνι- 
κῶν τοῦ ᾽Απολλανίου, παρατηροῦμεν ὅτι τὸ Βιβλίον Ι ἀρχίζει μὲ µίαν 
σειρὰν ὁρισμῶν καὶ θεωρηµάτων ἀφορώντων τοὺς κυκλικοὺς κώνους ἐν 
γένει. ᾿Αποδεικνύεται εἰδικώτερα ἡ ὕκαρξις δευτέρας σειρᾶς κυκλικῶν 
τομῶν εἰς τοὺς πλαγίους κώνους. Κατόπιν ἀποδεικνύεται ἡ θεμελιώδης 
ἰδιότης τῶν κωνικῶν τομῶν, ἡ ὁποία ἐκφράξεται σήµερον διὰ τῆς καρτε- 
σιανῆς ἐξισώσεως : 

Υ) --ὖρσ -- αχ! (α) 
ἔνθα ᾳ µικρότερον, ἴσον ἣ μεγαλύτερον τοῦ μηδενός, καθ’ ὅσον ἡ κα- 
μπύλη ἔχει Ο,1 ἢ 2 κραγματικὰ σημεῖα εἰς τὸ ἅπειρον, 

Ὁρμώμενος ἀπὸ τὴν σχέσιν αὐτὴν καὶ χρησιμοποιῶν μίαν ὁρολο- 
Υίαν ἐν χρήσει ἀπὸ τῆς ἐποχῆς τοῦ Πνθαγόρου διὰ µίαν σηµαντικὴν κα- 
τηγορίαν προβλημάτων (3 23) (ἐννοοῦμεν τὴν «παραβολὴν τῶν χωρίων» 
ποὺ ἀνάγεται εἰς τὴν λύσιν τῆς δευτεροβαθµίου ἐξισώσεως εἰς ὅλας της 
τός περιπτώσεις), προτείνει τὰ ὀνόματα «ξλλειψις», «παραβολὴ» καὶ κ«ὕπερ- 
βολἠ» ὡς καὶ τὰς ἐννοίας «ὁρθία πλευρά» καὶ «πλαγία πλευρά», 

Ἔπεται ἕνα κλῆθος σκουδαίων θσυρηµάτων ἐπὶ τῶν σειρῶν παραλ.- 
λήλων τεταγµένων, τῶν χορδῶν καὶ ἐφακτομένων, τὰ ὁποῖα παρέχουν τὰ 
µέσα διὰ τὸν προσδιορισμὸν κυκλικοῦ κώνου φέροντος παραβολἡν ἢ ἕλ- 
λειψιν ἢ ὑπερβολήν, τῶν ὁποίων δίδονται µία διάµετρος καὶ ἡ διεύθυν- 
σις τῶν ἀντιστοίχῶων τεταγµένων καὶ ἐπὶ κλέον ἡ ὁρθία πλευρὰ (διὰ κα- 
ραβολὴν) ἢ ἡ ὁρθία καὶ ἡ πλαγία (δι Ελλειψιν καὶ ὑπερβολήν). Οὕτω 

κνύεται πλήρως, ὅτι κπᾶσα καμκύλη παριστωµένη ὑπὸ ἐξισώσεως 
τοῦ τύπου (4) δύναται νὰ ληφθῇ ὡς τοµὴ κώνου μὲ κυκλικὴν βάσιν. 

Εις τὸ Βιβλίον Π γίνεται λόγος περὶ τῶν ἀσυμπτώτων τῆς ύπερβο- 
λῆς ἢ τῶν δύο ἀντικειμένων τομῶν καὶ ἐξετάζονται περαιτέρω αἱ σχέσεις 
σημείων καὶ ἐφαπτομένων εἰς τὰς καμκύλας τοῦ εἴδους τούτου. Εἰδικώ- 
τερον, παρέχεται ἐδῶ, ὑπὸ µορφήν Τενικωτέραν τῆς συνῄθους, ἡ κανονικἡ 
ἐδίσωσις τῆς ὑπερβολῆς ἀναφερομένης εἰς τὰς ἀσυμπτώτους της : 

Χγ -ἴ (β) 
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Τὸ τελευταῖον µέρος τοῦ βιβλίου περιλαμβάνει κολλὰ ἐνδιαφέροντα προ- 
βλήματα Χαράδεως ἐφακτομένων εἰς κωνικάς, κατὰ διαφόρους τρόπους. 

Ἰἀ ὅρια, τὰ ὁποῖα προκαθωρίσαµεν εἰς τὸ βιβλίον μας, δὲν μᾶς ἐπι- 
τρέπουν νὰ μνημονεύσωμεν κολλὰς ἐκ τῶν προτάσεων τοῦ αὐτοῦ τύπου, 
τὰς ὁποίας ἀποδεικνύει ὁ ᾽Απολλώνιος. "Ὑποχρέωσίς µας εἶναι ὅμως νὰ 
σημειώσωμεν ὅτι, ὅπως βεβαιοῖ ὁ ἴδιος μετὰ θριάμβου εἰς τὸν πρόλογον 
τοῦ μεγάλου ἔργου του, αἱ ἐν λόγῳ προτάσεις τοῦ ἐπέτρεψιν νὰ προσδιο- 
ρίσῃ πλήρως «τὸν γεωμετρικὸν τόπον σηµείου τοιούτου, ὥστε τὸ γινό- 
µενον δύο εὐθειῶν ἁγομένων ἐξ αὐτοῦ ὑπὸ δοθείσας γωνίας πρὸς δύο 
εὐθείας σταθεράς, νὰ ἔχῃ δοθέντα λόγον πρὸς τὸ ὀρθογώνιον δύο ἄλλων 
εὐθειῶν ἁγομένων ἐπίσης ἐξ αὐτοῦ ὑπὸ δοθείσας γωνίας πρὸς δύο ἄλλας 
σταθερὰς εὐθείας, ἢ πρὸς τὸ τετράγωνον τῆς εὐθείας τῆς ἀγομένης ὁμοίως 
ὑπὸ δοθεῖσαν γωνίαν πρὸς τρίτην τινα σταθερἀν εὐθεῖαν», Τὸ ἱστορικὸν 
αὐτὸ πρόβλημα εἶναι ὁ «επί τρεῖς καὶ τέσσαρας γραμμὰς τόκος» τῶν ἁρ- 
χαίων γεωμετρῶν. 

Ὁ ἐν λόγφ γεωμετρικὸς τόπος εἶναι πάντοτε καμπύλη δευτέρου βα- 
θμοῦ. Εἰς τὴν περίκτωσιν τῶν τεσσάρων γραμμῶν ἡ καμπύλη εἶναι περι- 
Ὑεγραμμένη εἰς τὸ ἁπλοῦν τετράπλευρον, τοῦ ὁποίσου πλευραἰ εἶναι αἱ 
δοθεῖσαι εὐθεῖαι. Καὶ ἐπειδὴ ἀντὶ τοῦ σταθεροῦ λόγου εἶναι θεμιτὸν νὰ 
δώση κανεὶς ἕνα σημεῖον τοῦ ζητουµένου τόπου, δυνάµεθα νὰ συμπεράνώμεν 
ὅτι ὁ μέγας γεωμέτρης, ἓν ἐσχάτῃ ἀναλύσει, εἶχε λύσει τὸ θεμελιῶδες 
πρόβλημα ανὰ κατασκενασθῇ κωνικἡ τοµὴ διερχοµένη διὰ πέντε σημείων». 

Πρὸς ἀτυχίαν µας ὁ ᾽Απολλώνιος δὲν καρέχει καμµίαν σχετικἠν λε- 
πτοµέρειαν. Εἶναι λοιπὸν φυσικὸν νά διερωτηθῶμεν µήπως ἡ ἔπαρσις, ποὺ 
ἀπετέλει γνώρισμα τοῦ χαρακτῆρος του, τὸν παρέσυρεν εἰς τὸ νὰ ὕπο- 
σχεθῇ πράγµατα περισσότερα τῶν ὅσων ἦτο εἰς θέσιν νὰ πραγµατο- 
ποιήσῃ ». Τοιαύτη ὅμως ἀνευλαβὴς εἰκασία δὲν δύναται νὰ εὐσταθήσῃ, 
ἀφ᾿ ὅτου ὁ βαθύτατος γνώστης τῆς ἑλληνικῆς γεωμετρίας Ζευίμει Η.Ο., 
ἀπέδειξεν ὅτι μὲ τὴν βοῄθειαν τῶν στοιχείων τῶν παρεχοµένων ὑπὸ τοῦ 
᾽Απολλωνίου τὸ πρόβλημα τῶν τριῶν καὶ τεσσάρων εὐθειῶν δύναται μὲ 
εὐχέρειαν νἁ λυθῇ εἰς τὴν ὑπόθεσιν ὅτι δύο ἐξ αὐτῶν εἶναι μεταξύ των 
παράλληλοι καὶ ἐπὶ πλέον ἀπέδειξεν, ὅτι τὸ Ἰενικὸν πρόβλημα δύναται 
πάντοτε ν᾿ ἀναχθῇ εἲς τὴν εἰδικὴν ταύτην περίπτωσιν. 

Μεταδὺ τῶν πολλῶν μετρικῶν προτάσεων ποὺ ἀπαντῶμεν εἰς τὸ Βι- 
Βλίον ΠΙ, παρατηροῦμεν ὅτι πολλαὶ ἐξ αὐτῶν εἶναι µερικαὶ περιπτώσεις 
τοῦ ἀκολούθου θεωρήματος: «ἰάν ἔκ τινος σηµείου Μ τοῦ ἐχιπέδου μιᾶς 
κὠνικῆς τομῆς ἀχθοῦν δύο χορδαὶ ΑΒ, (Ώ σταβερῶν διευθύνσεων, ὁ λόγος 


ΜΑ ΜΗ: ΜςΟ.ΜΏῦ 
ἔχει τιμὴν σταθεράν, ἀνεξάρτητον τῆς θέσεως τοῦ σημείου Μ», 


Αν καὶ ἡ πρότασις ἦτο ἤδη γνωστὴ εἰς τὸν ᾽Αρχιμήδη, φέρει σἠ- 
μερον τὸ ὄνομα «Θεώρημα τοῦ Νεψίοπ», ἴσως διά νὰ ὑκενθυμίζῃ τὴν γε- 
νίκευσιν, ποὺ ἐπέτυχεν ὁ ἀθάνατος "Άγγλος Τεώμέτρης, εἰς ὅλας τὰς ἄλγε- 
βρικὰς καμπύλας, ὅπως θὰ ἴδωμεν ἐν οἰκείῳ τόπῳ. 

Μία ἄλλη ἀξιόλογος κατηγορία θεωρηµάτων τοῦ ᾽Απολλωνίου ἀφορῇ. 
(διὰ νἁ χρησιμοκοιήσωμεν ἕνα σύγχρονον ὅρον) τὰς κωνικὰς τοµάς ὡς 
περιβαλλούσας εὐθειῶν καὶ καταλήγει εἰς τὴν κατασκευὴν ἐφακτομένης 
διερχοµένης διὰ δοθέντος σημείου τοῦ ἐπιπέδου δοθείσης κωνικῆς τοµῆς. 

Εἰς τὴν περίκτωσιν τῆς παραβολῆς τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τὸ 
ἑπόμενον: «δεδοµένων εἰς τὸ ἐπίπεδον δύο εὐθειῶν καὶ ἑνὸς σημείου ἐφ᾽ 
ἑκάστης, νἀ ἀχθῆ ἔκ τινος σημείου τοῦ ἐπιπέδου εὐθεῖα ἀἁποτέμνουσα ἐπὶ 
τῶν δοθεισῶν εὐθειῶν τµήµατα, μετρούμενα ἀπὸ τῶν δοθέντων σημείων, 
τοιαῦτα ὥστε νὰ ἔχουν µεταξύ τῶν δοθέντα λόγον», Αὐτὸ εἶναι τὸ κρό- 
βληµα ποὺ ἔφερε τὸν τίτλον λόγου ἁποτομή, Εἰς τὸ πρόβλημα 
τοῦτο ὁ ᾽Απολλώνιος ἀφιέρωσεν εἰδικὴν ἐργασίαν ὑπὸ τὸν αὐτὸν τίτλον, 
τῆς ὁκοίας δὲν ἔχομεν σήμερον παρὰ µίαν ἀραβικὴν µετάφρασιν 5. 

Εἰς τὴν περἰπτωσιν τῆς ὑπερβολῆς τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τὸ 
ἀνωτέρω μὲ τὴν µόνην διαφορὰν ὅτι τῶν δύο ἀποτεμνομένων εὐθυγράμ- 
μων τμημάτων δίδεται, ἀντὶ τοῦ λόγου, τὸ ὀρθογώνιον, Εἶναι δὲ τὸ πρό- 
βληµα γνωστὸν ὑπὸ τὸν τίτλον χωρίου ἁποτομή, εἰς τὸ ὁκοῖον- 
ἐπίσης ὁ ᾽Απολλώνιος ἀφιέρωσεν εἰδικὴν ἐργασίαν, τῆς ὁποίας γνωρί- 
ζομεν µόνον ὅσα ὁ Πάππος μνημονεύει περὶ αὐτῆς. Ἐκ τῶν ἀρκετά λε-- 
κτολογημένων πληροφοριῶν τοῦ Πάππου κατέστη δυνατὴ µία ἰδεατὴ ἀνα- 
κατασκευὴ τοῦ ἀπολεσθέντος ἔργου, 

”Ας προσθέσωµεν ὅτι ὑπὸ παροµοίας συνθήκας εὑρισκόμεθα ἄναφο-- 
ρικῶς πρὸς ἕνα τρίτον ἔργον τοῦ αὐτοῦ γεωμέτρου ἀφιερωμένον εἰς τὴν 
οὕτω καλουμµένην διωρισµένην τοµήν, ἤτοι εἰς τὸ ἀκόλουθον' 
πρόβλημα: «δοθέντων ἐπ᾽ εὐθείας τεσσάρων σημείων Α, Β, ς, Ὁ, νὰ εὖ-- 
ρεθῇ ἐπ᾽ αὐτῆς ἄλλο σημεῖον Ρ τοιοῦτον, ὥστε ὁ λόγος 

ΑΡ.(ΟΡ: ΒΡ. ΤΡ 
νὰ εἶναι σταθερός», 

Ας ἐπιστρέψωμεν ἤδη εἰς τὸ Βιβλίον ΤΠ τῶν Καωνικῶν διὰ νὰ 
λας. ᾿Αναπτύσσονται αἱ σηµαντικώτεραι ἰδιότητες αὐτῶν, χωρὶς ἓν τού-- 
τοις νὰ χαρακτηρίζῶνται μὲ εἰδικὸν ὄνομα. Περὶ διευθετουσῶν οὐδεμία. 
Ὑίνεται μνεία --- εἰς τὸ σημεῖον ἀκριβῶς τοῦτο ἐντοπίζεται συνήθως ἡ 
ἀξιολογωτέρα ἕλλειψις τοῦ ἔργου τοῦ ᾽Απολλωνίου --- οὔτε καὶ περὶ ἑστίας 
τῆς παραβολῆς, Κατά πόσον τοιαύτη σιωπἠ δύναται νά ἑρμηνευθῇ ὡς ση- 
µαίνουσα --πρᾶγμα ἑλάχιστα πιθανὸν -- ὅτι ὁ ᾿Απολλώνιος ἡγνόει τὴν 
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ὕπαρξιν τοῦ σπουδαιοτάτου αὐτοῦ σηµείου, δὲν εἴμεθα εἰς θέσιν νὰ έξα-- 
κριβώσωμεν. Μιὰ ἀπάντησις εἰς τὴν ἀπορίαν αὐτὴν θὰ ὑπῆρχεν ἴσως εἰς 
ἕνα ἀκόμη ἔργον του περὶ καυστικῶν κατόπκτρωών, τοῦ 
ὁποίου ὅμως οὐδὲν ἴχνος εὐρέθη μέχρι τῆς στιγμῆς. 

Δὲν δυνάµεθα νὰ κλείσωμεν τὰς πληροφορίας αὐτὰς περὶ τοῦ ΠΙ βι- 
βλίου τῶν Κωνικῶν, χωρὶς νἁ ἀναφερθῶμεν εἰς µίαν σπουδαιοτάτην 
ὁμάδα προτάσεων, περὶ τὸ τέλος τοῦ βιβλίου, ἐκ τῶν ὁποίων διδασκόµεθα. 
εἰς εἰδικάς περιπτώσεις, τὴν γένεσιν τῶν κωνικῶν τομῶν µέσῳ προβολι- 
κῶν δεσμῶν ἀκτίνων. 

Μεγαλυτέραν ἑνότητα παρουσιάζει τὸ ἑπόμενον Βιβλίον Ιν, τοῦ- 
ὁποίου πρόγραµµα εἶναι ἡ ἔρευνα τοῦ ἀριθμοῦ τῶν σημείων τομῆς δύο 
κωνικῶν εἰς τὰς διαφόρους ἁμοιβαίας θέσεις, εἰς τὰς ὁποίας αὗται δύ- 
νανται νὰ εὑρεθοῦν. Αἱ σχετικαὶ προτάσεις προβάλλουν εὐθὺς ἐκ τῆς ἑνο- 
ράσεως, ἀλλ’ ἡ αὐστηρὰ ἀπόδειξις τῆς ἀληθείας των δύναται νὰ γίνῃ µό- 
νον διά τῆς χρήσεως διαφόρων τεχνασµό-ων, πολλὰ τῶν ὁποίων στηρί- 
ζονται εἰς τὴν εἰς ἄτοπον ἀπαγωγήν. 'Ἡ σπουδαιότης τῶν συμπερασμάτων. 
συνίσταται εἰς τὰς ἐφορμογάς, τὰς ὁποίας ταῦτα εὑρίσκουν κατὰ τὰς διε- 
Ρουνήσεις προβλημάτων βαθμοῦ ἀνωτέρου τοῦ δευτέρου. 


48. Μὲ τὸ Βιβλίον Υ εἰσερχόμεθα εἰς τὴν ὑψηλοτέραν περιοχὴν τῆς 
θεωρίας τῶν κωνικῶν, ἔνθα τίθενται αἱ βάσεις τῆς θεωρίας τῶν καθέτων 
ἐπί τὰς κωνικὰς τοµάς, Ὁ ᾽Απολλώνιος ἀπκοδεικνύει ὄχι µόνον ὅτι ἐξ ἑνὸς 
σημείου τοῦ ἐπιπέδου μιᾶς κωνικῆς διέρχονται ἐν γένει τέσσαρες κάθε- 
τοι τῆς καμπύλης, ἀλλ’ ἀκόμη τὴν ὕπαρξιν ἀπείρων σημείων ἕκαστον τῶν. 
ὁποίων διαπερᾶται ὑπὸ δύο µόνον καθέτων, Ὁ γεωμετρικὸς τόπος των 
εἶναι, ὅπως θὰ ἐλέγομεν σήμερον, ἡ «ἐνειλιγμένη», καμπύλη τῆς ὁποίας 
ὁ ᾽Απολλώνιος εὑρίσκει τὰς πλέον χαρακτηριστικἁς ἰδιότητας, χωρὶς 
παρὰ ταῦτα νὰ τὴν ἐδετάζῃ ρητῶς. 

Οἱ πόδες τῶν καθέτων, ποὺ δύνανται ν’᾿ ἀχθοῦν ἔκ τινος σημείου πρὸς 
µίαν κωνικὴν μετὰ κέντρου, λαμβάνονται διὰ τοµῆς τῆς κὠνικῆς μὲ µίαν 
ὑπερβολήν, ἡ ὁποία σήμερον καλεῖται «ὑπερβολὴ τοῦ ᾿Απολλωνίουν. Προ- 
κειµένου ὅμως περὶ παραβολῆς, ὡς βοηθητικἡ γραμμὴ δύναται νὰ χρησι- 
μοποιηθῇ µία περιφέρεια, λεπτομέρεια σηµαντικἡ ὑπὸ ἔποψιν γραφικῆς 
κατασκευῆς, ἡ ὁποία λεπτομέρεια διέφυγε τῆς κροσοχῆς τοῦ ᾿Απολλο- 
γίου. Διὸ καὶ ἐσχολιάσθη ἀπὸ τὸν Πάππον ". 


” Διά τὴν ἕλληψιν: 
πἲ να. 
άν... 
ἡ ἀπολλώνιος ὑπερβολή ὡς πρὸς τὸ σημεῖον (ξ, π) ἔχει ἐξίσωσιν : 
αν (κ --ὃ) ν --  (ν --η) κ, 


32 Ἱστορία τῶν ΜαθηματικΏν 


Εἰς τὸ Βιβλίον ΥΊ τοῦ μεγάλου ἔργου καθορίζονται αἱ συνθῆκαι ἰσό- 
τητος καὶ ὁμοιότητος δύο κωνικῶν Ἡ δύο τμημάτων αὐτῶν. Εἶναι γενικὴ 
ἡ κεποίθησις ὅτι ἐδῶ ὁ Περγαῖος περιωρίσθη εἰς τὴν ἀναδιάρθρωσιν καὶ 
συμπλήρωσιν μιᾶς θεώρίας, τῆς ὁποίας τὰ κύρια σηµεῖα εἴχον ἤδη διατυ- 
πωθῇ πρὸ αὐτοῦ. 

᾿Αρκετὰ μεγαλυτέραν πρωτοτυπίαν παρουσιάζει τὸ ἀκόλουθον Βι- 
βλίον ΥΠ, τὸ τελευταῖον ἐκ τῶν σωζομένων. Εἰς τοῦτο ἐκτίθενται ἀξιό- 
λογοι ἐκφράσεις διά µερικὰς συναρτήσεις διαµέτρων καὶ παραμέτρων τῶν 
κωνικῶν τομῶν καὶ προσδιορίζονται κατόπιν τὰ ἀκρότατα τῶν συναρτή- 
σεων τούτων. 

Πρὸ τῆς ἀδυναμίας ν’ ἀναφέρωμεν τὸ πλῆθος τῶν ἀληθειῶν, τὰς 
ὁποίας παρατάσσει εἰς τὸ βιβλίον τοῦτο ὁ ἀθάνατος εωμέτρης, περιορι- 
ζόμεθα νὰ σηµειώσωμεν ἐκ τούτων τὰς προτάσεις ἐκείνας, κοὺ ὀνομάζον. 
ται σήμερον «Θεωρήματα τοῦ ᾽Απολλωνίουν καὶ αἱ ὁποῖαι ἐκφράζουν ὅτι 
εἰς ἕλλειψιν καὶ ὑπερβολήν μὲ α. ὃ δύο τυχούσας συζυγεῖς διαµέτρους ὑπὸ 
Ὑωνίαν ὦ, αἱ ποσότητες 


4.8, αὔημω, 
αἶναι ἀναλλοίωτοι, 

Όσον ἀφορῇ τὸ Βιβλίον ΥΠΗΙ --- ἀθφον θῦμα τῶν αἰώνων τῆς βαρβα- 
Ῥότητος, ποὺ διεδέχθησαν τὸν ἑλληνικὸν πολιτισμὸν --- Ὑνωρίζομεν, κατὰ 
δήλωσιν τοῦ [ἰδίου τοῦ συγγραφέως, ὅτι περιεῖχε τὰς λύσεις μερικῶν προ- 
βλημάτων σχετιζοµένων πρὸς τάς συναρτήσεις, ποὺ ἐδητάσθησαν εἰς τὸ 
προηγούμενον βιβλίον. Πολύτιμοι καὶ διεξοδικαὶ πληροφορίαι περιέχονται 
ἐκίσης εἰς τὰ Λήμματα, τὰ ὁποῖα συνέγραψεν ὁ Πάππος, ἵνα διευκο- 
λύνῃ τὴν κατανόησιν τοῦ πρωτοτύπου ἔργου. Ἐκ τῶν πληροφοριῶν τού- 
τῶν ἠδυνήθη ὁ διάσηµος ἀστρονόμος Ηαμεγ (1656 - 1724) ν' ἀνασυνθέσῃ 
τὸ ἀπολεσθὲν βιβλίον εἰς µίαν ἐργασίαν, ποὺ θεωρεῖται ἀπὸ τὰς πλέον 
ἐπιτυχεῖς τοῦ εἴδους τούτου, ἀλλ' ἡ ὁκοία φυσικἀ δὲν ἀρκεῖ νὰ μᾶς ἄπο- 
ζημιώσῃ διὰ τὴν ἀξιοθρήνητον ἀπώλειαν τοῦ ὑψηλστέρου µέρους τῆς με- 
Ἰάλης ἀπολλωνείου αφῆς. 


49. ᾽Αλλ’ ὅσον καὶ ἄν αὕτη μᾶς παρουσιάζεται σήμερον ἑλλιπής, ὅσον 
καὶ ἄν ὑπέστη διὰ µέσου τῶν αἰώνων πολλὰς καὶ βαθείας διαταρακτικάὰς 


1ν0 οἱ πόδες τῶν ἐκ τοῦ αὐτοῦ σημείου ἀγομένων Κάθέτων ἐκὶ τὴν παραβολὴν 
Υ" -- 1ρκ 
προσδιορίζονται ἀπὸ τὴν ὑπερβολήν ποὺ ἔχει ἐξίσωσιν : 


ἍΥ Γ (ϱ --ᾱ) Υ --- η -. ϐ, 
ἡ ἀπὸ τὴν πηριφέρειαν : 
ἳ Έσ--( ὣκ ----- ην --ο, 
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ἁλλοιώσεις, ἴδίως διὰ χειρὸς τῶν ᾿Αράβων, παρὰ ταῦτα ἡ ἓν λόγφ σ' 
γραφἡ ὀρθοῦται πρὸ ἡμῶν ὡς ἔργον ἄξιον πολλοῦ θαυμασμοῦ καὶ 
μελέτης ἐκ µέρους τῶν νεωτέρων, ἂν μή τι ἄλλο, διότι συγκρίνοντες τὸ 
περιεχόµενον αὐτοῦ πρὸς τὴν ὕλην τῶν συγχρόνων βιβλίων ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ 
θέματος, δὲν θὰ βραδύνωμεν ν᾿ ἀντιληφθῶμεν, μετὰ 20 καὶ πλέον αἰᾶ,νας, 
πόσον ἀσθενὴς εἶναι ἡ διαφορά. Ὅσον ἀφορῷ δὲ τὰς ἀποδεικτικάς µεθό- 
δους, ἡ ἀπομάκρυνσις ἀπὸ τὰ σύγχρονα συγγράµµατα ἀνωτέρας συνθετι- 
κῆς γεωμετρίας ἐμφανίζεται ἀρκετά ἔντονος, διότι (γεγονὸς παράδοξον, 
ἀλλ' ἐντελῶς σύμφωνον πρὸς τὴν ἀλήθειαν) τὸ ἔργον τοῦ ᾽Απολλωνίου 
προσεγγίζει κολὺ περισσότερον πρὸς τὰς τελευταίας ἀναπτύδεις τῆς θεα- 
ρίας τῶν καμπύλων β΄ βαθμοῦ µέσῳ καρτεσιανῶν συντεταγμένων, 

Πράγματι ὄχι µόνον αἱ ἰδιότητες, ποὺ χαρακτηρίζουν τὰς τρεῖς περι- 
φήµους καμπύλας, μεταφράζονται, ὡς εἴδομεν, εἰς τάς κανονικὰς ἐξισώ- 
σεις τῆς καρτεσιανῆς παραστάσεως, ἀλλά καὶ πλαῖστοι ἀπό τοὺς συλλο- 
γισμούς, µεταφραζόµενοι εἰς σύγχρονον ἀλγεβρικὴν γλῶσσαν, προκύπτουν 
ἰσοδύναμοι, κατὰ βάθος, πρὸς ἀπαλοιφάς, λύσεις ἐβισώσεωῶν καὶ ἀλλαγὰς 
συντεταγμένων. 

Διά τοῦτο εἰς τὸν µεγάλον Ἓλληνα γεωμέτρην ἀνήκει ἡ τιµὴ ὅτι 
ἀνεκάλυψε τὴν γονιμωτέραν µέθοδον πρὸς σπουδἠν τῶν τομῶν τοῦ κώνου 
καὶ ὅτι δι’ ἐφαρμογῆς αὐτῆς ἔφθασεν εἲς ὅλας τὰς ὠραιοτέρας ἰδιότητας 
τῶν καμπύλων τούτων. Ὅ θαυμασμὸς τὸν ὁποῖον προεκάλεσεν ἐπὶ 20 
αἰῶνας διὰ τὸ ἐπίτενγμα τοῦτο εἶναι ὅθεν ἀπολύτως δικαιολογηµένος. 
Ότι δὲ τὸ συναίσθηµα τοῦτο δὲν ἐξησθένησεν, οὔτε ἔσβυσεν εἰς τὰς ψυ- 
χὰς τῶν συγχρόνων, ἀποδεικνύεται ἀπό τὸ γεγονὸς ὅτι, ὅταν ὁ παρελ- 
θὼν αἰών παρέστη ἔκπληκτος εἰς τὴν ἀναγέννησιν τῆς καθαρᾶς γεωμετρίας 
διὰ τῶν ἐργασιῶν τοῦ Βίείπετ, τὸ µόνον ἱστορικὸν πρόσώπον ποὺ ἠδυ- 

νήθη νἁ συγκριθῇ, ὡς πρὸς τὰ ἐπιτεύγματα, ἀμείωτον ὑπῆρὰεν ὁ γεωμέ» 
τρης ποὺ ἐχάρισεν αἰωνίαν δόξαν εἰς τὴν Πέργην καὶ ἔφθασεν εἰς τὸ 
ἀπόγειον τῆς ἑλληνικῆς Ὑσωμετρίας. 


ΚΕΦΛΛΑΙΟΝ ΤΙ 


ΦΘΙΝΟΠΩΡΟΝ ΤΗΣ ΕΛΛΗΝΙΚΗΣ ΓΕΩΜΕΊΡΙΑΣ 


50. Ὅκως ἀκριβῶς ἡ ἑλληνικὴ φιλοσοφία, ὑπὸ τὴν περιεσκεµµένην 
καὶ σοφὴν καβοδήγησιν τῆς τριάδος τῶν μεγάλων ἀνδρῶν, Σωκράτους, 
Πλάτωνος καὶ ᾿Αριστοτέλους, ἐκροχώρησε μὲ ἀσφαλῆ βήματα πρὸς τὴν 
᾽ἀκμήν, καταυγάσασα τὴν ἐκοχήν της μὲ τὰς λαμπροτέρας ἀστρακάς τοῦ 
"ἀνθρωπίνου πνεύματος, τοιουτοτρόπως καὶ κατὰ τὴν χρυσῆν περίοδον τῆς 
ἑλληνικῆς γτωµετρίας, μὲ τὴν ὁποίαν πρὸ ὀλίγου ἠσχολήθημεν, ὑπερό- 
χουν ὡς γίγαντες τρεῖς κορυφαῖοι ἄνδρες, φόροντες τὰ ὀνόματα Εὐκλαί- 
δης, ᾿Αρχιμήδης, ᾿Απολλώνιος. 

Εἴδομεν ὅτι μὲ τήν ἐργασίαν τοῦ πρώτου ἡ ἀνθρωπότης ἔφθασεν εἰς 
τὴν κατοχὴν μιᾶς ἐπιστημονικώτατα συντεταγμένης συλλογῆς ἀληθειῶν, 
"ἀναφερομένων εἰς τὰς οὐσιώδεις ἰδιότητας τοῦ διαστήµατος, ἡ ὁποία διά 
µέσου τῶν αἰώνων ἐπέκρωτο νὰ καταστῇ ἡ πυξὶς ἢ ὁ φάρος δι’ ὅλους 
τοὺς ριψοκινδυνεύοντας εἰς τὴν δυσκολοταξίδευτον θάλασσαν τῆς γεώ- 
μετρικῆς ἐρεύνης, 

ὍὉ δεύτερος, ὁ ὁποῖος εἰς τὴν τεραστίαν διάνοιάν του ἠδυνήθη νὰ 
“συμπεριλάβῃ ὅλας τὰς θεωρίας ποὺ ἀνῆκον εἰς τὰ καθαρὰ καὶ ἐφηρμο- 
᾽σμένα μαθηματικἁ τῆς ἐποχῆς του, ἐκτὸς τῆς δημιουργίας δύο ἔπιστημο- 
γικῶν κλάδων, τῆς Στερεοστατικῆς καὶ 'Ὑδροστατικῆς, ἐπέδειξεν ἐπίσης 
τοιαύτην ἀξδιοθαύμαστον γονιμότητα εἰς τὴν ἐπινόησιν εὐφυεστάτων µέσων 
διὰ τὴν λύσιν, χωρὶς ἐκπεφρασμένην ἀνάμιξιν τοῦ ἀπείρου, μιᾶς πλειά- 
δος σπουδαιοτάτων προβλημάτων, διὰ τὰ ὁποῖα ἡ ἔννοια αὕτη φαίνεται 
σήμερον ὡς ἐργαλεῖον ἀναπόφευκτον, ὥστε ἡ µελέτη τῶν ἔργων του προ- 
καλεῖ ἀκόμη σήµερον εὐλόγως τὸν θαυμασμόν καὶ τὴν εἰκασίαν ὅτι ἡ 
ἐφεύρεσις καὶ συνεχἠς χρῆσις τῶν γενικῶν μεθόδων, ποὺ ἀποτελοῦν τὸ 
καύχηµα τῆς συγχρόνου ἐπιστήμης, ἐμείωσαν ἐνδεχομένως τὴν έφευρετι- 
κἠν δύναμιν, μὲ τὴν ὁποίαν ἡ φύσις ἐπροίκισε τὸν ἄνθρωπον, καθ’ ὃν 
τρόπον ἡ ἐπινόησις τῆς γραφῆς εἶχεν ὡς ἀποτέλεσμα τὴν ἐξασθένησιν 
τῆς µνήµης του, 

Ὁλιγώτερον αὐθόρμητος ἐγείρεται ἴσως ὁ θαυμασμὸς εἰς ἐκεῖνον ὁ 


ἂς 
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ὁποῖος μελετᾷ σήμερον τὰ διασωθέντα ἔργα τοῦ ᾽Απολλωνίου. Διότι ἔχο- 
μεν τόσον πολὺ συνειθίσει εἰἷς τὸ νὰ χρησιμοποιῶμεν μεθόδους ταχείας 
καὶ αὐστηρῶς τυποποιηµένας, ὥστε μόλις εἴμεθα εἰς θέσιν ν᾿ ἀντιληφθῦ- 
μὲν μὲ ἀκρίβειαν ὁποία τεραστία προσπάθεια ἐχρειάσθη διά νὰ φθάσῃ ὁ 
᾽Απολλώνιος εἰς τὴν ἀλήθειαν, χωρἰς τὴν βοήθειαν τῶν σημερινῶν µεθό- 
δων. ᾽Αλλ’ ἐν πάση περιπτώσει, διαπιστοῦντες μὲ ἔκπληξιν πόσον ὀλίγα 
προσετέθησαν ὑπὸ τῶν νεωτέρων εἰς τὴν θεωρίαν τῶν κωνικῶν τομῶν, δὲν 
δυνάµεθα παρὰ ν’ ἀποδώσωμεν πλῆρες δίκαιον εἰς τὸν σεβασμόν, τὸν ὁποῖον 
ἐπὶ εἴκοσι καὶ πλέον αἰῶνας ἐμπνέει εἰς τὸν ἐπιστημονικὸν κόσμον ὁ 
μέγας Ὑεωμέτρης τῆς Πέργης. 

Ἡ θέα τώρα τοῦ ἐκτεταμένου πεδίου, τὸ ὁποῖον ἡ δύναµις αὐτῶν τῶν 
ὑπερόχων πνευμάτων κατέστησε τόσον Ἰόνιμον, ἦτο φυσικὀν νὰ γεννήση 
εἰς πολλοὺς τὴν φιλοδοξίαν νὰ διευρύνουν ἢ τοὐλάχιστον νὰ διατρέξουν 
ἐκ νέου τὴν ΕὈκτασίν του, μὲ τὴν ἐλπίδα νἀ εὕρουν καὶ περισυλλέξουν 
ὑτιδήποτε ἐνδεχομένως διέφυγε τοῦ ἐνδιαφέροντος ἢ τῆς προσοχῆς τῶν 
πρωτοκόρων. 

Δυστυχῶς πολλῶν ἐξ ἐκείνων, οἱ ὁποῖοι ἠκολούθησαν τὴν ἀξιέπαι- 
νον αὐτὴν προσπάβειαν (καὶ ὑπῆρξαν βεβαίως πολυάριθμοι), τὰ ἴχνη ερ 
θησαν µέσα εἰς τὴν διαδρομὴν τοῦ χρόνου”. Αλλά περὶ ἐκείνων, οἱ 
ὁκοῖοι ἄφησαν ἴχνη ὁρατά, ὀφείλομεν νὰ εἴπωμεν μερικὰς λέξεις, ἐξετά- 
ζοντες τόσον τοὺς συγχρόνους, ποὺ ὑπῆρξαν ἢ ἐμφανίζονται ὡς µαθη- 
ταί, ὅσον καὶ τοὺς µεταγενεστέρους οἱ ὁποῖοι ἔχουν τὸ ὄφος ὠχρῶν καὶ 
ἐξησθενημένων ἐπκπιγόνων. 


51. Μεταξὺ τῶν γεωμετρῶν τούτων, δευτέρας τάξεως, ἀξίζει ἡ πρώτη 
θέσις εἰς τὸν ᾿Ερατοσθένην τὸν Κυρηναῖον, μετὰ τοῦ ὁποίου ὁ ᾿Αρχιμή- 
µης εἴχε συνάψει τόσον στενὰς φιλικὰς σχέσεις κατὰ τὴν νεανικὴν δια- 
µονήν του εἰς ᾽Αλεξάνδρειαν, ὥστε ἐπιστρέφῶν ἔπειτα εἰς τὴν πατρίδα, 
τοῦ ἀπέστειλεν ἕνα ἀπὸ τὰ ἐξοχώτερα ἔργα του (ῇ 431) καὶ ἕνα ἀπὸ τὰ πε- 
ῥνεργότερα ἀριθμητικὰ προβλήματα, περὶ τοῦ ὁποίου θὰ ὁμιλήσωμεν εἰς 


τὸ προσεχὲς κεφάλαιον, 
Ὁ Ἐρατοσθένης ἐγεννήθη τὸ 276 ἢ 275 π.Χ. Εἰς τὴν πατρίδα ἑξρ- 


5 Εἶναι ἀδιοσημείωτον (καὶ ἀξιοθρήνητον) τὸ γεγονός ὅτι ἐνφ ἡ προπαρασκευα- 
στικἡ περίοδος τῆς γεωµετρικῆς ἐρεύνης ἔσχεν ἕνα ἱστορικὸν ἐν πω νυν 
μετήπειτα 
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ὁποῖος μελετᾷ σήμερον τὰ διασωθέντα ἔργα τοῦ ᾽Απολλωνίου. Διότι ἔχο- 
μεν τόσον πολὺ συνειθίσει εἰἷς τὸ νὰ χρησιμοποιῶμεν μεθόδους ταχείας 
καὶ αὐστηρῶς τυποποιηµένας, ὥστε μόλις εἴμεθα εἰς θέσιν ν᾿ ἀντιληφθῦ- 
μὲν μὲ ἀκρίβειαν ὁποία τεραστία προσπάθεια ἐχρειάσθη διά νὰ φθάσῃ ὁ 
᾽Απολλώνιος εἰς τὴν ἀλήθειαν, χωρἰς τὴν βοήθειαν τῶν σημερινῶν µεθό- 
δων. ᾽Αλλ’ ἐν πάση περιπτώσει, διαπιστοῦντες μὲ ἔκπληξιν πόσον ὀλίγα 
προσετέθησαν ὑπὸ τῶν νεωτέρων εἰς τὴν θεωρίαν τῶν κωνικῶν τομῶν, δὲν 
δυνάµεθα παρὰ ν’ ἀποδώσωμεν πλῆρες δίκαιον εἰς τὸν σεβασμόν, τὸν ὁποῖον 
ἐπὶ εἴκοσι καὶ πλέον αἰῶνας ἐμπνέει εἰς τὸν ἐπιστημονικὸν κόσμον ὁ 
μέγας Ὑεωμέτρης τῆς Πέργης. 

Ἡ θέα τώρα τοῦ ἐκτεταμένου πεδίου, τὸ ὁποῖον ἡ δύναµις αὐτῶν τῶν 
ὑπερόχων πνευμάτων κατέστησε τόσον Ἰόνιμον, ἦτο φυσικὀν νὰ γεννήση 
εἰς πολλοὺς τὴν φιλοδοξίαν νὰ διευρύνουν ἢ τοὐλάχιστον νὰ διατρέξουν 
ἐκ νέου τὴν ΕὈκτασίν του, μὲ τὴν ἐλπίδα νἀ εὕρουν καὶ περισυλλέξουν 
ὑτιδήποτε ἐνδεχομένως διέφυγε τοῦ ἐνδιαφέροντος ἢ τῆς προσοχῆς τῶν 
πρωτοκόρων. 

Δυστυχῶς πολλῶν ἐξ ἐκείνων, οἱ ὁποῖοι ἠκολούθησαν τὴν ἀξιέπαι- 
νον αὐτὴν προσπάβειαν (καὶ ὑπῆρξαν βεβαίως πολυάριθμοι), τὰ ἴχνη ερ 
θησαν µέσα εἰς τὴν διαδρομὴν τοῦ χρόνου”. Αλλά περὶ ἐκείνων, οἱ 
ὁκοῖοι ἄφησαν ἴχνη ὁρατά, ὀφείλομεν νὰ εἴπωμεν μερικὰς λέξεις, ἐξετά- 
ζοντες τόσον τοὺς συγχρόνους, ποὺ ὑπῆρξαν ἢ ἐμφανίζονται ὡς µαθη- 
ταί, ὅσον καὶ τοὺς µεταγενεστέρους οἱ ὁποῖοι ἔχουν τὸ ὄφος ὠχρῶν καὶ 
ἐξησθενημένων ἐπκπιγόνων. 


51. Μεταξὺ τῶν γεωμετρῶν τούτων, δευτέρας τάξεως, ἀξίζει ἡ πρώτη 
θέσις εἰς τὸν ᾿Ερατοσθένην τὸν Κυρηναῖον, μετὰ τοῦ ὁποίου ὁ ᾿Αρχιμή- 
µης εἴχε συνάψει τόσον στενὰς φιλικὰς σχέσεις κατὰ τὴν νεανικὴν δια- 
µονήν του εἰς ᾽Αλεξάνδρειαν, ὥστε ἐπιστρέφῶν ἔπειτα εἰς τὴν πατρίδα, 
τοῦ ἀπέστειλεν ἕνα ἀπὸ τὰ ἐξοχώτερα ἔργα του (ῇ 431) καὶ ἕνα ἀπὸ τὰ πε- 
ῥνεργότερα ἀριθμητικὰ προβλήματα, περὶ τοῦ ὁποίου θὰ ὁμιλήσωμεν εἰς 


τὸ προσεχὲς κεφάλαιον, 
Ὁ Ἐρατοσθένης ἐγεννήθη τὸ 276 ἢ 275 π.Χ. Εἰς τὴν πατρίδα ἑξρ- 


5 Εἶναι ἀδιοσημείωτον (καὶ ἀξιοθρήνητον) τὸ γεγονός ὅτι ἐνφ ἡ προπαρασκευα- 
στικἡ περίοδος τῆς γεωµετρικῆς ἐρεύνης ἔσχεν ἕνα ἱστορικὸν ἐν πω νυν 
μετήπειτα 


-..---- -ο-- 


ο -----  οδνάξοιμο. αίοκΜΜΗΗ 
παιδεύθη ὑκὸ τοῦ γραμματικοῦ Λυσανίου, εἰς τὴν ᾽Αλεξάνδρειαν ὑπὸ τοῦ. 
φιλοσόφου - ποιητοῦ Καλλιμάχου, εἰς τὸν ὁποῖον εἴχεν ἀνατεθη ἡ διεύ- 
θυνσις τῆς μεγάλης καὶ ἑνδόξου Βιβλιοθήκης τῶν Πτολεμαίων, εἰς δὲ τὰς 
᾿Αθήνας ὑπὸ ἄλλων, οἱ ὁκοῖοι τὸν κατέστησαν οἰκεῖον πρὸς τὰς ἰδίας 

Περὶ τὸ 235 ἐκλήθη ὑπὸ τοῦ βασιλέως Πτολεμαίου τοῦ Εὐεργέτου, 
ὅστις ἀνέθεσεν εἰς αὐτὸν τὴν ἐκπαίδευσιν τοῦ διαδόχου του καὶ τὴν διεύ- 
θυνσιν τῆς περιφήµου Βιβλιοθήκης, ἀποθανόντος τοῦ Καλλιμάχου, ᾿Απέ- 
θανε δὲ περὶ τὸ 194, ἤτοι εἰς ἡλικίαν 82 περίπου ἐτῶν, δι’ ἐκουσίας, ὡς 
λάγεται, ἀσιτίας, ἐπειδὴ εἴχε χάσει τὴν ὅρασιν, 

Ἔκ φύσεως προικισμένος μὲ πνεῦμα περισσότερον εὔστροφον παρἀ 
διεισδυτικόν͵, κατέκτησε φήµην εἰς διαφόρους κλάδους τοῦ ἐπιστητοῦ. 

ο νην 


µεταρρνθµίσεως τοῦ ἡμερολογίου, μαρτυρεῖ τὸ βάθος καὶ τὸ πλάτος τῶν 
ἀστρονομικῶν του γνώσεων, Τὸ ἐνδιαφέρον του τέλος διὰ τὴν γεωροτρίαν 
μαρτυρεῖται ἀπὸ τὴν ἐκιστολήν, τὴν ὁποίαν ἀπηύθυνε πρὸς τὸν τρίτον 
Πτολεμαῖον, διὰ νὰ τοῦ καταστήσῃ γνωστὰς τὰς μυθικὰς παραδόσεις περὶ 
τῆς γεννήσεως τοῦ δηλίου ροβλήματος ὡς καὶ τὰς λύσεις, αἱ ὁποῖαι 
εἴχον µέχρι τότε προταθῆ. Ἐκ τῆς ἐπιστολῆς αὐτῆς πληροφορούμεθα 


"ο Ἐρατοσθένης τὸν ὑπελότισε περίπου εἰς 120 Κηι, ἐνῷ τὸ µῆκος του εἶναι 
προσεγτιστικῶς ἴσον πρὸς 110 1η κατὰ µοῖραν, 
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μέθοδος, ἡ φεροµένη μέχρι σήµερον μὲ τὸ ὄνομα κόσκινον τοῦ 
Ἐρατοσθένους καὶ ἀποβλέπουσα εἰς τὴν κατάστρωσιν πίνακος 
τῶν πρώτων ἀριθμῶν. Πρόκειται περὶ μεθόδου καροιµιώδους ἁπλότητος, 
ἡ ὁποία συνίσταται εἰς τὸ νἁ διαγράψῶμεν ἀπὸ τὴν ἀκολουθίαν τῶν φυ- 
σικῶν ἀριθμῶν, πρῶτον τὰ πολλαπλάσια τοῦ 2, κατόπιν τοῦ ἃ, τοῦ 5 (τοῦ 4 
διεγράφησαν ὡς πολλαπλάσια τοῦ 2], τοῦ Τ (τὸ 6 διεγράφη ὡς πολλα- 
πλάσιον τοῦ 2) καὶ οὕτω καθ' ἑξῆς. Οἱ τελικῶς ἀκομένοντες ἀριθμοὶ θἀ 
εἶναι προφανῶς διαιρετοὶ µόνον διά τοῦ ἑαυτοῦ των καὶ τῆς µονάδος καὶ 
διὰ τοῦτο θὰ εἶναι πρῶτοι. Ἡ μέθοδος αὕτη ἀποτελεῖ ἁπαραίτητον συµ- 
κλήρωμα εἰς τὸ Εὐκλείδειον Θεώρημα (ὗ 37), ὅτι ἡ σειρὰ τῶν πρώτων 
ἀριθμῶν εἶναι ἄπειρος. Οὐσιαστικῶς δὲ εἰς τὴν µέθοδον αὐτὴν κατέφυγον 
ὅσοι ἐκ τῶν µεταγενεστέρων ἐπεδίωξαν νά κατασκευάσουν πίνακας τῶν 
πρώτων ἀριθμῶν. Καὶ εἰς αὐτὴν πιθανῶς θὰ ἐξακολουθήσουν νὰ προστρέ- 
χουν, ἐφ᾽ ὅσον δὲν ἀνακαλυφθῇ ἐν τῷ μεταξὺ µία χαρακτηριστικἡ ἰδιότης 
τῶν ἀριθμῶν αὐτῆς τῆς κατηγορίας. 


᾿Ὑψικλῆς 


52. Εἰς τὰ δεκατρία βιβλία τῶν Ἑτοιχείων τοῦ Εὐκλείδου οἱ 
ἀρχαῖοι ἐκδόται προσέβετον δύο ἀκόμη, τὰ ὁποῖα ἀναπτύσσουν περαιτέρω 
τὴν Βεωρίαν τῶν κυρτῶν κανονικῶν πολυέδρων, ἀλλά δὲν ἐγράφησαν ἀπὸ 
τὸν διάσηµον γεωμέτρην τῆς Αλεξανδρείας. 

Τὸ φερόμµενον ὡς Βιβλίον ΧΙΝ εἶναι ἔργον ἑνὸς γεωµέτρου καλουµέ- 
νου "Ὑψικλέους, ὁ ὁποῖος ἤκμασεν εἰς ᾽᾿Αλεξάνδρειαν μεταξὺ 150 καὶ 
120 κ.Χ. καὶ εἰς τὸν ὁποῖον ἀποδίδονται ἐπίσης ἄλλα ἔργα ἀνήκοντα εἰς 
τὴν ᾿Αριθμητικὴν καὶ τὴν ᾿Αστρονοµίαν. Κατά ἕνα αἰῶνα περίπου µετα- 
γενέστερος τοῦ Εὐκλείδου, μιμεῖται τόσον πιστῶς τὴν µέθόδον ἐκείνου, 
ὥστε νὰ ὑπενθυμίζη τὰ φαινόμενα τοῦ μιμητισμοῦ, ποὺ εἶναι τόσον συνήθη 
εἰς τὰ κατώτερα στρώματα τοῦ ζωϊκοῦ βασιλείου. Μεταγενέστερος ἐπίσης 
τοῦ ᾿Αρισταίου καὶ τοῦ ᾽Απολλωνίου, ἀναφέρεται εἰς αὐτούς, μελετῇ καὶ 
συμπληρώνει μερικά ἔργα τῶν, καταλήγαν οὕτω εἰς ἕνα σύνολον κομνψῶν 
σχέσεων, ὑφισταμένων μεταδὺ διαφόρων στοιχείων (ἐμβαδόν, ὄγκος, ἀκτὶς 
κύκλου περιγεγραµµένου εἰς µίαν ἕδραν) ἑνὺὸς κυρτοῦ κανονικοῦ κολυξ- 
δρου, αἱ ὁποῖαι δύνανται θαυμάσια νά εὔρουν Βέσιν εἰς οἰανδήποτε πλήρη 
ἀνάπτυξιν τῶν ἰδιοτήτων αὐτῶν τῶν σημαντικωτάτων γεωμετρικῶν στερεῶν, 

"Όσον ἀφορῇ τὸ οὕτω καλούµενον Βιβλίον ΧΥ τῶν Στοιχείων, 
τοῦτο συνίσταται ἐκ τριῶν μερῶν σαφῶς διακεκριμένων καὶ πιθανώτατα 
γραφέντων ὑπὸ διαφόρων προσώπων. Εἰς τὸ πρῶτον µέρος ἐκτίθενται 
μερικαὶ ἁπλαῖ σκέψεις ἀποβλέπουσαι εἰς τὴν καραγωγἠν ἑνὸς κανονικοῦ 
πολυέδρου ἐξ ἑνὸς ἄλλου. ᾽Αναφέρεται, π.χ., ὅτι τὰ κέντρα τῶν ἑδρῶν 
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μέθοδος, ἡ φεροµένη μέχρι σήµερον μὲ τὸ ὄνομα κόσκινον τοῦ 
Ἐρατοσθένους καὶ ἀποβλέπουσα εἰς τὴν κατάστρωσιν πίνακος 
τῶν πρώτων ἀριθμῶν. Πρόκειται περὶ μεθόδου καροιµιώδους ἁπλότητος, 
ἡ ὁποία συνίσταται εἰς τὸ νἁ διαγράψῶμεν ἀπὸ τὴν ἀκολουθίαν τῶν φυ- 
σικῶν ἀριθμῶν, πρῶτον τὰ πολλαπλάσια τοῦ 2, κατόπιν τοῦ ἃ, τοῦ 5 (τοῦ 4 
διεγράφησαν ὡς πολλαπλάσια τοῦ 2], τοῦ Τ (τὸ 6 διεγράφη ὡς πολλα- 
πλάσιον τοῦ 2) καὶ οὕτω καθ' ἑξῆς. Οἱ τελικῶς ἀκομένοντες ἀριθμοὶ θἀ 
εἶναι προφανῶς διαιρετοὶ µόνον διά τοῦ ἑαυτοῦ των καὶ τῆς µονάδος καὶ 
διὰ τοῦτο θὰ εἶναι πρῶτοι. Ἡ μέθοδος αὕτη ἀποτελεῖ ἁπαραίτητον συµ- 
κλήρωμα εἰς τὸ Εὐκλείδειον Θεώρημα (ὗ 37), ὅτι ἡ σειρὰ τῶν πρώτων 
ἀριθμῶν εἶναι ἄπειρος. Οὐσιαστικῶς δὲ εἰς τὴν µέθοδον αὐτὴν κατέφυγον 
ὅσοι ἐκ τῶν µεταγενεστέρων ἐπεδίωξαν νά κατασκευάσουν πίνακας τῶν 
πρώτων ἀριθμῶν. Καὶ εἰς αὐτὴν πιθανῶς θὰ ἐξακολουθήσουν νὰ προστρέ- 
χουν, ἐφ᾽ ὅσον δὲν ἀνακαλυφθῇ ἐν τῷ μεταξὺ µία χαρακτηριστικἡ ἰδιότης 
τῶν ἀριθμῶν αὐτῆς τῆς κατηγορίας. 


᾿Ὑψικλῆς 


52. Εἰς τὰ δεκατρία βιβλία τῶν Ἑτοιχείων τοῦ Εὐκλείδου οἱ 
ἀρχαῖοι ἐκδόται προσέβετον δύο ἀκόμη, τὰ ὁποῖα ἀναπτύσσουν περαιτέρω 
τὴν Βεωρίαν τῶν κυρτῶν κανονικῶν πολυέδρων, ἀλλά δὲν ἐγράφησαν ἀπὸ 
τὸν διάσηµον γεωμέτρην τῆς Αλεξανδρείας. 

Τὸ φερόμµενον ὡς Βιβλίον ΧΙΝ εἶναι ἔργον ἑνὸς γεωµέτρου καλουµέ- 
νου "Ὑψικλέους, ὁ ὁποῖος ἤκμασεν εἰς ᾽᾿Αλεξάνδρειαν μεταξὺ 150 καὶ 
120 κ.Χ. καὶ εἰς τὸν ὁποῖον ἀποδίδονται ἐπίσης ἄλλα ἔργα ἀνήκοντα εἰς 
τὴν ᾿Αριθμητικὴν καὶ τὴν ᾿Αστρονοµίαν. Κατά ἕνα αἰῶνα περίπου µετα- 
γενέστερος τοῦ Εὐκλείδου, μιμεῖται τόσον πιστῶς τὴν µέθόδον ἐκείνου, 
ὥστε νὰ ὑπενθυμίζη τὰ φαινόμενα τοῦ μιμητισμοῦ, ποὺ εἶναι τόσον συνήθη 
εἰς τὰ κατώτερα στρώματα τοῦ ζωϊκοῦ βασιλείου. Μεταγενέστερος ἐπίσης 
τοῦ ᾿Αρισταίου καὶ τοῦ ᾽Απολλωνίου, ἀναφέρεται εἰς αὐτούς, μελετῇ καὶ 
συμπληρώνει μερικά ἔργα τῶν, καταλήγαν οὕτω εἰς ἕνα σύνολον κομνψῶν 
σχέσεων, ὑφισταμένων μεταδὺ διαφόρων στοιχείων (ἐμβαδόν, ὄγκος, ἀκτὶς 
κύκλου περιγεγραµµένου εἰς µίαν ἕδραν) ἑνὺὸς κυρτοῦ κανονικοῦ κολυξ- 
δρου, αἱ ὁποῖαι δύνανται θαυμάσια νά εὔρουν Βέσιν εἰς οἰανδήποτε πλήρη 
ἀνάπτυξιν τῶν ἰδιοτήτων αὐτῶν τῶν σημαντικωτάτων γεωμετρικῶν στερεῶν, 

"Όσον ἀφορῇ τὸ οὕτω καλούµενον Βιβλίον ΧΥ τῶν Στοιχείων, 
τοῦτο συνίσταται ἐκ τριῶν μερῶν σαφῶς διακεκριμένων καὶ πιθανώτατα 
γραφέντων ὑπὸ διαφόρων προσώπων. Εἰς τὸ πρῶτον µέρος ἐκτίθενται 
μερικαὶ ἁπλαῖ σκέψεις ἀποβλέπουσαι εἰς τὴν καραγωγἠν ἑνὸς κανονικοῦ 
πολυέδρου ἐξ ἑνὸς ἄλλου. ᾽Αναφέρεται, π.χ., ὅτι τὰ κέντρα τῶν ἑδρῶν 
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κανονικοῦ πολυέδρου εἶναι κορυφαὶ ἑνὸς ἄλλου, Εἰς τὸ δεύτερον µέρος 
ὁ ἀριθμὸς τῶν γωνιῶν καὶ τῶν κορυφῶν κανονικοῦ πολυέδρου ἐκφράζεται, 
µέσῳ μιᾶς καὶ µόνης σκέψεως, συναρτήσει τοῦ ἀριθμοῦ τῶν ἑδρῶν, πρό- 
βληµα ἁπλοῦν, ἀλλ᾽ οὐχὶ βεβαίως εὐκαταφρόνητον. Εἰς τὸ τρίτον, τέλος, 
µέρος περιέχεται μέθοδος γραφικοῦ προσδιορισμοῦ τοῦ μεγέθους τῆς 
διέδρου δοθέντος κανονικοῦ πολυέδρου. 

Αν τὸ βιβλίον τοῦτο δὲν ὑπολείπεται πολὺ τοῦ προηγουμένου ὡς 
πρὸς τοὺς στόχους πρὸς τοὺς ὁποίους ἀποβλέπει, ὑπολείκεται ὅμως, χωρὶς 
καμµίαν ἀμφιβολίαν, ὡς πρὸς τὴν μορφὴν τῆς ἐκθέσεως, ἡ ὁποία εὐὑρί- 
σκεται εἰς τοὺς ἀντίποδας ἐκείνης, τὴν ὁποίαν ὁ Ὑψικλῆς ἐδιδάχθη ἀπὸ 
τὸν Εὐκλείδην. Τοιαύτη μορφὴ ἐκθέσεως χαρακτηρίζει ἕνα ἔργον τῆς 
παρακμῆς, Καὶ πράγµατι οἱ ἁρμόδιοι ἐν προκειµένφ ἀποδίδουν τὸ τελευ- 
ταῖον µέρος τοῦ βιβλίου τούτου εἰς τὸν ἐκ Δαμασκοῦ φιλόσοφον Δαμά- 
σκιον, ἀκμάσαντα περὶ τὸ 510 μ.Χ. ἢ εἰς ἄλλον ἀνώνυμον µαθητὴν τοῦ 
Ἱσιδώρου τοῦ Μιλησίου, τοῦ διασήµου ἀρχιτέκτονος τῆς Αγίας Σοφίας 
εἰς Κωνσταντινούπολαν, γνωστοῦ ἐπίσης καὶ ὡς ἐκδότου καὶ ὑπομνηματι- 

στοῦ κλασικῶν ἔργων. 


Νικομήδης, Διοκλῆς, Περσεὺς 


5ὃ. Ἐνῷ τὰ κείµενα ποὺ ἐμνημονεύσαμεν ἀνωτέρώ ἀναφέρονται εἰς 
θέµατα τῆς στοιχειώδους Ὑεωμετρίας, οἱ τρεῖς µαθηµατικοί, περὶ τῶν 
ὁποίων πρόκειται τώρα νὰ ὁμιλήσωμεν, ἐπλούτισαν τόν κατάλογον τῶν ἔπι- 
πέδων καμπύλων, προετοιµάσαντες 
τοιουτοτρόπως ἕνα ἀπὸ τὰ σηµαν- 
τικώτερα κεφάλαια τῆς ἀνωτέρας 
γεωμετρίας, τοὐτέστι τὴν γενικὴν 
Βεωρίαν τῶν καμπύλων. 

Πρῶτος μεταξὺ τούτων ἔρχε- 
ται ὁ Νικομήδης, ὁ ὁποῖος, παρα- 
δέχονται, ἔζησεο κατὰ τὴν περίοδον 

Ἶν 250-150 π.Χ. Ὁ μαθηματικὸς οὔ- 
Σχ. 10 τος ὀφμλαοι τὴν φήµην του εἰς τὸ 
γεγονὸς ὅτι ἐπενόησε τὴν κογ- 
χοειδῆ, ἀξιοσημείώωτον ἀλγεβρικὴν καμπύλην τετάρτου βαθμοῦ, ἔχουσαν 
εἰς καρτεσιανὰς συντεταγµένας ἐξίσωσιν; 


173 «(ας κ) (0ἱ --κἩ) 


καὶ εἰς πολικὰς ο ---δ 
σον ϐ 


κανονικοῦ πολυέδρου εἶναι κορυφαὶ ἑνὸς ἄλλου, Εἰς τὸ δεύτερον µέρος 
ὁ ἀριθμὸς τῶν γωνιῶν καὶ τῶν κορυφῶν κανονικοῦ πολυέδρου ἐκφράζεται, 
µέσῳ μιᾶς καὶ µόνης σκέψεως, συναρτήσει τοῦ ἀριθμοῦ τῶν ἑδρῶν, πρό- 
βληµα ἁπλοῦν, ἀλλ᾽ οὐχὶ βεβαίως εὐκαταφρόνητον. Εἰς τὸ τρίτον, τέλος, 
µέρος περιέχεται μέθοδος γραφικοῦ προσδιορισμοῦ τοῦ μεγέθους τῆς 
διέδρου δοθέντος κανονικοῦ πολυέδρου. 

Αν τὸ βιβλίον τοῦτο δὲν ὑπολείπεται πολὺ τοῦ προηγουμένου ὡς 
πρὸς τοὺς στόχους πρὸς τοὺς ὁποίους ἀποβλέπει, ὑπολείκεται ὅμως, χωρὶς 
καμµίαν ἀμφιβολίαν, ὡς πρὸς τὴν μορφὴν τῆς ἐκθέσεως, ἡ ὁποία εὐὑρί- 
σκεται εἰς τοὺς ἀντίποδας ἐκείνης, τὴν ὁποίαν ὁ Ὑψικλῆς ἐδιδάχθη ἀπὸ 
τὸν Εὐκλείδην. Τοιαύτη μορφὴ ἐκθέσεως χαρακτηρίζει ἕνα ἔργον τῆς 
παρακμῆς, Καὶ πράγµατι οἱ ἁρμόδιοι ἐν προκειµένφ ἀποδίδουν τὸ τελευ- 
ταῖον µέρος τοῦ βιβλίου τούτου εἰς τὸν ἐκ Δαμασκοῦ φιλόσοφον Δαμά- 
σκιον, ἀκμάσαντα περὶ τὸ 510 μ.Χ. ἢ εἰς ἄλλον ἀνώνυμον µαθητὴν τοῦ 
Ἱσιδώρου τοῦ Μιλησίου, τοῦ διασήµου ἀρχιτέκτονος τῆς Αγίας Σοφίας 
εἰς Κωνσταντινούπολαν, γνωστοῦ ἐπίσης καὶ ὡς ἐκδότου καὶ ὑπομνηματι- 

στοῦ κλασικῶν ἔργων. 


Νικομήδης, Διοκλῆς, Περσεὺς 


5ὃ. Ἐνῷ τὰ κείµενα ποὺ ἐμνημονεύσαμεν ἀνωτέρώ ἀναφέρονται εἰς 
θέµατα τῆς στοιχειώδους Ὑεωμετρίας, οἱ τρεῖς µαθηµατικοί, περὶ τῶν 
ὁποίων πρόκειται τώρα νὰ ὁμιλήσωμεν, ἐπλούτισαν τόν κατάλογον τῶν ἔπι- 
πέδων καμπύλων, προετοιµάσαντες 
τοιουτοτρόπως ἕνα ἀπὸ τὰ σηµαν- 
τικώτερα κεφάλαια τῆς ἀνωτέρας 
γεωμετρίας, τοὐτέστι τὴν γενικὴν 
Βεωρίαν τῶν καμπύλων. 

Πρῶτος μεταξὺ τούτων ἔρχε- 
ται ὁ Νικομήδης, ὁ ὁποῖος, παρα- 
δέχονται, ἔζησεο κατὰ τὴν περίοδον 

Ἶν 250-150 π.Χ. Ὁ μαθηματικὸς οὔ- 
Σχ. 10 τος ὀφμλαοι τὴν φήµην του εἰς τὸ 
γεγονὸς ὅτι ἐπενόησε τὴν κογ- 
χοειδῆ, ἀξιοσημείώωτον ἀλγεβρικὴν καμπύλην τετάρτου βαθμοῦ, ἔχουσαν 
εἰς καρτεσιανὰς συντεταγµένας ἐξίσωσιν; 
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Ἡ ἐν λόγφ καμπύλη (σχ. 10) γράφεται ἀπὸ τὸ ἐλεύθερον ἄκρον εὐθν- 
ηράµµου τμήματος, σταθεροῦ μήκους ὃὉ, τοῦ ὁποίου τὸ ἄλλο ἄκρον δια- 
γράφει σταθερὰν εὐθεῖαν (ἡ ὁποία καλεῖται βάσις), ἐνῷ ἡ εὐθεῖα ἐφ' 
ἧς κεῖται διέρχεται πάντοτε διὰ σταθεροῦ σηµείου, τοῦ πόλου, ἀπέχον- 
τος ἀκόστασιν α ἀπὸ τῆς βάσεως. Ἐὰν τὸ τμῆμα (µήκους Ὁ) πίπτῃ πρὸς 
ὃ µέρος τῆς βάσεως δὲν κεῖται ὁ πόλος, ἡ γεννωμένη καμπύλη ἔχει τὸ 
σχῆμα τοῦ ἀνοίγματος κογχύλης, ἓδ ἧς καὶ τὸ ὄνομα. ᾿Εὰν τὸ τμῆμα 
{μήκους Ὁ) πίπτῃ πρὸς ὃ µέρος τῆς βάσεως κεῖται καὶ ὁ πόλος, τότε ἢ 
καμπύλη παρουσιάζει βρόχον ἢ κόγχην Ἡ σημεῖον ἀνακάμψεως ἐφ᾽ ὅσον 
εἶναι Όδα ἢἃ δέ. ἡ ῦ»-δ. 

Ὁ Νικομήδης ἐξήτασε βεβαίως τὴν πρὠτην ἐκ τῶν τεσσάρων καμπύ- 
λων, κιθανῶς δὲ καὶ τὰς λοιπάς. Ἁλλ' ἀντιθέτῶς πρὸς ὅντι κάμνοµεν σή- 
µερον, ὁ Νικομήδης δὲν ἐθεώρει µίαν τῶν τριῶν ἄλλων ὡς ἀποτελοῦσαν 
Ένα ὅλον μετὰ τῆς πρώτης. Ἡ κογχοειδής, ἀνωτέρα ἢ κατωτέρα, δύναται 
νὰ γραφῇ εὐκόλως μὲ τὴν βοήῄθειαν ἀπλουστάτου ἐργαλείου, τὸ ὁποῖον 
ἐπενόησεν ὁ ἴδιος, ἐμπνεόμενος πιθανῶς ἀπὸ τὴν γεωμετρικὴν πρᾶξιν τῆς 
ανεύσεως», κοὺ εἴδομεν χρησιμοποιουμένην ὑπὸ τοῦ ᾽Αρχύτα καὶ τοῦ 
"Απολλωνίου διὰ διαφόρους σκοποὺς καὶ ἡ ὁποία θὰ ἐχρησιμοποιεῖτο 
συχνὰ εἰς τὴν ἑκοχήν του. 

Ἡ σπουδαιότης τῆς κογχοειδοῦς συνίστατο κατὰ τοὺς ἀρχαίους εἰς 
τὴν ἰδιότητά της νὰ ὁδηγῇ εἰς θαυμασίας λύσεις ὅχι µόνον τοῦ δηλίου 
κροβλήματος (δικλασιασμὸς τοῦ κύβου), ἀλλ' ἐπίσης τοῦ προ” 
βλήµατος τριχοτοµήσεως τῆς γωνίας, 
τοὐτέστι τοῦ τρίτου ἐκ τῶν 1 ζητημάτων, ποὺ ἐβα- 
«σάνισαν ἐπὶ αἰῶνας τοὺς μαθηματικοὺς καὶ ἐγαλ- 
βάνισαν αὐτοὺς εἷς τὴν γεωμετρικὴν Ερευναν. 

Μία ἄλλη ἀνωτέρα ἀλγεβρικὴ καμπύλη, τρίτου 
βαθμοῦ, ἐπενοήθη, κατὰ τὴν αὐτὴν ἐποχὴν περίπου, 
ἀκὸ τὸν Διοκλέα, µαθηματικὀν εἰς τὸν ὁποῖον 
ἀποδίδεται ἐπίσης καὶ ἡ διά κωνικῶν τομῶν λύσις 
τοῦ ἀρχιμηδείου προβλήματος (4 41): νὰ διαιρεθῇ 
σφαῖρα ὑπὸ ἐπιπέδου εἰς δύο µέρη, τῶν ὁποίων οἱ 

Ἡ νία καμπύλη καλεῖτα κισσοειδἠὴς τοῦ Διοκλύίους, 
Έχουσα ἐξίσωσιν εἰς καρτεσιανὰς συντεταγµένας : 


Υ (4 ---ᾱ) -- σα 
καὶ εἰς πολικάς; 
"ον. εν 


συνθ 


Ι0 Ἱστορία νῦν Μαθηματικῶν 
ὁριζομένη δὲ γεωμετρικῶς ὡς ἑξῆς (σχ. 11). Δίδεται περιφέρεια διαµέ- 
τρον ΟΑ --ᾱ καὶ ἐφαπτομένη ταύτης εἰς τὸ Α. ΄Αγεται διά τοῦ Ο εὐθεῖα 
τέµνουσα τὴν περιφέρειαν εἰς Μ καὶ τὴν ἐφαπτομένην εἰς Ν καὶ µεταφέ- 
Ρεται ἐπ᾽ αὐτῆς ὁμορρόπως τὸ τμῆμα ΜΝ εἰς τὴν θέσιν ΟΡ. Ὁ γεωµετρι- 
κὸς τόπος τῶν θέσεων τοῦ σηµείου Ρ, τῆς τεμνούσης µεταβαλλομένης περὶ 
τὸ Ο, εἶναι µία κισσοειδής. 

Ὅπως ἔδειξεν ὁ Διοκλῆς, ἡ λύσις τοῦ δηλίου προβλήματος ἐπιτυγχά- 
νεται ἐπίσης μὲ τὴν βοήθειαν τῆς κισσοειδοῦς. Τὸ ὄνομά της ὀφείλει ἡ 
καμκύλη εἰς τὴν μικρὰν ὁμοιότητα ποὺ παρουσιάζει πρὸς τὸ φύλλον τοῦ. 
κισσοῦ τὸ χωρίον τὸ περικλειόμενον ὑπὸ τῆς περιφερείας καὶ τῆς κισσοει-- 
δοῦς καμπύλης. 


λίνδρων καὶ τῶν σφαιρῶν, οἱ ἀρχαῖοι ἐξήτασαν ἐπίσης τὴν δακτυλιοσιδῆ 
ἐπιφάνειαν τὴν Ὑγεννωμένην ἐκ τῆς πλήρους περιστροφῆς κύκλου περί 
ἄξονα κείµενον ἐν τῷ ἐπικέδῳ του καὶ ἔδωσαν εἰς αὐτὴν τὸ ὄνομα σπεῖρα. 
Εἰς µίαν εἰδικὴν περίπτωσιν ἡ ἐν λόγῳ ἐπιφάνεια ἀπαντᾶται, ὅπως εἴδο- 
μεν ἀλλαχοῦ (526) εἰς τὴν λύσιν τοῦ δηλίου προβλήματος ὑπὸ τοῦ Αρ- 
χύτα, καὶ ἔδωσε λαβὴν εἰς ἕνα ἀπολεσθὲν ἔργον τοῦ Διονυσοδώρου --- µα- 


εἰς τὸν ὁποῖον ὁ Εὐτόκιος ἀποδίδει µίαν λύσιν διά κωνικῶν τοῦ άρχιμη- 
δείου προβλήματος -- εἰς τὸ ὁποῖον μεταξύ ἄλλων ὑπῆρχεν ἡ πρὀτασις : 
«Ὁ ὄγκος τῆς σπείρας ἰσοῦται πρὸς τὸ γινόµενον τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ γεν- 
νΏντος αὐτὴν κύκλου ἐπὶ τὸ µῆκος τῆς πθριφερείας τῆς Τραφομένης ὑπὸ 
τοῦ κέντρου κατἀ τὴν ὑποτιθεμένην περιστροφήν». 

ὌὍσοι εἶχον μεγάλην οἰκειότητα μὲ τὴν θεωρίαν τῶν τομῶν τοῦ κώ-- 
νον ἦσαν εἰς θέσιν νὰ συλλάβουν αὐτομάτως τὴν ἰδέαν τῆς παραγαγῆς 
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στίχους διασωθέντας ἐκ τοῦ βιβλίου τὸ ὁποῖον ὁ Περσεὺς εἶχε συγγράψει 
διὰ τάς σπειροειδεῖς ἢ σπειρικὰς γραµµάς. Μᾶς καρέχεται µόνον ἡ διαβε- 
βαίωσις ὅτι τῶν καμπύλων τούτων ὁ Περσεὺς καθώρισε τὸ ασύμπτωμαν, 
ἤτοι τὴν χαρακτηριστικὴν ἐκείνην ἰδιότητα, ἥτις εἰς τὴν ἀρχαίαν γεωµε- 
τρίαν ἔπαιδεν ἕνα ρόλον ἀνάλογον πρὸς τὴν σηµερινὴν ἐξίσωσιν μιᾶς 
καμπύλης εἰς καρτεσιανὰς συντεταγµένας. Γνωρίζομεν ἐπί πλέον ὅτι οὗτος 
ἀπεκάλυψε τὰς διαφόρους μορφάς ποὺ παρουσιάζουν αἱ νέαι καμπύλαι 
ἀναλόγως πρὸς τὴν ἀπὸ τοῦ ἄξονος ἀπόστασιν τοῦ τέµνοντος ἐπιπέδου, 
Αἱ ὀλίγαι αὐταὶ ἀποσπασματικαὶ εἰδήσεις καθιστοῦν ἰδιαιτέρως λυπηράν 
τήν ἀπώλειαν ἑνὸς ἔργου, τοῦ ὁποίου εἶναι ἀδύνατον ν᾿ ἀρνηθῶμεν τὴν 


Ζηνόδωρος 


6δ. ᾿Ενῷ ὁ Νικομήδης, ὁ Λιοκλῆς καὶ ὁ Περσεύς, ἀκολουθοῦντες 
τὰ ἴχνη τῶν μεγάλων διδασκάλων ᾿Αρχιμήδους καὶ ᾽Απολλωνίου, προσέ- 
φερον ὑλικὰ πολύτιμα διὰ τὴν μελλοντικὴν ἀνάπτυξιν τῆς θεωρίας τῶν 
καμπύλων, ὁ Ζηνόδωρος, πιθανῶς σύγχρονος τοῦ ἐκ Πέργης γεωμέτρου, 
ἔγραψε τὰς πρώτας γραμμάς εἰς ἕνα κεφάλαιον τῆς γεωμετρίας, τὸ ὁποῖον 
µόνον κατὰ τὴν διάρκειαν τοῦ παρελθόντος ἔφθασεν εἰς κατάστα- 
σιν [κανοποιητικῆς τελειότητος, τοὐτέστι τὴν θεωρίαν τῶν ἴσοπε- 
ριμέτρων. Θὰ ἠᾖτο δυνατὸν νά διατυκωθῇ ἡ γνώµη ὅτι τὸ μικρὸν 
βιβλίον «περὶ ἰσοπεριμέτρων σχηµάτῶνν, ποὺ ἀποδίδεται εἰς 
τὸν Ζηνόδωρον, ἀγεννήθη ἀπὸ τὴν ἀξιέπαινον κροσπάθειαν νὰ ἐκριζωθῇ 
µία πεπλανηµένη γνώμη (ἡ ὁποία διαφαίνεται ἀκόμη καὶ εἰς ἕνα χωρίον 
τῶν ἱστοριῶν ποὺ ἔγραφεν ὁ Θουκυδίδης τὸν 5ον αἰῶνα π.Χ.), ὅτι διὰ νὰ 
ὑπολογίσωμεν µίαν ἐπίπεδον ἐπιφάνειαν ἀρκεῖ νά µετρήσωμεν τὴν περί- 
μετρόν της. 

Διὰ τὴν ἐπίτευξιν τοῦ σκοποῦ τούτου τὸ καλύτερον µέσον θά ἦτο νὰ 
συγκρίνωµεν τὰ ἐμβαδὰ δύο ἰσοπεριμετρικῶν σχημάτων. Καὶ πράγµατι ὁ 
Ζηνόδωρος δεικνύει πρὸ πάντων ὅτι, «ἐκ δύο πολυγώνων κανονικῶν καὶ 
ἰσοπεριμέτρων τὸ Εχονζμεγαλύτερον ἀριθμὸν πλευρῶν ἔχει καὶ τὸ µεγα- 
λύτερον ἐμβαδὸν» καὶ ἐπάγεται ἐκ τούτου ὅτι, «ἐάν κανονικὸν πολύγῶνον 
καὶ κύκλος ἔχουν τὴν ἰδίαν περίµετρον, ὃ κύκλος ἔχει τὸ µεγαλύτερον 
ἐμβαδόν», Καὶ ἐπειδὴ ὁ Ἕλλην γεωµέτρης δὲν ἀγνοεῖ ὅτι «ἕνα κανονικὀν 
κολώγώνον ἔχει ὀμβαδὸν μεγαλύτερον ἑνὺς ἄλλου πολυγώνου ἰσοπεριμέ- 
τρου, ἀλλά μὴ κανονικοῦ» φθάνει εἰς τὸ θεµμελιῶδες θεώρημα: 
αΜεταξὺ ὅλων τῶν ἰσοπεριμέτρων σχημάτων τοῦ ἐπιπέδου ὁ κύκλος εἶναι 
ὁ ἔχων τὸ µέγιστον ἐμβαδόν», 
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ὁ Ζηνόδωρος ἐπιχειρεῖ µίαν προκαταρκτικἡν ἔρευναν, χωρὶς ὅμως νὰ κα- 
τορθώσῃ νὰ δώσῃ συνέχειαν εἰς τὰς προθέσεις του. Τὸ πρᾶγμα δὲν πρέποι 
νἁ μᾶς ἐκπλήξη ἐὰν ἔχωμεν ὑπ' ὄψιν ὅτι εἰς τὸν σκοπὸν τοῦτον δὲν 
ἔφθασεν οὔτε ὁ δίείπει, ἀλλὰ µόνον μεταγενέστεροι μαθηματικοί ὁκλι- 
σθέντες μὲ νεωτέρας ἐννοίας καὶ ὀξυτέρας ἀναλυτικάς μεθόδους. Τὸ μικρὸν 
λοιπὸν ἔργον, περὶ τοῦ ὁποίου πρὸ ὀλίγου ὠμιλήσαμεν, δὲν ἀποτελεῖ ἕνα 
ἐξ ἐκείνων τῶν προνοµιούχων προϊόντων τῆς σκέψεως, ὅπου τὸ πνεῦμα 
ἐφησυχάζει, δὲν εἶναι ὁ καρπός, ἀλλὰ ὁ σπόρος, καὶ ὑπὸ τὴν ἔποψιν αὐτὴν 
εἶναι καθῆκον τοῦ ἱστορικοῦ νἀ τὸ ἀναγράψῃ καὶ νἁ τὸ ἀξιολογήσῃ- 


Πάππος 


56, Τὸ καλύτερον µέρος τῶν πληροφοριῶν, τὰς ὁποίας κατέχοµέν 
γύρῳ ἀπὸ τὰ ἔργα ἐκεῖνα τῶν Ἑλλήνων μαθηματικῶν, τὰ ὁποῖα ἐδηφανί- 
σθησαν ἀπὸ τὴν καταστρεπτικἡν διάβασιν τοῦ χρόνου καὶ τῶν βαρβάρων, 
ὀφείλομεν εἰς µίαν ἐκτεταμένην συγγραφικἠν ἐργασίαν ἑνὸς ᾽Αλεξανδρινοῦ 
γεωµέτρου, ὁ ὁποῖος ἔζησε καὶ πιθανώτατα ἐδίδαξε κατὰ τὸν ΠΠ αἰῶνα μ.Χ. 
ὍὉ νεώτερος αὐτὸς γεωµέτρης τῆς ᾽Αλεξανδρείας ὀνομάζεται Πάππος. 

Ἡ πολύτιμος συγγραφικἡ ἐργασία τοῦ Πάππου, ἡ ὁποία ἔφθασε μύ- 
χρις ἡμῶν κατὰ τὸ μεγαλύτερον καὶ σημαντικώτερον µέρος της, ἔχει ἕνα 
χαρακτῆρα ἐντελῶς ἰδικόν της. Δὲν ἀποτελεῖ ἐγκυκλοπαίδειαν ὑπὸ τὴν 
συνήθη ἔννοιαν τῆς λέξεως, διότι προὐποθέτει ὅτι εἰς τὴν διάθεσιν τοῦ άνα- 
γνώστου εὑρίσκονται τὰ πρωτότυπα ἔργα. Δὲν ἀποτελεῖ ἐπίσης συλλογὴν 
ἑρμηνευτικῶν σχολίων, καθ ὅσον ὁ Πάππος ὁμιλεῖ συχνὰ διά λογαρια- 
σµόν του, διορθώνων, ὑποβάλλων εἰς κριτικἠν καὶ γενικεύών τὰς ἀναφε- 
ροµένας ὑπ αὐτοῦ προτάσεις. ᾽Αλλ' οὔτε καὶ ἀποτελεῖ ἱστορίαν ἢ βιβλιο- 
γραφίαν, μολονότι εἶναι ἀνεξάντλητος πηγἠ ἱστορικῶν καὶ βιβλιογραφι- 

Πρόκειται, κατὰ τὴν γνώµην µας, περὶ μιᾶς συγκεντρώσεῶς τῆς ὕλης 
διαφόρων µαθηµάτων, ἀποβλεπόντων εἲς διάδοσιν τῆς γνώσεως καὶ εἰς 
τὴν διευκόλυνσιν τῶν ἐπιθομούντων νἁ κατανοήσουν τὰ ἀριστουργήματα 
τοῦ ἑλληνικοῦ μαθηματικοῦ πνεύματος, Ἡ µελέτη τῆς Μαθηματικῆς 
Συναγο}γἢής, (αὐτὸς εἶναι ὁ τίτλος τοῦ μνημειώδους ἔργου) ἐπιτρέπει νά 
συμπλ ηρώσωμεν εἰς πλεῖστα ἐνδιαφέροντα σημεῖα, τὸ πλαίσιον τοῦ µαθηµα- 
τικοῦ ἔργου τῶν ἀρχαιοτέρων "Ελλήνων γεωμετρῶν καὶ διὰ τοῦτο εἶναι 
ἁκαραίτητον νἁ κάµωµεν ἐδῶ µίαν πλήρη, ὅσον τὸ δυνατὸν σύντομον, 
ἀνάλυσιν. 


5). Ἐκ τῶν ὀκτώῳ βιβλίων, ποὺ ἀπετέλουν ἀρχικῶς τὴν Συναγω- 
ήν, τὸ Ἰ ἀκωλέσθη, ἐκ δὲ τοῦ Ἡ ἐσώθη ἕνα µέρος, τοῦ ὁκοίου θά κά- 
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µωμεν µνείαν͵ ὅταν θὰ ὁμιλήσωμεν διά τὴν ἀριθμητικὴν τῶν ἀρχαίων 
Ἑλλήνων. 

Τὸ βιβλίον ΠΙ ἀρχίζει μὲ ἕνα ἑνδιαφέροντα πρόλογον ὑπὸ τύπον ἐπι- 
στολῆς πρὸς ἕνα ἄτομον Πανδροσίωνα, τοῦ ὁποίου ἀκόμη καὶ τὸ φῦλον 
εἶναι ἀμφίβολον καὶ τὸ ὁποῖον εὑρίσκετο ἐπικεφαλῆς μιᾶς σχολῆς μὲ τρο- 
φίµους τόσον χαμηλοῦ πνευματικοῦ ἐπιπέδου, ὥστε νὰ σφάλλουν ὄχι πλέον 
εἰς τὴν λύσιν, ἀλλά καὶ εἰς τὴν ἐκφώνησιν τῶν προβλημάτων. Πρὸς δια- 
φώτισιν τώρα διδασκάλου καὶ μαθητῶν ὁ Πάππος --- ἀκολουθῶν ἕνα σύ- 
στηµα, τὸ ὁποῖον σήµερα θὰ ἐθεωρεῖτο τοὐλάχιστον παράδοξον --- ἀπό- 
στειλε πρὸς τὸν συνάδελφὀν του, ὅσα, κατὰ τὴν γνώμην του, ἦσαν ἐπαρκῆ 
καὶ ἀναγκαῖα πρὸς διασάφησιν τοῦ σημαντικοῦ θέματος. 

Αρχίζει λοικὸν μὲ τὴν ἔκθεσιν μιᾶς μεθόδου πρὸς λύσιν τοῦ δηλίου 
προβλήματος, ὀφειλομένης εἰς κάποιον Ἱέριον, ἡ ὁποία καίτοι δὲν εἶναι 
ὀρθή, ἐφαρμοζομένη κατ ἑκανάληψιν ἐπιτρέπει τὸν ὑπολογισμὸν τῆς κυ- 
βικῆς ρίζης μὲ ὅσην θέλοµεν προσέγγισιν. Κατὰ τὴν κριτικἠν ἐδέτασιν 
τῆς μεθόδου ὁ Πάππος ἀκολουθεῖ τὴν ἀρχαίαν διαίρεσιν τῶν γεωμετρι” 
κῶν προβλημάτων εἰς «ἀπίκεδα», «στερεά» καὶ «γραμμικά», ἐφ᾽ ὅσον ἡ 
λύσις αὐτῶν ἐξηρτᾶτο ἀντιστοίχως ἀπὸ εὐθείας ἢ περιφερείας, κωνικὰς 
τοµάς καὶ γραμμὰς ἄλλης φύσεως. Εἰς τὴν δευτέραν τῶν κατηγοριῶν τού- 
των ἀνήκει τὸ δήλιον κρόβληµα, ὁ δὲ Πάπκος ἐπιλαμβάνεται τῆς εὖκαι- 
ρίας διὰ νά ἐκθέσῃ τὰς λύσεις ποὺ ἐἰδόθησαν εἰς αὑτὸ μέχρι τῶν ἡμε- 
ρῶν του. 

Μετά τὴν ἐξάντλησιν τῶν ὅσων ἤρκουν διὰ τὴν ἀποκατάστασιν τῆς 
διαυγείας τῶν ἰδεῶν εἰς τὸν Πανδροσίωνα καὶ τοὺς µαθητάς του, ὁ Πάπ- 
πος στρέφεται πρὸς ἄλλο θέµα, τὴν θεωρίαν τῶν ἀναλογιῶν καὶ ἐκθέτει 
πῶς παράγονται κυκλικῶς αἱ δέκα ἀναλογίαι τῶν ἀρχαίων, ἂν θέσωμεν 
ἕνα λόγον τοῦ τύπου : 
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Εναι αἱ ἀναλοτίαι, αἱ λεγόμεναι κατά σειράν: ἀριθμητική, γεωμετρική) 
ἁρμονική, ὑπεναντία ἁρμονικῶς, πέµπτη, ἕκτη (ὑπεναντία Τεωμετρικῶς, 


Εἰς τὸ τρίτον µέρος τοῦ ἰδίου βιβλίου Πῖ, ὁ Πάππος δίδει µίαν περί- 
ληψιν καὶ σχολιάζει τὸ περιεχόµενον ἑνὸς ἔργου ὑπὸ τὸν τίτλον παρά- 
ὃ ο ξ α κάποιου Ἐρυκίνου. Τὸ ἔργον τοῦτο περιελάμβανε µίαν σειρὰν προ- 
τάσεων σχετικῶν πρὸς τὴν σύγκρισιν τῆς περιµέτρου ἑνὸς τριγώνου ἢ 
ἑνὸς πολυγώνου μὲ τὴν περίµετρον πολυγωνικῆς γραμμῆς ἐσωτερικῆς, 
δηλαδὴ µίαν πραγµατείαν ἔχουσαν ὡς φαίνεται ἀφετηρίαν τὴν ὑπ ἀρι- 
θμὸν 1, 21 κρότασιν τῶν Στοιχείων τοῦ Εὐκλείδου: «Εάν τριγώνου 
ἐπὶ μιᾶς τῶν πλευρῶν ἀπὸ τῶν περάτων δύο εὐθεῖαι ἐντὸ- συσταθῶσιν, αἱ 
συσταθεῖσαι τῶν λοιπῶν τοῦ τριγώνου δύο πλευρῶν ἑλάττονες μὲν ἔσον- 
ται, μείζονα δὲ γωνίαν περιέξουσινν. 

Εἰς τὸ τελευταιον µέρος τοῦ βιβλίου ΗΙ τῆς Συναγωγῆς ὁ συγ- 
Υραφεὺς ἀσχολεῖται μὲ τὴν θεωρίαν τῶν κανονικῶν ῥεδρων, ἀντλῶν 
ἐκ τοῦ ἔργου τοῦ ᾿Αρισταίου (ἡ 45), εἰς τὸ ὁποῖον δὲν παραλείπει νὰ ἐπι- 
φέρῃ μερικὰς συμπληρώσεις. ᾿Αξίζει τὸν κόπον νὰ σημειώσωμεν ὅτι, κατ’ 
ἀντίθεσιν πρὸς τὸν Εὐκλείδη, ὁ Πάππος κατεσκεύασε τὰ ἀξιόλογα αὐτὰ 
στερεὰ δι’ ἐγγραφῆς των εἰς µίαν σφαῖραν. Ἰοιουτοτρόπως τὸ πρόβλημα 
ἀνήγετο εἰς τὴν διαίρεσιν τῆν σφαιρικῆς ἐπιφανείας εἰς κανονικὰ σφαιρικἀ 
πολύγῶνα μὲ συνεχοµένας πλεὺράς. 

58. Τὸ Βιβλίον ΙΥ, ἂν καὶ διαιρεῖται εἰς διάφορα µέρη, ἐκ πρώτης 
ὄψεως ξένα μεταξύ των, κατέχει ἐν τούτοις Βεμελιώδη ἑνότητα, καθ’ ὅσον 
περιλαμβάνει µίαν ἔκθεσιν τῶν ἰδιοτήτων, τὰς ὁποίας παρουσιάζουν αἱ 
καμπύλαι αἱ λύουσαι τὰ τρία κλασικὰ προβλήµατα τῆς ἀρχαίας γεωμε- 
τρίας. Ἡ ἀπουσία προλόγου παρέσχε στερεὸν ἐπιχείρημα εἰς τὴν ὑπόθε- 
σιν ὅτι τὸ βιβλίον τοῦτο θ) ἀπετέλει ἕνα σύνολον μετὰ τοῦ ΤΠ, ἐννισχύεται 
δὲ ἡ ὑπόθεσις αὕτη ἀπὸ τὸ γεγονὸς ὅτι τὸ περιεχόὀμενόν του δίδει τὴν 
ἐντύπωσιν φυσικῆς συνεχείας τοῦ τελευταίου μέρους τοῦ βιβλίου ἹΠ. 

Εἰς τὸ πρῶτον µέρος τοῦ βιβλίου ἵν ἐκτίθεται µία γενίκευσις τοῦ 
θεωρήματος τοῦ Πυθαγόρου εἰς τρίγωνα μὴ ὀρθογώνια, ἡ ὁποία εἶναι 

ὄχι µόνον ἀπὸ καθαρᾶς γεωμετρικῆς ἀκόψεως, ἀλλ’ ἐπίσης 
διότι εἶναι ἰσοδύναμος πρὸς τὴν πρότασιν τῆς µηχανικῆς, τὴν γνωστὴν 
ὑπὸ τὸ ὄνομα «θεώρημα τοῦ Ὑαήρασι 5, 

᾿Ακολουθοῦν μµερικαὶ σχέσεις, ἀγνώστου προελεύσεως, μεταξὺ τῶν 

ἀκτίνων καὶ τῶν διαδοχικῶν στοιχείων μιᾶς σειρᾶς περιφερειῶν, ἑκάστη 
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τῶν ὁποίων ἐφάπτεται τῆς προηγουµένης καὶ ὅλαι ἐπίσης ἐφάπτονται δύο 
ἄλλων δοθεισῶν, αἱ ὁποῖαι ἐφάπτονται ἐσωτερικῶς µεταδύ των, ὑποτίθεται 
δὲ ὅτι µία τῶν περιφερειῶν τῆς σειρᾶς ἔχει τὸ κέντρον της ἐπὶ τῆς δια- 
κέντρου τῶν δοθεισῶν. Αί σχέσεις αὗταί συνεπληβρώθησαν πρὸ αἰῶνος 
περίπου ἀπὸ τὸν Βιείπει καὶ ἔδωσαν κατόπιν λαβὴν εἰς ἕνα ἀπὸ τὰ πλέον 
ἑνδιαφέροντα απροβλήματα φραγμοῦ» ποὺ γνωρίζοµεν, 

Τὸ δεύτερον µέρος τοῦ Βιβλίου ΤΝ τῆς Συναγωγῆς ἀναφέρεται 
εἰς τὴν ἀρχιμήδειον ἔλικα. ᾽Αναψηλαφῶν ὁ ΗΠάππος τόν τετραγωνισμὸν 
χωρίου τῆς ἔλικος, ἠδυνήθη νὰ προσθέση μερικὰς κομψὰς προτάσεις εἰς 
ἐκείνας ποὺ ἐδίδαξεν ὁ ᾿Αρχιμήδης, αἱ ὁποῖαι ἀντέχουν θαυμάσια εἰς 
σύγκρισιν πρὸς τὰς τοῦ Συρακουσίου. 

Εἰς τὸ ἑπόμενον µέρος ἀσχολεῖται μὲ τὴν τετραγωνίζουσαν τοῦ Ἱππία. 
Ἐκτὸς τῆς ἀρχικῆς Τενέσεως τῆς καμπύλης (3 28) ἐκθέτει δύο ἄλλας 
ἐντελῶς πρωτοτύπους κατασκενάς, αἱ ὁποῖαι προσφέρουν ἐντυπωσιακὴν 
ἀπόδειξιν τῆς μεγάλης χρησιµότητος στερεομετρικῶν προὐποθέσεων εἰς 
τὴν µελέτην τῶν ἐπιπέδων σχημάτων, Διὰ νά εἴμεθα περισσότερον συγκᾶ- 
κριµένοι ἃς ἀναφέρωμεν τὴν ἀκόλουθον πρότασιν, τὴν ὁποίαν ἀποδεικνύει 
ὁ Πάππος: «λαμβάνομεν μίαν τετραγωνίζουσαν, ἂν τµήσωμεν τὴν ἐπιφά- 
νειαν ἑνὸς κοχλίου, ἔχοντος τετραγὠνικἠν κατατομὴν σπειρώµατος. μὲ 
ἕνα ἐπίπεδον περιλαμβάνον µίαν γενίτειραν, προβάλωμεν δὲ κατόπιν ὁρ- 
θογωνίως τὴν προκύπτουσαν καμπύλην ἐπὶ ἐπιπέδου καθέτου ἐπὶ τὸν ἄσονα 
τῆς ἐπιφανείας». 

Ακόμη περισσότερον περίεργος καὶ ὄχι ὁλιγώτερον ἀξιοσημείωτος 
εἶναι µία δευτέρα κατασκευἠ τοῦ αὐτοῦ τύπου, ἡ ὁκοία στηρίζεται ἐπὶ 
τῆς θεωρήσεως ἑνὸς κυλίνδρου ὀρθοῦ ἔχοντος βάσιν µίαν ἀρχιμήδειον 
ἔλικα καὶ ἑνος ὀρθοῦ κυκλικοῦ κώνου ἔχοντος ἄδονα τὴν ἐκ τοῦ πόλου 
τῆς ἔλικος κάθετον ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον ταύτης. Εάν ἐδ ὅλων τῶν σημείων 
τῆς γραμμῆς καθ’ ἣν τέµνονται αἱ δύο ἐπιφάνειαι, ἀχθοῦν αἱ κάθετοι ἐκὶ 
τὸν ἄξονα τῆς δευτέρας παράγεται µία εὐθειογενὴς ἐπιφάνεια, τὴν ὁποίαν 
τέμνοµεν διά τινος ἐπιπέδου περιλαμβάνοντος µίαν γενέτειράν τους κατὰ 
µίαν καμπύλην, ἡ ὁποία προβάλλεται ὀρθογωνίως ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου τῆς 
«ἀρχιμηδείου ἔλικος κατὰ µίαν τετραγωνίζουσαν, 

Αἱ θαυμάσιαι αὐταὶ στερεομετρικαὶ θεωρίαι Φὠδήγησαν τὸν Πάππον 
εἷς τὴν ἐξέτασιν τῆς ἀναλόγου καμπύλης πρὸς τὴν ἔλικα τοῦ ᾿Αρχιμήδους 
ἐπὶ τῆς ἐπιφανείας μιᾶς σφαίρας, Διὰ νὰ τὴν περιγράψωµεν θὰ ὑποθέσω- 
μεν ὅτι, ἑνῷ Ένας μέγιστος κύκλος στρέφεται ὁμαλῶς περὶ µίαν διάμετρόν 
του, ἕνα σημεῖον τῆς περιφερείας του ἐκκινοῦν ἀπὸ τὸ ἕνα ἐκ τῶν δύο 

«ἄκρων τῆς ἐν λόγφ διαμέτρου διαγράφει τὴν περιφέρειαν ἐπίσης ὁμαλῶς. 
'Ἡ τροχιά, τὴν ὁποίαν διαγράφει τὸ κινητὸν σημεῖον εἶναι ἡ νέα 
εξλιξ τοῦ Πάππου. Ἡ σπουδαιότης τῆς νέας καμπύλης ἐξαίρεται ἀπὸ τὸν 


Ι0ό6 κ ι Ἱστορία τῶν ῬΜσθημα πιων 
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δεινὸν ὑπομνηματιστὴν μὲ τὴν ἀπόδειδιν ἑνὸς κοµψοτάτου θεωρήματος 
τετραγωνισμοῦ, εἰς τὸ ὁποῖον δίδει λαβὴν ἡ ἐν λόγῳ καμπύλη, θεώρου- 
µένη εἰς µίαν εἰδικὴν περίκτωσιν κατὰ τὴν ὁκοίαν αἱ δύο ὁμαλαὶ κινήσεις 
δὲν εἶναι ἐντελῶς τυχοῦσαι, ἀλλά τοιαῦται, ὥστε ὅταν ὁ μέγιστος κύκλος 
συμπληρώσῃ µίαν πλήρη περιστροφήν, τὸ κινητὸν σημεῖον ἔχει διαγρά- 
ψει ἕνα µόνον τεταρτηµόριον”. 

Τὸ τελενταῖον µέρος τοῦ βιβλίου ΙΥ ἔχει ὡς θέµα τὴν διαίρεσιν μιᾶς 
Ἰωνίας εἰς µέρη ἔχοντα µεταξύ των προκαθωρισµένους λόγους, εἰδικώτερα 
δὲ τὴν διαίρεσιν εἰς τρία ἴσα µέρη. Ὁ Πάππος δεικνύει κῶς δυνάµεθα, 
Χρησιμοποιοῦντες τὴν τετραγωνίζουσαν τοῦ ππία ἢ ἐπίσης τὴν ἀρχιμή- 
δειον ἔλικα νὰ ἐπιτύχωμεν τὴν λύσιν τοῦ προβλήματος, Είναι εὔκολον νὰ 
πεισθῇ κανεὶς περὶ αὐτοῦ, ἂν λάβῃ ὑπ᾿ ὄψιν του τὸ γεγονὸς ὅτι πράγµατι 
αἱ καμπύλαι αὗταί ἀνάγουν τὸ πρόβλημα διαιρέσεως τῆς γωνίας εἰς τὸ 
ἀνάλογον ἐπὶ εὐθυγράμμου τμήματος. 


59. Τὸ Βιβλίον Υ τῆς Συναγωγῆς παρουσιάζει µεγαλυτέραν ἑνό- 
τητα τῶν προηγουμένων, καθ ὅσον ὁλόκληρον ἀφιεροῦται εἲς τὴν θεω- 
ρίαν τῶν ἰσοπεριμέτρων (ἡ 55), ἡ ὁποία ἀρχίζει μὲ µίαν λαμπροτάτην 
εἰσαγωγήν, ὅπου, λαμβάνων ἀφορμὴν ἀπὸ τὸ γεγονός, ὅτι αἴ µέλισσαι 
δίδουν εἰς τὰ κελλία τῶν μελιτοφόρων κηρυθρῶν τὴν εὐνοϊκωτέραν πολυ- 
Ὑωνικὴν μορφὴν (μµέγιστον περιεχόµενον εἰς ἑλαχίατην ἐκιφάνειαν), ὁ 
᾽Αλεξανδρινὸς γοωμέτρης κάµνει ἕνα παραλληλισμὀν μεταξὺ τῆς νοηµοσύ- 
νης τῶν ἀνθρώπων καὶ ἐκείνης τῶν ἐντόμων, 'Αποδεικνύων κατόπιν τὸ 
θεμελιῶδες θεώρημα τῶν ἰσοπεριμέτρων διὰ τὰ ἐπίπεδα σχήματα, ὁ Πάκ- 
πος ἐπιχειρεῖ ἓν συνεχείᾳ ἐπέκτασιν τούτου εἰς τὸν χῶρον. Τὸν ἐξαίρετον' 
ὅμως αὐτὸν σκοπὸν δὲν ἐπιτυγχάνει, ἂν καὶ δι’ ἡμᾶς ἡ προσπάθειά του 
εἶναι πολλοῦ λόγου ἀξία, καθ᾽ ὅσον δι’ αὐτῆς τοῦ ἐδόθη ἀφορμή νὰ μᾶς 
καράσχη τὰς μοναδικὰς πληροφορίας, ποὺ ἔχομεν µέχρι σήμερον, σχετικῶς 
πρὸς τὰ ἡμικανονικὰ πολύεδρα τοῦ ᾿Αρχιμήδους (6 49). 

Διά τὸ Υ] Βιβλίον τῆς Συναγωγῆς δὲν θά εἴπωμεν παρὰ ὁλί- 
ας λέδεις, διότι τοῦτο περιλαμβάνει ἁτάκτους παρατηρήσεις ἐπὶ ἔργων, 
ποὺ θὰ μᾶς ἀπασχολήσουν ἐν συνεχείᾳ, καὶ ἀφορώντων τὴν σφαιρικὴν 
᾿Αστρονομίαν τῶν Ἑλλήνων. "Αλλωστε εἰς τὸ βιβλίον τοῦτο ὃ Πάκπος 
δὲν εὗρε πεδίον ἀναπτύξεως κάποιας ἀξιοσημειώτου πρωτοτυπίας. 

Ἐκεῖνο τὸ βιβλίον, ποὺ ἔχει καθ΄ ἡμᾶς ἰδιαιτέραν ἀξίαν, εἶναι τὸ ἐκό- 
µενον, δηλαδἡ τὸ βιβλίον ΥΠ. Εἰς αὐτὸ παρέχονται πληροφορίαι ἐπὶ ἑνὸς 


"Αν ἐδαιρέσαμεν τήν περιοριστικἠν αὐτὴν συνθήκην, ἡ καμπύλη τοῦ Πάκπου 
«ο Ἴδες μνὸς οἷς εμάλας ποὺ ἐπεγόησεν ἀργότερα ὁ Οωΐάο Οτεπάί (16. 1140, 
ὠνόμασε Κλελίας (Έ]σογεα μεοπιεείοί εκ τούσεαεωαι ϱἵ εἰωρίπτυπη ὀεφογρίσας 

Ὃ νν. 1728). 
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μεγάλου ἀριθμοῦ σημαντικῶν ἔργων, ὀφειλομένων εἰς κορυφαίους µαθη- 
ματικοὺς τῆς ᾿Αργχαιότητος, τὰ ὁχοῖα ὅμως ἐχάθησαν. Τὸ βιβλίον τοῦτο 
ϐ’ ἀποτελῇ πάντοτε ἀξιόλογον πηγὴν πληροφοριῶν διὰ τοὺς ἱστορικοὺς 
τῶν ἑλληνικῶν μαθηματικῶν. Τὸ βιβλίον ἀρχίζει μὲ µίαν εἰσαγωγικὴν ἔπι; 
στολὴν τοῦ Πάππου πρὸς τὸν υἱόν του, εἰς τὴν ὁποίαν παρατάσσει λεπτο” 
µερῃ κατάλογον τῶν ἔργων, ποὺ ἀπετέλουν τὸν λεγόµενον α Αναλυόμε- 
νον τόπον». Τὰ ἔργα αὐτά προωὠρίζοντο δι᾽ ἐκείνους οἱ ὁποῖοι, ἀφοῦ ὅδιε- 
Εήρχοντο τὰ Στοιχεῖα τῆς γεωμετρίας, εἶχον περαιτέρω τὴν ἔφεσιν νὰ Υο" 
μνασθοῦν εἰς τὴν τέχνην τῆς λύσεως τῶν προβλημάτων, ἦσαν δὲ μεταξὺ 
ἄλλων καὶ τά ἑξῆς: Δεδομένα, Πορίσµατα καὶ Τόποι πρὸς 
ἐπιφανείᾳ, ἀνήκοντα εἰς τὸν Εὐκλείδη. Λόγου ἀποτομῆς, χῶ- 
ρίου ἀκοτομῆς, Διωρισμένης τομῆς, ἘἜπαφαί, Νεύσεις 
καὶ Κωνικαί, ἀνήκοντα εἰς τὸν ᾽Απολλώνιον. Τέλος τὸ ἔργον τοῦ 
Ἐρατοσθένους περὶ Μεσοτήτων. 

Δι’ ἕνα ἕκαστον τῶν ἔργων τούτων ὁ Πάππυος ὑποδεικνύει τὸν σκοπὸν 
καὶ τὸν ἀριθμὸν τῶν περιεχομένων προτάσεων, προσθέτει δὲ καὶ ὁ ἴδιος 
µέγαν ἀριθμὸν ληµµάτων, χρησιμωτάτων πρὺς κατανύησιν τοῦ κειµένου, 
Μερικά ἐξ αὐτῶν συμπληρώνουν εἴς τινας λεκτοµερείας τὴν ἀρχαίαν «γεω- 
µετρικήν ἄλγεβραν» καὶ διὰ τοῦτο δὲν ἔχουν πλέον παρὰ [στορικὸν µόνον 
ἑνδιαφέρον, 'Ὑπάρχουν ὅμως ἄλλα ἐκφράζοντα ἀληθείας, αἱ ὑποῖαι μὲ τὴν 
πάροδον τοῦ χρόνου κατέλαβον µόνιμον θέσιν εἰς τὴν γτωµετρίαν, ἀσχέ- 
τως τοῦ ξένου ἐμβλήματος, ὑπὸ τὸ ὁποῖον συχνότατα παρουσιάξονται σή- 
µερον, Τοιαῦται εἶναι π.χ. αἱ προτάσεις αἱ τιτλοφορούμεναι ὡς θεωρήματα 
τοῦ µπ]άϊπ, τοῦ δίεΝυτι ὡς ἐπίσης αἱ προτάσεις αἱ ἐκφράζουσαι τὸ ἀναλ- 
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108 ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 


μιαστικοὺς χαρακτηρισμούς µας, ϐ' ἀνατρέξη εἰς τὸ πρωτότυπον (τοῦ 
ὁποίου δυστυχῶς δὲν γνωρίζοµεν καμµίαν ἔκδοσιν εἰςζωντανὴν γλῶσσαν)”», 
δὲν θὰ ἀντλήσῃ µόνον ἐξ αὐτοῦ πολυτίµους συμπληρωματικὰς γνώσεις 
ἐπὶ τῆς ἐξελίξεως τῆς ἑλληνικῆς γεωμετρίας, ἀλλὰ θὰ µάθῃ συγχρόνως 
πλῆθος τερπνῶν καὶ διδακτικῶν λεπτομερειῶν γύρω ἀπὸ τὰς μεθόδους 
ποὺ ἐχρησιμοκοίουν οἱ ἀρχαῖοι εἰς τὴν ἔρευναν τοῦ ἀληθοῦς -- ἐν τῷ 
πεδίῳ τῶν μαθηματικῶν -- καὶ τὰ εὐρήµατα ποὺ ἐκέτυχον μὲ αὐτάς, 

Κατόπιν τῶν ὅσων ἐξετέθησαν, θὰ πρεπε νὰ σταµατήσωμεν ἐδῶ τὴν 
διατριβήν µας περὶ τοῦ ἐξόχου ᾽Αλεξανδρινοῦ ὑπομνηματιστοῦ, ἐὰν δὲν 
συνέβαινε προσφάτως νὰ περιέλθῃ εἰς χεῖρας µας µέσῳ τῶν Αράβων, ἕνα 
ἄλλο ἔργον του, χαρακτῆρος ἀναλόγου πρὸς τὸν τῆς Συναγωγῆς. 
Πρόκειται περὶ σχολίου εἰς τὸ Χ Βιβλίον τῶν Στοι χείων τοῦ Εὐκλεί- 
δου, τὸ ὁποῖον, ὅκως εἴδομεν (ὁ 37) ἀναφέρεται εἰς τοὺς ἀσυμμέτρους τοὺς 
προερχοµένους ἐκ τῆς λύσεως διτετραγώνων ἐξισώστων, 

Ἠλπίζετο ὅτι ἐκ τοῦ Έργου τούτου θὰ ἧτο δυνατὸν ν᾿ ἀντληθοῦν 
νέα στοιχεῖα ἐπιτρέποντα µίαν ἀνασύνθεσιν τῆς ἱστορίας τῶν ἀσυμμέτρων 
μεγεθῶν ἐν γένει. Δυστυχῶς ὅμως τοῦτο δὲν προσεκόµισε παρά κάποιαν 
ἐπιβεβαίωσιν τῆς γνωστῆς µας ἤδη συμβολῆς τοῦ Θεαιτήτου εἰς τὴν ὑπὸ 
τοῦ Εὐκλείδου ἀνακτυσσομένην θεωρίαν εἰς τὸ Χ. βιβλίον τῶν Στοιχείων. 

Παρατηρητέον, ἐξ ἄλλου, ὅτι ἔνῷ εἰς τὴν Συναγωγὴν ὁ Πάππος 
δὲν εἴχε κάµει, οὐδὲ πόρρωθεν, νῦδιν ἐπί τῶν φιλοσοφικῶν του πεποιβή- 
σεων, εἰς τὸ ἐν λόγῳ ἔργον ἐμφανίζεται ὡς ὁπαδὸς τῆς Νεο - Πλατωνικῆς 
Σχολῆς. Καὶ ἑνῷ ἑκεῖ ἐτήρει ὕφος περιεκτικόν, ἐδῦ ἐκφράζεται διεξοδι. 
κῶς καὶ μὲ διδακτικὀν τόνον µετριώτερον, Ὅσον καὶ ἂν αὐτὸ ἡμπορεῖ 
νὰ ὀφείλεται εἰς τὴν φύσιν τοῦ ἀντικειμένου, καθήκον μας εἶναι νἁ τὸ 
σημειώσωμεν, διὰ νὰ καταλήξωμµεν εἰς τὸ συμπέρασμα, ὅτι αἱ νέαι σελ{. 
δες ποὺ προσετέθησαν προσφάτως εἰς τὰ ἄλλα ἔργα τοῦ Πάππου ἑλάχιστα 
Ὢ οὐδόλως ἐπηύξησαν τὴν ἀρχικὴν φήμην, τῆς ὁποίας ἐπαξίως ἔχαιρεν. 


Σερῆνος 


60. Ὑφίστανται εἰς τὴν ἀρχαίαν µαθηµατικἠν γραμµατείαν δύο μικρά 
Ἔργα, διαφυγόντα θαυματουργικῶς τὰς παγίδας, αἱ ὁποῖαι κατὰ τὸν με- 
σαίωνα ἠπείλουν γενικῶς τὰ χειρόγραφα. Ὁ συγγραφεὺς τούτων Σερῆνος 
δὲν ἀναφέρεται ἀπὸ τὸν Πάππον, οὔτε ἀπὸ ἄλλον Ἱνφστὸν Ἰσχολιαστήν. 
Ἐνομίξετο δὲ ἐπὶ αἰῶνας ὅτι πατρίς του ἦτο ἡ ᾽Αντίσσα, πόλις τῆς νήσου 
Λέσβου, καταστραφεῖσα ὁλοσχερῶς ὑπὸ τῶν Ρωμαίων τὸ 167 π.Χ. Προ- 
σεκτικωτέρα ὅμως ἐξέτασις τῶν ἀξιοπίστων χειρογράφων ὡδήγησεν εἰς 
τὸ συμπέρασμα ὅτι οὗτος κατήγετο ἀπὸ τὴν αἰγυπτιακὴν πόλιν ᾿Αντινόην, 
τῆς ὁποίας τὰ θεμέλια εἶχε θέσει ὁ αὐτοκράτωρ ᾿Αδριανὸς τὸ ἔτος 122 μ.Χ. 
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Τό συμπέρασμα τοῦτο ἐπιτρέπει νὰ δεχθῶμεν, ὅτι ὁ Σερῆνος ὑπῆρδε µετα- 
γενέστερος τοῦ Πάππου καὶ ἐξηγεῖ διατὶ οὐδεμία µνεία τοῦ ὀνόματός του» 
γίνεται ἀπὸ τὸν ᾽Αλεξανδρινὸν γεωμέτρην. 

Τὸ πρῶτον ἀπὸ τὰ δύο ἔργα, ποὺ ἐμνημονεύσαμεν, δύναται νὰ θεω- 
ρηθῇ ὡς συμπλήρωμα εἰς τὰ Κωνικά τοῦ ᾽Απολλωνίου, ἀφοῦ θέτει ὣς 
σκοπὸν τὴν ἀπόδειξιν τῆς ταυτότητος τῶν τομῶν ὀρθοῦ κυκλικοῦ κυλίν- 
ὅρου μὲ τὰς Ἱραμμὰς τὰς ὁποίας ὁ Περγαῖος ὀνομάζει ἑλλείψεις. Ὅ σκο- 
πὸς οὗτος ἐπιτυγχάνεται πλήρως διὰ συλλογισμῶν ἁπλῶν, ἀλλ᾽ αὐστηρῶν, 
συντεταγμένων κατὰ τὰ πρότυπα τῶν Ἑλλήνων γεωμετρῶν τῆς χρυσῆς πε- 
ριόδου, Τὸ γεγονός δὲ ὅτι τὰ θεωρήματα τοῦ Σερήνου παρέχουν τὰ µέσα 
διὰ τὴν λύσιν μερικῶν ἐνδιαφερόντων προβλημάτων σχιετικῶν μὲ τοὺς 
κώνους καὶ τοὺς κυλίνδρους τοὺς διερχοµένους διά δεδομένης ἑλλείψεως 
ἐκηύξησε τὸ κΌρός τοῦ ἔργου του. 

Ἡ δευτέρα ἐργασία τοῦ Σερήνου στρέφεται πρὸς ἀντικείμενον περισ- 
σότερον στοιχειῶδες, ἂν καὶ δύναται νά θεωρηθῇ ὡς ἕνα κεφάλαιον τῆς 
γεωμετρικῆς θεωρίας τῶν μεγίστῶν καὶ ἑλαχίστων. Περιέχει κράγµατι πκρο- 
τάσεις, αἱ ὁποῖαι διδάσκουν ποῖον εἶναι τὸ σχετικὀν μέγεθος τῶν τριγώ- 
νων, τὰ ὁποῖα παράγονται εἰς ὀρθὸν κυκλικὸν κῶνον, ὑπὸ ἐπικέδων ὅμερ- 
χοµένων διὰ τῆς κορυφῆς του, Συμφώνως πρὸς δήλωσιν τοῦ ἰδίου τοῦ 
Σερήνου, μὲ τὸ θέµα τοῦτο οὐδείς τῶν πρὸ αὐτοῦ μαθηματικῶν εἴχεν ἀσχο- 
ληθῆ, καὶ εἶναι δίκαιον ν᾿ ἀναγνωρίσωμεν ὅτι διεπραγµατεύθη τοῦτο κατὰ 
τρόπον εὐτοχή καὶ ἐξαντλητικόν. Περιοριζόμεθα ν᾿ ἀναφέρωμεν τὴν ὑπὸ 
τούτου γενοµένην ἀνακάλυψιν, ἓν σχέσει μὲ τὰ ἐν λόγφ ζητήματα, ὅτι ὁ 
ὀξυγώνιος κῶνος καὶ ὁ ἀμβλυγώνιος παρουσιάζουν διάφορον συμπεριφοράν. 

Εἰς τὰς τελευταίας σελίδας τοῦ ἔργου του ὅ Σερῆνος ἐκθέτει σηµαν- 
τικὸν ἀριθμὸν προτάσεων ἐπὶ τῶν ἐπιφανειῶν καὶ τῶν ὄγκων ὀρθῶν κυ- 
κλικῶν κώνων, περιωρισµένου ὅμως ἐνδιαφέροντος, καθ’ ὅσον αἱ ἐν λόγφ 
προτάσεις ἀποτελοῦν ἁπλᾶ πορίσματα τῶν θεμελιωδῶν ἐκφράσεων διὰ 
τὴν ἐπιφάνειαν καὶ τόν ὄγκον τοῦ κώνου ἐκ περιστροφῆς, 


Οἱ Σχολιασταὶ 


61. Μὲ τὸν Σερῆνον κλείει ἡ σειρά τῶν ἐπιγόνων τῶν μεγάλων Ελλή- 
νων γεωμετρῶν, ᾽Αλλά διὰ νά ἐξαντλήσώμεν τὸν κατάλογον τῶν συγγρα- 
φέων ἐκείνων, τῶν ὁποίων τὴν µνήµην δὲν κατώρθωσε νἁ ἠξαλείνη ὁ 
Χρόνος, ἔχομεν ὑποχρέωσιν νὰ εἴπωμεν μερικὰς λέξεις διὰ τοὺς σχολια- 
στάς, τῶν ὁποίων ὁ ἀριθμὸς ἐπολλαπλασιάσθη, ἀφ' ὅτου ἡ Ἑλλὰς μαζι 
μὲ τὴν ἀγεξαρτησίαν ἔχασε καὶ τὸ ἐφευρετικὸν δαιµόνιον, τοὐλάχιστον 
εἰς τὸ πεδίον τῶν ἀκριβῶν ἐκιστημῶν (διότι εἰς ἄλλους τομεῖς οἱ ὕποτα- 
γέντες Ἕλληνες ἀπέβησαν διδάσκαλοι τῶν Ρωμαίων κατακτητῶν), Μερικοί. 
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Χρόνος, ἔχομεν ὑποχρέωσιν νὰ εἴπωμεν μερικὰς λέξεις διὰ τοὺς σχολια- 
στάς, τῶν ὁποίων ὁ ἀριθμὸς ἐπολλαπλασιάσθη, ἀφ' ὅτου ἡ Ἑλλὰς μαζι 
μὲ τὴν ἀγεξαρτησίαν ἔχασε καὶ τὸ ἐφευρετικὸν δαιµόνιον, τοὐλάχιστον 
εἰς τὸ πεδίον τῶν ἀκριβῶν ἐκιστημῶν (διότι εἰς ἄλλους τομεῖς οἱ ὕποτα- 
γέντες Ἕλληνες ἀπέβησαν διδάσκαλοι τῶν Ρωμαίων κατακτητῶν), Μερικοί. 


410 Ι Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 


ὁξ αὐτῶν εἶναι ἁπλοῖ ἑρμηνευταί ὑπὸ τὴν ταπεινοτέραν σηµασίαν τῆς λέ- 
ξεως, ἄλλοι ὅμως διήνθησαν τὰ κλασικὰ ἔργα μὲ ἱστορικάς κληροφο- 
ρίας, φιλοσοφικοὺς στοχασμοὺς καὶ μεθοδολογικὰς παρατηρήσεις, αἱ ὁποῖαι 
«εἶχον ὥς ἀποτέλεσμα νὰ διατηρηθῇ ζωηρὸς ὁ σεβασμὸς πρὸς τοὺς κορυ- 
φαίους, νὰ διεγείρουν τὴν ἔφεσιν πρὸς τὰς μαθηματικὰς ἐρεύνας, ἔτι δὲ 
νὰ ἐνδυναμώσουν τὰ πνεύματα πρὸς ἐπιτυχὴῆ ἁπασχόλησιν μὲ αὐτάς. 

Μυταξὺ τῶν νέων τούτων συγγραφέων, τοὺς ὁπκοίους πρόκειται νὰ 
ἐδετάσωμεν, τὴν πρώτην θέσιν θὰ παραχωρήσωμεν εἰς τόν Γέμινον, 
ἡ Γεμῖνον Ἰεννηθέντα εἰς τὴν Ρόδον, πιθανῶς τὸ 10 π.Χ., ὁ ὑποῖος 
φέρεται συγγράψας ἕνα ἔργον μακρᾶς πνοῆς ὡς καὶ ἄλλα μικρότερα γύρω 
ἀπὸ τὴν φιλοσοφίαν τῶν μαθηματικῶν. 

Πρέπει ἄραγε νὰ ταυτίσωµεν τὸν μαθηματικὸν τοῦτον μὲ τὸν ὁμώνυμον 
᾽συγγραφύα ἑνὸς μετρίου ἔργου περιγραφικῆς ἀστρονομίας, ὑφισταμένου 
µέχρι σήμερον; Ἡ ταύτισις τῶν δύο προσώπων εἴχε γίνει ἄνευ συζητή- 
σεως δεκτὴ µέχρι τῶν τελευταίων χρόνων ἀπὸ ὅλους ἐκείνους, οἱ ὁποῖοι 
ἠσχολήθησαν μὲ τὴν πνευµατικὴν [ατορίαν τῆς "Ελλάδος. Κατόπιν ὅμως 
τῶν ἀποτελεσμάτων τῶν πλέον προσφάτων μελετῶν, ἡ ταύτισις αὕτη δὲν 
δύναται νὰ γίνη δεκτὴ κατὰ τρόπον ὁριστικόν, διότι δὲν εἶναι ἀβάσιμος 
ἡ ὑποψία ὅτι ὁ Γάμινος ὁμοιάζει πρὸς τὰ σχήματα ἐκεῖνα, τὰ ἀτελῶς 
χαραχθέντα, τὰ ὁποῖα ὁρώμενα μὲ ἔντονον προσοχήν, παρουσιάζουν τὸ 
περίεργον φαινόμενον τοῦ αἰφνιδίου διχασμοῦ. 

Κατά χρονολογικἠν σειρἀν, τὸν Γόμινον ἀκολουθεῖ ὁ Θέων ὁ Σµυρ- 
ναῖος, ζήσας τὸν Τ αἰῶνα μ.Χ. Ὡς ἀκοτέλεσμα μιᾶς τῶν ἀναδρομᾶν ἐκεί- 
νων ποὺ εἶναι συχναὶ εἰς τὴν [στορίαν τῆς ἀνθρωπίνης σκίψεως, αἱ θεῶ- 
ρίαι τοῦ Πνθαγόρου καὶ τοῦ Πλάτωνος ἀνέκτησαν, κατὰ τὴν ἐποχὴν 
αὐτὴν τὴν γενικὴν εὔνοιαν εἰς τοιοῦτον βαθµόν, ὥστε ὁ Θέων ἔκρινε σκό- 
πιμον νά συγγράψῃ ἕνα ἔργον, τοῦ ὁποίου ὁ σκοπὸς γίνεται φανερὸς ἀπὸ 
τὸν τίτλον του: «Θέωνος Σμυρναίου Πλατωνικοῦ τῶν κατὰ τὸ Μάθηµα- 
τικὸν χρησίµων εἰς τὴν Πλάτωνος ἀνάγνωσιν», 

Καθ’ ἑαυτὸ τὸ ἔργον εἶναι μικροῦ ἐπιστημονικοῦ ἐνδιαφέροντος, "Απο 
τελεῖ ὅμως πολύτιμον πηγἡν πληροφοριῶν ἐπὶ τῶν πυθαγορείων μελετῶν 
Ὑύρω ἀπὸ τὴν ᾿Αριθμητικήν, καθὼς καὶ ἐπὶ τῆς ἀστρονομικῆς ἐπιστήμης 


62. Τῆς Νεο - Πλατωνικῆςσ χολῆς σημαντικὀν µέλος ὑπκῆρξεν ὁ 
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------ - -----ᾱ- 


οτὰς τοῦ θείου φιλοαύφου, διετήρησε δὲ τὸ ἀξίωμα τοῦτο μέχρι τῆς ἡμά- 
ῥας (17 ᾽᾿Απριλίου 485) καθ ἣν ἐκλήγη ἀπὸ τὸ δρέπανον τοῦ θανάτου. 

Ἡ θέσις τὴν ὁποίαν, κατὰ γενικἠν συγκατάθεσιν, κατέλαβεν εἰς τὴν 
ἱστορίαν τῆς ἐπιστήμης, ἀποτελεῖ ἐπαξίαν ἐπιβράβευσιν διὰ τὸ εὐσυνεί- 
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π 
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Ἡ τελευταῖα διαπρέψασα εἰς τὰ μαθηματικά, ἐδίδαξεν εἰς τὴν ᾽Αλεξάν- 
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ὄρειαν, ὅπου καὶ ἐφονεύθη βαναύσως τὸ 415 μ.Χ. εἰς µίαν ἀπὸ τὰς αἷμα- 
τηρὰς ἐκείνας ἐπαναστατικὰς ἐκδηλώσεις, μὲ τὰς ὁποίας ἡ πνέουσα τὰ 
λοίσθια εἰδωλολατρία ἐζήτει νὰ φράξῃ τὸν δρόµον εἰς τὴν θριαµβευτικἠν 
πορείαν τοῦ Χριστιανισμοῦ. 

63. Περίπου κατὰ τὴν ἰδίαν ἐποχὴν ἤνθισεν ἕνας ἄλλος πολλοῦ λό- 
ου ἄξιος σχολιαστής, ὁ Εὐτόκιος, ἀνήκων εἰς µίαν ἐξέχουσαν οἶκο- 
Ὑένειαν τῆς ᾿Ασκάλωνος (ἐν Παλαιστίνῃ). Τούτου περιεσώθησαν µερικαἰ 
µέτριαι ἐπεξηγηματικαὶ διασαφήφεις εἰς τὰ ἔργα τοῦ ᾿Αρχιμήδους περὶ 
σφαίρας καὶ κυλίνδρου, κύκλου µέτρησις καὶ περὶ 
ἐπιπέδων ἰσορροπιῶν, ὡς ἐπίσης καὶ εἰς τὰ τέσσαρα πρῶτα βι- 
βλία τῶν Κωνικῶν τοῦ ᾽Απολλωνίου, Μὲ αὐτὰ δὲν προστίθεται τίποτα 
τὸ οὐσιῶδες εἰς τὴν ἐπιστημονικήν µας κληρονοµίαν, ἀλλὰ δὲν πρέπει νὰ 
λησμονοῦνται καὶ νἁ παραθεωροῦνται ἀπὸ ἐκεῖνον, ὁ ὁποῖος φιλοδοξεῖ 
νά γνωρίσῃ κατὰ βάθος καὶ ὑφ' ὅλας τὰς ἐπόψεις τὴν ἀρχαίαν γεωμετρίαν. 

Συγχρόνως μὲ τὸν προαναφερθέντα Δαμάσκιον, ἐδίδαξεν εἰς τὰς Αθή- 
νας καὶ ὁ γνωστότατος Σιµπλίκιος, τοῦ ὁποίου ἡ φήμη στηρίζεται ὄχι εἰς 
τὰ εἰς Εὐκλείδην σχόλιά του, τῶν ὁποίων ἑλάχιστα µόνον ἴχνη ὑφίστανται 
σήμερον, ἀλλὰ πρὸ πάντων εἰς τὰ περίφηµα σχόλιά του ἐπί τῶν ἔργων 
τοῦ ᾿Αριστοτέλους, 'Η ἐν ᾿Αθήναις διδασκαλία. του, ἀσυμβίβαστος πρὸς. 
τὴν πολιτικὴν τοῦ Ἱουστινιανοῦ ἕναντι τῆς νέας θρησκείας, διεκόπη, 
ὅταν τὸ 529 μ.Χ. ὁ αὐτοκράτωρ διέταξε τὸ κλείσιµον τοῦ ᾿Αθηναϊκοῦ Πα- 
νεπιστηµίου μὲ τὸν σκοπὸν νὰ ἐμποδίσῃ τὴν περαιτέρω ὑπόθαλψιν καὶ 
διάδοσιν σκερµάτων τῆς εἰδωλολατρίας. Οὔὕτω ἐσβέσθη καὶ ὁ τελευταῖος 
σπινθήρ, διὰ τοῦ ὁποίου ἐμαρτυρεῖτο ὅτι εἰς τὴν πατρίδατου Οαλοῦ δὲν 
εἴχεν ἀκόμη ἐγκαταλειφθῇ ἡ ἐπιστημονικὴ ἔρευνα, 


ΚΕΦΛΩΙΟΝ Υ 


ΤΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΝ ΕΡΓΟΝ ΤΩΝ ΕΛΛΗΝΩΝ 
ΑΣΤΡΟΝΟΜΩΝ ΚΑΙ ΓΕΩΔΑΙΤΩΝ 


64. Εἰς ὅλους τοὺς λαούς, ποὺ ἔφθασαν εἰς ἀξιόλογον βαθμὸν πολι- 
τισμοῦ, καὶ εἰς ὅλας τὰς ἐποχάς, ἀπὸ τῶν ἀρχαιοτέρων μέχρι τῶν νεω- 
τέρων, ἡ µελέτη τῶν φυσικῶν φαινομένων, διεξαγοµένη μὲ εὑρύτητα σκἐ 
ψέως καὶ αὑστηρότητα µεθύδων, ὑπῆρᾶεν ἰσχυρότατος μοχλὸς διὰ τὴν 
καβαρὰν ἐπιστημονικὴν ἔρευναν, τὸ γενικὸν δὲ αὐτὸ φαινόµενον ἔπαλη- 
Βεύεται κατ ἐξδοχὴν εἰς τοὺς Ἓλληνας, Διὰ νἁ καταστήσωµεν σαφὲς τὸ 
πλαίσιον τῶν συμβολῶν, ποὺ ἐγένοντο εἰς τὰ μαθηματικά ἀπὸ τοὺς διανοου- 
µένους τῆς Ἑλλάδος, εἶναι ἀκαραίτητον νἁ ἐξετάσωμεν ἀκόμη τὰ γραπτά 
ἐκείνων ἐξ αὐτῶν, οἵ ὁποῖοι ἠσθάνθησαν τὴν ἕλξιν τῆς εὐγενοῦς φιλοδο- 
ξίας ν᾿ ἀνακαλύψουν τὴν δομὴν καὶ τὸν μηχανισμὸν τοῦ κόσμου ἢ τού- 
λάχιστον τῆς µετριωτέρας, ἀλλ᾽ οὐχὶ ὀλιγώτερον γονίµου φιλοδοξίας νὰ 
προσδιορίσουν τὸ μέγεθος καὶ τὸ σχῆμα τοῦ πλανήτου µας. 

Ἡ ἔρευνα, τὴν ὁποίαν προτιθέµεθα νά κάµωμεν ἐν συνεχείᾳ, θὰ μᾶς 
ἐπιτρέψῃ νὰ προσδιορίσωµεν ὁποῖα νέα γεωμετρικά σχήματα ἐμελετήθη” 
σαν, ὁποῖαι νέαι ἰδιότητες τοῦ γεωμετρικοῦ διαστήµατος ἀνεκαλύφθησαν, 
ὁποῖαι νέαι µέβοδοι ἑδοκιμάσθησαν. Διά τοῦ τρόπου τούτου θά λάβωμεν 
ἀφορμὴν νὰ προσθέσωµεν νέα ὀνόματα εἰς τὸν πίνακα τῶν μεγάλων προ- 
σωπικοτήτων ποὺ ἐνεφανίσθησαν εἰς τὸ προσκήνιον τοῦ ἑλληνικοῦ κὀό- 
σµου, ἀκόμη δὲ νά ἐπισημάνωμεν μερικὰς ἀπόψεις, αἱ ὁποῖαι µέχρι τοῦδε 
παρέµενον εἰς τὴν σκιάν, ἐνῷ ἀφοροῦν σημαντικὰς ἐκδηλώσοις τῆς ἐπι- 
στημονικῆς δραστηριότητος τῶν κορυφαίων ἐκείνων ἀνδρῶν, περὶ τῶν 
ὁποίων Έχομεν ἤδη ὁμιλήσει. 


Ἠ ἑλληνικὴ ἀστρονομία ἀπὸ τοῦ Θαλοῦ 
μέχρι τοῦ Κλαυδίου Πτολεμαίου 
65. Διά νά ἐπιτύχωμεν τὸν προεκτεθέντα σκοπὀν εἶναι σκόπιµον νά 


ἐπιστρέψῶμεν εἰς τὸ λυκανγὲς τοῦ ἑλληνικοῦ πολιτισμοῦ, ἀφοῦ, καλῶς ἢ 
110 
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65. Διά νά ἐπιτύχωμεν τὸν προεκτεθέντα σκοπὀν εἶναι σκόπιµον νά 


ἐπιστρέψῶμεν εἰς τὸ λυκανγὲς τοῦ ἑλληνικοῦ πολιτισμοῦ, ἀφοῦ, καλῶς ἢ 
110 


ΙΟΒΙΑ.--Ἱστορία τῶν Μαθημαεικῶ». Τόμος | 8 


114 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 

ο... -ᾖἤἴµἐἔ-. οιο -- 
κακῶς, ἐκεῖνος ὁ ὁποῖος ἀπεκλήθη «πατὴρ τῆς ἑλληνικῆς ἀστρονομίαςν 
εἶναι ὁ Θαλῆς ὁ Μιλήσιος. Τὸ τιμητικὸν αὐτὸ ἐκίθετον ἀπεδόθη πιθανῶς 
εἰς τὸν σοφὀν τῆς Μιλήτου «ἀρχαιόθεν», εἰς ἀνάμνησιν τῆς περιφήµου 
ἐκείνης ἐκλείψεως, τὴν ὁποίαν εἶχεν ὁ ἴδιος προβλέψει (ὗ 19). ᾽Αλλά 
καὶ οἱ νεώτεροι δὲν ἐδίστασαν νἁ τὸ διατηρήσουν, ἀναγνωρίζοντες ὅτι ἓν 
τῷ προσώπφ Θαλοῦ Έλαβε χώραν µία µετάβασις ἀπὸ τῆς λαϊκῆς 
κοσµογραφίας, τῆς ὁποίας τὴν µνήµην διέσωσαν τὰ ποιήµατα τοῦ Ὁμή- 
ρου καὶ τοῦ Ἡσιόδου, εἰς µίαν, ἕστω καὶ ἐμβρυώδη, ἀστρονομικὴν ἐπι- 
στήµην. 

Ἡ φυσικἡ ροκή, τὴν ὁποίαν ἐπεδήλωσεν ὁ ἱδρυτὴς τῆς Ἰωνικῆς 
Σχολῆς, πρὸς παρατήρησιν καὶ µελέτην τῶν οὐρανίων φαινομένων ἆπαν- 
τᾶται καὶ εἰς τοὺς διαδόχους του ᾽Αναξίμανδρον καὶ ᾽Αναξιμένην, χάρις 
εἰς τοὺς ὁποίους οἱ Ἕλληνες ἐξοικειώθησαν βαθμηδὸν μὲ τὴν ἰδέαν ὅτι 
ἡ Γὴ ἦτο ἕνα περιωρισµένων διαστάσεων στέρεὀν, αἰωρούμενον ἐλευθή- 
ως εἰς τὸ διάστηµα. Πάντως ὁ ἐπιστήμων, ὅ ὁποῖος καθορίζει τὴν µετά- 
βασιν τῆς ἀστρονομίας ἀπὸ τοῦ μεταφυσικοῦ εἰς τὸ ἐπιστημονικὸν στά- 
διον εἶναι ἐκεῖνος, εἰς τὸν ὁποῖον ὀφείλεται ἡ ἀνάλογος | 
τῆς γεωμετρίας, τοὐτέστιν ὁ Πυθαγόρας ὁ Σάµιος (5 22), 

Οὗτος πράγματι ἐδίδαξεν εἰς τοὺς µαθητάς του, ὅτι ἡ Γῇ εἶναι ἕνα 
σφαιρικὸν σῶμα μὲ κέντρον σταθερὀν, ὅτι εἶναι κατοικήσιµος ἀκόμη καὶ 
εἰς τὸ ἡμισφαίριον τὸ ἀντικείμενον πρὸς ἐκεῖνο, ἐπὶ τοῦ ὁποίου οὐρί- 
σκετο ἡ Μεγάλη Ελλάς (Μαρπα στοςί!), ὅτι διαιρεῖται εἰς 5 ζώνας καὶ 
ὅτι οἱ πλανῆται εἶναι ἐμψυχωμένοι μὲ Ιδίας κινήσεις ἐκ Δυσμῶν πρὸς 
᾿Ανατολάς. Τὸ οὕτω διαμορφωθὲν κοσμικὸν σύστημα ἐπὶ πολλοὺς αἰῶνας 
ἐθεωρεῖτο τόσον ἱκανοποιητικόν, ὥστε εἴχεν υἱοθετηθῇ γενικῶς καθ ὕλην 
τὴν μακράν χρονικὴν περίοδον ποὺ διέρρευσεν ἀπὸ τοῦ Πλάτωνος μέχρι 
τοῦ Ὠαπίε, ὅπως ἀποδεικνύεται ἀπὸ τὸν διάλογον τοῦ πρώτου, τὸν τιτλο- 
φορούμενον Τίµαιος, καὶ ἀπὸ τὸ Άσμα ΧΧΠ (στ. 111. 150) τοῦ ερίτου 
μέρους τῆς Θείας Κωμωδίας, 

Όταν ἐχάθη ὁ μέγας φιλόσοφος τῆς Σάμου καὶ διεσκορκίσθησαν τὰ 
µέλη τῆς Πυθαγορείου κοινότητος, οἱ Ἕλληνες δὲν ἀκέθεσαν τὴν τήβεν- 
νον τῆς ἐπιστημονικῆς ἐρεύνης, οὔτε παρητήθησαν τοῦ πόθου νἁἀ δώσουν 
ἐδήγησιν εἰς τὴν πορείαν τῶν ὅσων σννέβαινον εἰς τὸν οὐρανόν. ᾽Ακό- 
δειξις τούτου εἶναι τὸ γεγονὸς ὅτι ἕνας σύγχρονος τοῦ Σωκράτους, ὁ Τα- 
ῥαντῖνος Φιλόλαος, ἐτροποποίησε τὸ πυθαγόρειον σύστηµα πρὸς µίαν 
κατεύθυνσιν͵ ἡ ὁποία δὲν εἶναι τίποτε ὀλιγώτερον ἀπὸ µία στροφἡ πρὸς 
τὸ Κοπερνίκειον σύστημα, 

Ἔπειτα ἀπ᾽ αὐτόν, τὸ κίνηµα πρὸς τὴν κατεύθυνσιν ταύτην ἐτονώθη 
κατὰ τρόπον ἐντυπωσιακόν, ὥστε κατὰ τὴν ἐποχὴν τοῦ Πλάτωνος, οἱ 
Ἕλληνες εἶχον κροχωρήῄσει τόσον πολύ, ὥστε πολὺ ὀλίγος δρόμος ὕπε- 
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λείπετο εἰς αὐτοὺς διὰ νὰ γίνουν κύριοι τῆς γενικῆς ἔννοίας τῆς «ἡλιο- 
κεντρικῆς κινήσεως τῶν πλανητῶν». Καὶ εἶναι πρὸς δόξαν των, ὅτι κα- 
τώρθωσαν, ἔπειτα ἀπὸ κολὺ σύντομον χρονικὸν διάστηµα, νὰ διανύσουν 
καὶ τὸ τελευταῖον τοῦτο στάδιον τῆς ὁδοῦ, ᾿Η µεγαλυτέρα τιµἠ διὰ τὸ ἄξιο- 
µνημµόνευτον τοῦτο ἐπίτευγμα ἐπεφυλάσσετο εἰς ἕνα µαθημµατικόν, σύγχρο- 
νον τοῦ ᾿Αρχιμήδους (ἴσως ὀλίγον προγενέστερον), ΑἈρίσταρχον τὸν 
Σάμιον, τὸν α«Κοπέρνικον τῆς ᾽Αρχαιότητος», 

Δὲν ὑφίσταται κλέον (οὔτε καὶ εἶναι βέβαιον ὅτι ἐγράφη ποτὲ) τὸ 
ἔργον, εἷς τὸ ὁποῖον ὁ ᾿Αρίσταρχος ἐπεχείρησε νὰ φέρῃ µίαν ἐπανάστα- 
σιν εἰς τὴν ἀστρονομίαν τῆς ἐποχῆς του, ἔφθασεν ὅμως μέχρις ἡμῶν ἕνα 
μικρόν ἔργον «περὶ τῶν μεγεθῶν καὶ τῶν ἀποστάσεων τοῦ ἡλίου καὶ τῆς 
σελήνης», τὸ ὁποῖον, ἂν διὰ τὰ ἀριθμητικά του ἐξαγόμενα δὲν εἶναι ἄξιον 
νὰ καταλάβη σήμερον θέσιν εἰς τὴν βιβλιοθήκην ἑνὸς ἀστρονόμου, διά 
τὸ σύνολον ὅμως τῶν μαθηματικῶν γνώσεων, τὰς ὁποίας συγκεντρώνει ἢ 
ἀποκαλύπτει, ὦ» καὶ διὰ τὴν αὐστηράν λογικὴν συνοχὴν τῶν μερῶν, 
εἶναι ἄξιον νὰ συμπαρίσταται τιμητικῶς πλησίον τῶν καλλιτέρων ἔρ- 
γῶν τῆς ἐποχῆς του. Δὲν ἀρκεῖ ἄλλωστε, εἰς ἕνδειξιν τῆς ἀξίας του, τὸ 
γεγονός, ὅτι ἐξ αὐτοῦ ἤντλησεν ὁ ᾿Αρχιμήδης τὰς ἀστρονομικὰς βάσεις 
τῶν ὑπολογισμῶν (580), τοὺς ὁποίους ἐκθέτει εἰς τὸ ἔργοντου «αμ 
μίτης,» 

66, Φαίνεται ὅτι οἵ καιροἰ δὲν ἦσαν ἀκόμη ὥριμοι διά µίαν καινο- 
τοµίαν, ὅπως αὐτὴ τὴν ὁκοίαν ἐφαντάσθη ὁ ᾿Αρίσταρχος καὶ ἡ ὁποία, 
ἐκ πρώτης ὄψεως, ἔρχεται εἰς ἀντίθεσιν πρὸς τὰς μαρτυρίας τῶν αἰσθή- 
στων, Τὸ σύστηµα, ποὺ ὠνομάσθη ἀργότερα Κοπερνίκειον, ἐγκατελείφθη, 
διὰ τοῦτο, πολὺ γρήγορα, διὰ νὰ Πίνῃ δεκτὸν «τὸ σύστημα τῶν ἐκκέν- 
τρων καὶ ἐπικύκλων», προϊόν, ὡς εἰκάζεται, τῆς φαντασίας τοῦ ἐκ Πέρ- 
γης ᾽᾿Απολλωνίου. Τὸ τελευταῖον παρουσιάζετο προσφορώτερον εἰς τὴν 
ἀναπαράστασιν τῶν οὑρανίων φαινομένων καὶ εἰς τὴν κατάστρῶσιν τῶν 
σχετικῶν ὑπολογισμῶν, ἐσέβετο δὲ ἀπολύτως τὴν θεμελιώδη ἀρχὴν ὅλων 
τῶν ἀστρονομικῶν συστηµάτων ποὺ ἐπροτάθησαν ἀπὸ τοῦ Πυθαγόρου 
µέχρι τοῦ Κοπερνίκου, δηλαδἡ «νὰ μὴ θίγεται δι αὐτῶν παντάπασι τὸ 
κάλλος καὶ ἡ ἁπλότης τῆς δημιουργίας», Τὸ ἀπολλώνειον σύστημα (τί 
τῶν λεπτομερειῶν τοῦ ὁποίου δὲν δυνάµεθα ἐδῶ νὰ διατρίψωµεν) διὰ νά 
ἐκτιθῇ, ἀπαιτεῖ εὑρεῖαν γνῶσιν τῶν σχέσεων, αἱ ὁποῖαι ὑφίστανται µε- 
ταξὺ τῶν σχημάτων, τῶν χαρασσοµένων ἐπὶ τῆς ἐπιφανείας μιᾶς σφαίρας. 
Ἡ γνῶσις τῶν σχἀσεων τούτων εἶναι ἁταραίτητος ἀκόμη καὶ εἰς ἐκεῖνον, 
ὁποῖος θὰ ἐκιχειρήση ν᾿ ἀντιμετωπίσῃ τὸ περίφηµον πρόβλημα, ποὺ ἐπρό- 
τοινεν ὁ Πλάτων, ἐκθέτων τὰς κοσμολογικὰς ἰδέας τῶν Πνθαγορείων, ἤτοι 
πὸ πρόβλημα τῆς εὑρέσεως συστήµατος κινήσεων τῶν ἄστρων, συµ” 


ι16 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 


φώνου πρὸς τὰς ἀστρονομικάς παρατηρήσεις (σῳζοντος τά φανθ» 
μενα, ὅπως ἔλεγον οἱ ἀρχαῖοι). 

Εἰς τὴν λόσιν τοῦ ὡραίου αὐτοῦ γεωμετρικο - μηχανικοῦ προβλήμα- 
τος ἐπεδόθη ἕνας δεινὸς µαθηµατικός, τὸν ὁποῖον ἐγνώρίσαμεν ἤδη (4351). 
ὁ Εὔδοξος ὁ Κνίδιος. Οὗτος κατέληξεν εἰς τὸ περίφηµον «σύστημα τῶν 
ὁμοκέντρων σφαιρῶν», τὸ ὁποῖον, ἀφ᾿ ὅτου ὁ Ο. δεβίαρατε)! ἐδίδαξε τὸν' 
τρόπον τῆς κατανοήσεως καὶ ἀξιολογήσεώς του, ηὔδησεν εἰς ὑπέρμετρον' 
βαθμὀν τὴν φήµην ἐκείνου ὁ ὁποῖος ἐπρολείανε τὴν ὁδόν εἰς τὸν ᾿ΑΡρχι” 

µήδη διὰ τὴν πραγµατοποίησιν τῶν ἀνεκτιμήτων ἀνακαλύψεών του. 

Είναι ἀλλότριον κρὸς τὸν σκοπόν µας νὰ ἐκθέσωμεν ἐδῶ τὸ νέον 
αὐτὸ ἀστρονομικὸν σύστημα. Ὀφείλομεν ὅμως νἁ ἐδάρωμεν τὴν μεγάλην 
οἰκειότητα τοῦ ἐφευρέτου μὲ τὴν ασφαιρικὴν γεωμετρίανν (εἰδικὸν κλά- 
δον, ὀνομαζόμενον ὑπὸ τῶν ἀρχαίων σφαιρικἡ), ἔτι δὲ μὲ τὴν τέχνην 
τῆς συναρµογῆς μηχανισμῶν, ἱκανῶν νᾶ παρουσιάσουν ἕνα [κανοποιητι- 
κὀν ὑπόδειγμα τῆς κινήσεως τῶν ἄστρων (ἄλλος κλάδος δηµιουργηθείς 
ὑπὸ τῶν ἀρχαίων καὶ καλούμενος ὑπ αὐτῶν σφαιροποιῖα). 

Θὰἀ ἴδωμεν μετ ὀλίγον, ὅτι μεθοδικαὶ ἐκθέσεις τῶν Ιδιοτήτων τῶν 
σφαιρικῶν σχημάτων ἀριθμοῦνται πολλαί εἰς τὴν ἑλληνικὴν βιβλιογρα- 
φίαν τῶν ἀρχαίων. Ἡ βαθεῖα µελέτη τῶν ἐργασιῶν τούτων καὶ ἡ ἀντιπα- 
ῥαβολή των ἤγαγε τοὺς ἁρμοδιωτέρους ἐπὶ τοῦ θέματος ὄχι µόνον νά 
παραδεχθοῦν ὅτι προὐφίστατο τούτων ἄλλη ἁρχαιοτέρα, ἀλλ' ἐπίσης νά 
ἐπιχειρήσουν τὴν εἰς γενικὰς γραμμὰς ἀνασύνταξιν αὐτῆς. Τούτου γενοµέ- 
νου, ἠγέρθη τὸ ζήτημα ποῖος ἧἦτο ὁ συγγραφεὺς τοῦ ὑποθετικοῦ αὐτοῦ. 
ἔργου. ᾿Ανεζήτησαν λοιπόν, διὰ τὴν λώσιν τοῦ ζητήματος, µεταδὺ 
τῶν γνωστῶν ὀνομάτων ἐκεῖνον, ὁ ὁποῖος ἦτο προσφυέστε- 
ρος πρὸς τὸ θέµα καὶ τελικῶς παρεδέχθησαν ὅτι ὁ ἔχων περισσοτέρους 
τίτλους ἁρμοδιότητος ἦτο ἀκριβῶς ὁ Εὔδοξος. Καὶ πράγµατι, παρὰ τὸν 
περιορισμὸν τῆς ἐρεύνης, ἐξ ἀνάγκης τῶν πραγμάτων, εἰς τὴν προειρηµέ- 
νην µίέθοδον, τὸ συμπέρασμα εἶναι φυσικὀν καὶ μάλιστα σχεδὀν ἀναπό- 
φευκτον. Παρά ταῦτα, ἐπειδὴ µία τοιαύτη τακτική, τυχόν γενικευομένη, 
θἀ καθιέρωνεν ἕνα ἱστορικὸν κριτήριον δυνάµενον νά ὁδηγήσῃ εἰς τὰ 
πλέον ψευδῆ καὶ ἄτοπα συμπεράσματα ", ἀπέφυγα νὰ προσθέσω τὸ ἔργον' 
τοῦτο εἰς τὸν κατάλογον τῶν ἐργασιῶν τοῦ μεγάλου γεωµέτρου τῆς Κνί- 


. Λιὰ νά καταστήσω σαφεσιέραν τὴν σκέψιν µσυ θἀ κάµω τὴν παρατήρησιν, 
ὅτι ἂν τοῦ μικροῦ τόμου, εἰς τόν ὁκοῖον ἔχουν συγκεντραθή τὰ γραπτὰ τοῦ Οµ)σοίς, 
ἐχάνειο τὸ ὄνομα τοῦ συγγραφέως καὶ ἀνεζητειτο ὁ συγγραφεὺς µεταξὺ τῶν 
ηνωστῶν ὀνομάτων, θὰ ἦτο καγεὶς δεσμευµένος νά ἐκλάδη µαταδὺ τοῦ (αυςβγ, 
τοῦ δταισι ἢ τοῦ [Ισωνί]ς, μαθηματικῶν, οἱ ὁποῖοι διεκρίνοντο ἐν Γαλλία κατὰ τὴν’ 
ἐποχὴν τοῦ Οµε)οί», 


Τὸ Μαθημασκόν Ἔργον τν Ἱ Ἰλήνων "Ασατρονόµων καί Γεωδαιτῶν 17 
ὅδου, ἄν καὶ εἶμαι μεταξὺ τῶν παραδεχοµένων τὴν ὕπκαρξιν τοιαύτης προ- 
τοτύπου ἐργασίας, μὴ περισώθείσης. 


67. ᾿Εξ ὅσων βεβαιώνει ὁ Πάππος, τὰ ἀρχαιότερα χειρόγραφα, τὰ 
ὁποῖα κατέχοµεν ἐπὶ τῶν σφαιρικῶν σχημάτων, ὀφείλονται εἰς ἕνα σύγχρο- 
νον τοῦ Εὐκλείδου (ἴσως ὀλίγον προγενέστερόν του), γεννηθέντα εἰς τὰς 
ἀκτὰς τῆς Μικρᾶς ᾿Ασίας, τοῦ ὁκοίου τό ὄνομα εἶναι Αὐτόλυκος ὁ Πριη- 
νεύς. Ἔκ τῶν δύο σωζοµένων ἔργων του, τὸ ἕνα «περί κινουµένης σφαί- 
ρας» διδάσκει τὰς ἁπλουστέρας σχέσεις, αἱ ὁποῖαι προέρχονται ἐκ τῆς 
Θεωρήσεως σφαίρας περιστρεφοµένης ὁμαλῶς περὶ τὸν ἄδονά της, τὸ 
ἄλλο «περὶ ἐπιτολῶν καὶ δύσεων», δυνάµενον νὰ θεωρηθῇ ὡς 
συνέχεια τοῦ πρώτου, πραγματεύυται περὶ τῶν φαινομένων, τὰ ὁποῖα 
συνοδεύουν τὴν ἀνατολὴν καὶ δύσιν τῶν ἀστέρων. 

Τὰ ἔργα αὐτά, ἀξιόλογα καθ᾽ ἑαυτά διά τὸ περιεχόµενον, εἶναι πολὺ 
ἀξιολογώτερα διά τὸν τρόκον τῆς ἐκθέσεως, ὁ ὑποῖος ἔχει ὅλα τὰ χαρα- 
κτηριστικά, εἰς τὰ ὁποῖα ὀφείλουν τὰ Στοιχεῖα τοῦ Εὐκλείδου τὴν 
φήμην των, Καὶ ἐπειδὴ ὁ συγγραφεὺς τῶν ἔργων αὐτῶν δὲν εἶναι µεταγε- 
νέστερος τοῦ Εὐκλείδου, ἐπιβεβαιοῦται οὕτω, ὅτι ἡ κανονικἡ καὶ κομψἠ 
µορφή, ἡ ὁποία ἐδόθη εἰς τὰ Στοιχεῖα ὑπὸ τοῦ μεγάλου ᾽Αλεξανδρι- 
νοῦ γεώμύτρου, δὲν ἦτο ἐξ ὁλοκλήρου ἰδικῆς του ἐπινοήσεως, 

Πρὸς τὰ γραπτὰ τοῦ Αὐτολύκου παρουσιάζει ἀναμφισβήτητον ὁμοιό- 
τητα ἵνα ἔργον τοῦ Εὐκλείδου Φαινόμενα, περὶ τοῦ ὁκοίου ἔχομεν 
ἤδη συντοµώτατα ὁμιλήσει (8 39). Μολονότι ἕνας ἀπὸ τοὺς βαθυτέρους 
γνώστας τῆς ἑλληνικῆς ἐπιστήμης (ἐννοοῦμεν τὸν Πεἱαπιμτε) διετύπῶσε 
τὴν γνώµην, ὅτι αἱ προτάσεις ποὺ τό ἀκοτελοῦν ἀνήκουν εἰς τὴν «Μετα- 
φυσικἠν τῆς ᾿Αστρονομίας», ἐν τούτοις δὲν θεωροῦμεν σύμφωνον πρὸς 
τὴν ἀλήθειαν τὴν δήλωσιν ὅτι ἐξ αὐτῶν δὲν δυνάµεθα ν᾿ ἀντλήσωμεν 
κάποιαν κρακτικὴν χρησιμότητα, ἀφοῦ αὗται ἀποτελοῦν στοιχεῖα ἁπαραί- 
τητα διὰ µίαν θεωρητικἠν περιγραφὴν τῶν ἀξιολογωτέρων οὐρανίων φαι- 
νοµένων. 

Χωρίς νὰ σταµατήσωμεν εἰς ἕνα μικρὸν ἔργον ἀστρονομικοῦ περιᾶ- 
χοµένου, ὀφειλομένου εἰς τὸν Ὑψικλῆν (ὃ 52) καὶ πραγματενόμενον περὶ 
ἀνατολῶν ---εἷς τοῦτο ὃ μαθηµατικὸς σημειώνει µερικὰς ἰδιότητας τῶν 
ἀριθμητικῶν κροόδων ---θά ὁμιλήσωμεν ἐν συντοµίᾳ δι’ ἕνα ἄλλο ἕργον, 
πολὺ ἀξιολογώτερον ἄλλων διασωθέντων, ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ θέματος. Τοῦτο 
ὀφείλεται εἰς τὸν Θεοδόσιον τὸν Τριπολάτην (ἐκ Τριπόλεως τῆς Βιθυνίας), 
ὁ ὁποῖος ἔζησε πιθανῶς περὶ τὸ 150 π.Χ. Ἡ φήμη του προέρχεται κατὰ 
µέγα µέρος ἀπὸ ἕνα ἀξιόλογον ἐγχειρίδιον Σφαιρικῆς, τὸ ὁποῖον 
ἐγράφη ὑπὸ τούτου καὶ µετεφράσθη κατὰ τόν Χί αἰῶνα ἐκ τῆς ἀραβικῆς 
εἰς τὴν λατινικὴν ὑπὸ ἑνὸς πολυμαθοῦς, γνωστοῦ ὑπὸ τὸ ὄνομα Πλάτων 
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ὁ Τιβολίτης ἢ Τιμπουρτῖνος, ἐδημοσιεύθη δὲ βραδύτερον ἀπὸ τὸν Φραγκί- 
σκον Μαυρόλυκον (1494 -1515). Τὸ ἑλληνικὸν πρωτότυπον, συνοδευόµε- 
νον ἀκὸ λατινικὴν µετάφρασιν, εἶδε τὸ φῶς τῆς δηµοσιότητος τὸ 1958, 
φροντίδι τοῦ Ο. Ρεπα. 

Πρόκειται περὶ ἑνὸς ἔργου διηρηµένου εἰς τρία βιβλία, τὸ ὁποῖον 
καλύπτει τὸ πλῆρες σχεδὀν κενόν͵ ποὺ ὑπάρχει εἰς τὰ Στοιχεῖα τοῦ 
Εὐκλείδου, γύρω ἀπὸ τὰς ἰδιότητας τῶν σφαιρικῶν σχημάτῶν, κενὸν μὴ 
δυνάµενον ἄλλως νὰ ἐξηγηθῇ, παρά µόνον διὰ τῆς παραδοχῆς ὅτι πρόκει- 
ται περὶ ὕλης θεωρουµένης τότε ξένης πρὸς τὴν καθαρὰν Ἰοωμετρίαν, 
ἀφοῦ ἧτο κυρίως Ὁ ώτώνε εἰς τὴν ἔρευναν τῶν οὐρανίῶν φαινομένων. 
Εἶναι ἔργον στοιχειωδέστατον, τὸ ὁκοῖον διδάσκει µόνον τὰς ἁπλουστέρας 
σχέσεις μεταξὺ μεγίστων καί μικρῶν κύκλων τῆς σφαίρας. Καὶ διὰ νά 
ἐξηγήσωμεν διατὶ ὁ Θεοδόσιος ἐμακρηγόρησε μὲ τόσην συγκατάβασιν, 
ἐφ᾽ ἑνὸς θέματος τόσον μικροῦ διδακτικοῦ ἐνδιαφέροντος, πρέπει νὰ παρα- 
δεχθῶμεν, ὅτι οὗτος εἶχε σταθερῶς ὑπ' ὄψιν του τὴν χρῆσιν, ἡ ὁποία 
θά ἐγίνετο ἀπὸ τοὺς ἐπιθυμοῦντας νἁ ἐξηγήσουν θεωρητικῶς τὰ ὅσα συνέ- 
βαινον εἰς τὸ ἀχανὲς θέατρον τῶν οὐρανῶν. 


68. Τὸ ἀπόγειον τῆς σφαιρικῆς γεωμετρίας ἐπισημαίνεται μὲ τὴν 
ἐμφάνισιν ἑνὸς ἐξέχοντος ἔργου, τὸ ὁποῖον ἔγραψεν ἐπὶ τοῦ θέματος ὁ 
Μενέλαος, Οὗτος, γεννηθεὶς εἰς ᾽Αλεξάνδρειαν, ἔκαμε τὸ 98 μ.Χ. εἰς τὴν 
Ρώμην µίαν ἀστρονομικὴν παρατήρησιν, ἡ ὁποία ἐπιτρέπει νὰ θοωρήσω- 
μεν ὡς βέβαιον, ὅτι Έζησε μεταξύ 1 καὶ Ἡ αἰῶνος μ.Χ. Τὸ ἔργον του 
Σφαιρικὴ μᾶς εἶναι γνωστὸν µόνον διὰ µέσου μεταφράσεων εἰς τὴν 
ἀραβικὴν καὶ τὴν ἑβραϊκὴν γλῶσσαν ", συνεπληροῦτο δὲ μὲ ἕνα ἄλλο, 
περὶ ὑπολογισμοῦ τῶν χορδῶν κύκλου, τοῦ ὁποίου γνωρί- 
ζομεν µόνον τὸν τίτλον. Εἰς τὴν Σφαιρικὴν τοῦ Μενελάου ἡ θεωρία 
τῶν σφαιρικῶν σχημάτων λαμβάνει, πρὸς ἔπαινον βεβαίως τοῦ συγγρα- 
φίως, τὸ ὁριστικὸν περίγραµµα, ποὺ ἐπέπρωτο νἁ διατηρήσηῃ κατ ἀναλο- 
γίαν πλήρη πρὸς τὴν Ὑεωμετρίαν τοῦ ἐπιπέδου, ἀναλογίαν ἐκδηλουμένην 
εὐθὺς ὡς συμφωνήσωμεν ν’ ἀντιστοιχοῦν εἰς τὰς εὐθείας τοῦ ἐπιπέδου αἱ 
περιφέρειαι μεγίστών κύκλων τῆς σφαίρας. Εἰδικώτερον, χάρις εἰς τὸ ἔργον 
αὐτό, εἰσέρχεται εἰς τὴν ἐπιστήμην τὸ ασφαιρικὀὸν τρἰγῶνον» (τοὐτέστι 
τρίγωνον ἔχον πλευρὰς τρία τόξα μεγίστου κύκλου], σχῆµα καταλαβὀὸν 
ἀμέσως θεμελιώδη θέσιν εἰς ὅλας τὰς µελέτας τὰς ἀναφερομένας εἰς τὴν 
σφαῖραν. 

Σημειωτέον ὅτι ὁ Μενέλαος, ἐνῷ ἑἐξαίρει τὰς πολλάς ὁμοιότητας ἢ 
ἀντιστοιχίας πρὸς τὰ ἐπίκεδα τρίγωνα, δὲν παραλείπει νὰ ἀναφέρῃ ὅτι 
πρόκειται περὶ ἀντιστοιχίας, ἡ ὁποία ἔχει ἐξαιρέσεις. Αξίζει ν᾿ ἀναφέρῳ- 
μεν ὅτι εἰς τὸ ἔργον του ἀπαντᾶται ἕνα ἀπὸ τὰ θεμελιώδη θεωρήματα τῆς 


Τὸ Μαθηματικὀν Ἔργον τῶν Ελλήνων ᾽Αστρονόμων καὶ Γεωδαινῶν 19 
βεωρίας τῶν διατεμνουσῶν διὰ τὰ σφαιρικὰ τρίγῶνα, ἡ πρότασις δηδαδή, 
ἡ ὁποία φέρει σήµερον δικαίως τὸ ὄνομα «Θεώρημα τοῦ Μενελάου» καὶ 
τὴν ὁποίαν οἱ σύγχρονοι μαθηματικοί διατυπώνουν ὡς ἑξῆς: «Εάν αἱ 
πλευραί Β6, ΓΑ, ΑΒ σφαιρικοῦ τριγώνου ΑΒΟ τάµνωνται ἀντιστοίχως 
εἰς τὰ σημεῖα Ι., Μ, Ν ὑπὸ περιφερείας μεγίστου κύκλου, τὸ γινόμενον 


Ἀμβί. ΠΕΜ ΠΑΝ 
ημ ΟΙ. ηΠπΑΜ ημ ΒΝ 
ἰσοῦται ἀπολύτως πρὸς τὴν μονάδα». 

Ἡ σπουδαιότης τῆς προτάσεως ταύτης ἀποδεικνύεται ἀπὸ τὰς πολ- 
λαπλᾶς ἐφαρμογάς, τὰς ὁποίας παρουσιάζει ὁ Μενέλαος, Σημειώνομεν π.χ. 
µίαν σχέσιν ἰσοδύναμον πρὸς τὴν γνωστὴν πρότασιν : αἰάν σφαιρικὸν τρί- 
γωνον ΑΒς εἶναι ὀρθογώνιον εἰς Α θὰ ἔχωμεν: 

εφΑΒ εφΒς συν Β». 


Σημειώνοµεν ἀκόμη τὰς ἰδιότητας ποὺ ἐκφράζουν ὅτι τὰ τρία τόξα ---διχο- 
τόμοι καὶ τὰ τρία τόξα - ὕψη παντὸς σφαιρικοῦ τριγώνου ἔχουν ἀνά ἕνα 
κοινὸν σημεῖον τομῆς. ᾿Αναφέρομεν τέλος καὶ τὸ θεώρημα : «Ἐὰν τὸ τό- 
ἕον ΑΏ διαιρᾷ εἰς ἴσα µέρη τὴν γωνίαν εἷς Α τοῦ σφαιρικοῦ τριγώνου 
Α8Β5ς, θά ὑπάρχῃ ἡ σχίσις: 

ἩμΑΒ ΠΡΟ, 

ημΑς που 


Προσθέτοµεν ἀκόμη ὅτι ὁ Πάππος ἀποδίδει εἰς τὸν Μενέλαον τὴν 
ἀνακάλυψιν μιᾶς εἰδικῆς καμπύλης, ἡ ὁποία ὠνομάζετο απαράδοξος», χα- 
ρἱς ὅμως ν᾿ ἀναφέρῃ τίποτε ὡς πρὸς τὴν φύσιν αὐτῆς. Διὰ τοῦτο οἱ ἴστο- 
ρικοὶ τῆς γεωμετρίας, εἰς τὴν προσπάθειάν των νἀ κληρώσουν τὸ κενόν, 
κατέφυγον εἰς ὑποθέσεις, αἱ ὁποῖαι οὐδεμίαν στερεὰν βάσιν παρέχουν, 
ἀξίαν νὰ λάβη θέσιν εἷς µίαν συλλογὴν τῶν βεβαιωμένων κατακτήσεων 
τῶν ἀρχαίων εἰς τὴν περιοχἠν τῶν μαθηματικῶν. 


Κλαύδιος Πτολεμαῖος 


69. Τὰ ἔργα τοῦ Αὐτολύκου, τοῦ Εὐκλείδου, τοῦ Ὑψικλέους καὶ τοῦ 
;Αριστάρχου, μὲ τὰ ὁποῖα ἠσχολήθημεν, μαζὶ μὲ ἄλλα µικροτέρας σημα” 
σίας, ἀπετέλουν µέρος --- κατὰ µαρτυρίαν τοῦ Αὐτολύκου-- τῆς Μικρᾶς 
᾽Αστρονομικῆς Συντάξεως, ἡ ὁποία περιελάμβανε τὰ ἀπαραί- 
τητα ἔργα διὰ τὴν κατανύησιν τοῦ μεγίστου ἀστρονομικοῦ κώδικος, ποὺ 
μᾶς ἐκληροδότησεν ἡ ἀρχαιότης. Ἐννοοῦμεν τὸ διάσηµον ἔργον τοῦ Κλαυ- 
δίου Πτολεμαίου, τὸ ὁποῖον ἀρχικῶς ἔφερε τὸν τίτλον Μαθηματικἡ 
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Σύνταδις, ὠνομάσθη δὲ κατόπιν ὑκὸ τῶν µεταγενεστέρων θαυμαστῶν 
Μεγάλη Σύνταδις, Οἱ ΄ραβες, οἱ ὁποῖοι μετέφρασαν τὸ ἔργον 
εις τὴν γλῶσσαν τῶν κατὰ τὸν ΎἨΠΙ αἰῶνα, Ώνωσαν τὸ ἀραβικὸν ἄρθρον 
αλ, μὲ τὴν ἐξαραβισθεῖσαν προφορὰν µαγέστα (ἀντί μεγίστη), καὶ οὕτω 
συνέθεσαν τὴν βαρβαρικἡν λέξιν ᾽Αλμαγέστα, ἡ ὁποία καὶ παρέ- 
µεινεον ἔκτοτε γνωστὴ ὡς τίτλος τοῦ ἔργου. Ἡ µελέτη τοῦ ἔργου τούτου 
εἶναι ἀνακόφευκτος δι’ ἐκεῖνον, ὁ ὁποῖος ἐπιθυμεῖ νὰ ἤνωρίσῃ τὴν ἀρ- 
χαίΐαν ἐπιστήμην, ἀφοῦ πρόκειται περὶ μιᾶς ἐργασίας, χάρις εἰς τὴν ὁποίαν 
ὁ Πτολεμαῖος διετήρησεν ἐπὶ πολλοὺς αἰῶνας ἀδιαφιλονίκητον κυριαρ. 
χικὴν ἐκιρροὴν εἰς τὰ πνεύματα ὅλων τῶν ἀστρονόμων. 

Ἰὸ ἱστορικὸν ἐνδιαφέρον τοῦ ἔργου ἀπορρέει κατὰ πρῶτον λόγον ἐκ 
τοῦ γεγονότος, ὅτι ἐξ αὐτοῦ ἀρυόμεθα τὰς πολυτιμοτέρας πληροφορίας 
Τύρω ἀπὸ τὸν πρίγκηπα τῶν Ἑλλήνων ἀστρονόμων, τὸν Ἵππαρχον τὸν ἐκ 
Νικαίας (τῆς Βιθυνίας) ", ὅστις εἰσήγαγεν εἰς τὴν Ελλάδα τὴν διαίρεσιν 
τοῦ κύκλου εἰς 360 µοίρας καὶ ἔκαμε κατὰ τὸν Ἡ αἰῶναπ.Χ. πολλάς παρα- 
τηρήσεις εἰς Ρόδον καὶ ᾽Αλεξάνδρειαν, τοιαύτης σπουδαιότητος, ὥστε --- 
ὡς ἔγραφεν ὁ Πλίνιος ---ἤρθη εἰς στάθµην ἀνωτέραν τῆς ἀνθρωκίνης, 
διότι ἔφερεν εἰς πέρας πράγματα, τὰ ὁποῖα µόνον οἱ θεοὶ θὰ ἡδύναντο 
µετά κόπου νά ἐπιτελέσουν. 

Ὅ δεύτερος λόγος, διά τὸν ὁποῖον ἡ µελέτη τῆς ΑἉλμαγέστας 
κατέχει ἰδιαιτέραν [στορικὴν σπουδαιότητα, εἶναι διότι εἰς αὐτὴν εὐρί- 
σκονται αἱ μοναδικαὶ καὶ ἀσφαλεῖς βιογραφικαὶ πληροφορίαι γύρω ἀπὸ 
τὸν συγγραφέα της (διότι αἱ πληροφορίαι τὰς ὁποίας ἀφθόνως καὶ λεπτο- 
μερῶς παρύχουν οἱ ΄Αραβες δὲν εἶναι ἓν γένει ἀξιόπιστοι, λόγῳ τῆς ἐπιδρά- 
σεως πολὺ ζωηρᾶς φαντασίας). ᾽Ατυχῶς τὸ σύνολον τῶν δεδοµένων ἀνάγε- 
ται τελικῶς εἰς τὴν πληροφορίαν ὅτι ὁ Πτολ,μῖος ἔζησε περὶ τὸ 50 μ.Χ. 

Κατ ἀναλογίαν πρὸς τὰ Ἑτοιχεῖα τοῦ Εὐκλείδου καὶ τὰ Ἂρι- 
θµητικἀ τοῦ Διοφάντου (βλ. Κεφάλαιον ΥΤ), ἡ Μαβηματικἡ Σόν- 
ταξις (Αλμαγέστα) διαιρεῖται εἰς 13 βιβλία. Τὸ Βιβλίον ! περιλαμβάνει 
τὰς προκαταρκτικὰς γνώσεις ποὺ εἶναι ἁπαραίτητοι διά µίαν καρποφόρον 
ἔρευναν τῶν οὐρανίων φαινομένων, μὲ βάσιν τὴν ὑπόθεσιν ὅτι ἡ Γη 
κατόχει τὸ κέντρον τοῦ Κόσμου. Τὸ Βιβλίον ΙΙ διδάσκει τὴν διαίρεσιν 
τῆς οὐρανίου σφαίρας εἰς ζώνας καὶ τὰ φαινόμενα, διά τῶν ὁποίων ἔπιση- 
μαίνεται ἡ ἀνατολὴ καὶ ἡ δύσις τῶν ἀἁστέρων. Ἡ διάρκεια τοῦ ἔτους καὶ 
ἡ θεωρία τοῦ ἡλίου δίδει ὕλην εἰς τὸ Βιβλίον ΗΠ, ἡ διάρκεια τῶν μηνῶν 
καὶ ἡ θεωρία τῆς σελήνης δίδει ὕλην εἰς τὸ Βιβλίον ΙΝ. 


--σ.-Ἂ 


"Τὸ µόνον διασωθὲν ἔργον τοῦ ᾿Ἱππάρχου (120 σ.Χ.] εἶναι ἕνα μικρᾶς σημασίας 
σχόλιον εἰς ποίηµα τοῦ ᾿Αράτου καὶ εἰς Ἐδδοξον, ὑπάρχαι δὲ τοῦ σχολίου τούτου µία 


Τὸ Μαθηματικὀν Ἔργον τῶν Ἑλλήνων ᾿Αστρονόμων καὶ Γκωδαιτῶν 12! 


Τὸ Βιβλίον Υ ἀσχολεῖται μὲ τὴν περιγραφἠν καὶ κατασκευἠν τοῦ 
περιφήµου ὀργάνου, τὸ ὁποῖον ἐκαλεῖτο ἀστρόλαβος, τὸ σπουδαιό- 
τερον ὄργανον τῶν ἀρχαίων ἀστεροσκοπείων, ὅπερ ἐχρησιμοποίησε καὶ 
ὁ Δανὸς ἀστρονόμος Τγελο Βγα]νε (1546- 1601) εἰς τὰς παρατηρήσεις του. 
Τὸ Βιβλίον νΙ ἀσγολεῖται μὲ τὰ φαινόμενα τῶν ασυζυγιῶν» καὶ «άντι- 
ζυγιῶν» τῶν μεγάλων ἄστρων Ηλίου καὶ Σελήνης καὶ μὲ τὰς σχέσεις 
αὐτῶν πρὸς τὰ φαινόμενα τῶν ἐκλείψεων. 

Τὰ δύο ἑπόμενα βιβλία εἶναι ἀφιερωμένα εἰς τοὺς ἀπλανεῖς ἀστέρας 
καὶ τὴν σπουδαιοτάτην καὶ περιφανῆ ἀνακάλυψιν τοῦ Ἱππάρχου, τὴν 
γνωστήν ὑπὸ τὸν ἀστρονομικὸν ὅρον «μετάκτωσις τῶν Ισημεριῶν», Τὰ 
κελευταῖα πέντε βιβλία εἶναι ἀφιερωμένα ἕκαστον εἰς ἕνα τῶν πλανητῶν 
"Ερμῆν ᾿Αφροδίτην, Αρην, Δία καὶ Κρόνον. 

70. Εἰς τοὺς ἀνωτέρω ὑποδειχθέντας λόγους, ἱστορικοῦ χαρακτῆρος, 
διὰ τοὺς ὁποίους ἡ ᾽Αλμαγέστα παρουσιάζει τόσον πλούσιον ἔνδια- 
φέρον, πρέπει νά προστεθῇ καὶ ἕνας τρίτος, ἀκόμη σπονδαιότέρος, Ὅτι 
τὸ ἔργον αὐτὸ ἀποτελεῖ τὴν ἀρχαιοτέραν συγγραφικἠν ἐργασίαν, εἰς τὴν 
ὁποίαν περιέχονται πολυάριθµα στοιχεῖα καὶ θαυμάσιαι ἐφαρμογαὶ τῆς 
σφαιρικῆς τριγωνοµετρίας, ἐπιστήμης μὴ χωριζοµένης πλέον ἀπὸ τὸ 
πλευρὸν τῆς ᾽Αστρονομίας, ἂν ὄχι προηγουμένως διὰ τῶν ἐργασιῶν τοῦ 
᾿Αρχιμήδους, τοὐλάχιστον ἀπὸ τῆς ἠμέρας, καθ᾽ ἣν ὁ Ἴππαρχος καθώρι- 
σεν ἐπὶ τῆς οὐρανίου σφαίρας τὴν θέσιν τῶν ἄστρων διὰ τῆς χρήσεως 
σφαιρικῶν συντεταγμένων (πλάτους καὶ μήκους). ᾿Επειδὴ ὅμως ἐκ τῆς 
σφαιρικῆς τριγωνοµετρίας ὁ Πτολεμαῖος περιέλαβε µόνον ὅσα ἦσαν 
ἀκαγκαῖα εἰς τὸν σκοπόν του, δὲν πρέπει νὰ θεωροῦμεν ὅτι αἱ προτάσεις, 
πὰς ὁποίας ἀναφέρει, ἐκπροσωποῦν τὸ σύνολον τῶν γνώσεων τῶν "Ελλή- 
νῶν ἐπὶ τοῦ θέματος, μολονότι δὲν ἔχομεν δυστυχῶς δεδοµένα ἐπιτρέποντα 
τὴν συμπλήρωσιν. 

Ἡ Πτολεμαϊκὴ Τριγωνομετρία φαίνεται, χωρὶς ἀμφιβολίαν, πολὺ 
διάφορος τῆς ἰδικῆς µας, διότι δὲν ἀκαντῶνται εἰς ἐκείνην αἱ συνήθεις 
εἰς ἡμᾶς τριγωνομετρικαὶ συναρτήσεις, ἀλλὰ µόνον αἱ χορδαὶ τῶν θεω- 
ρουµένων τόξων. Παρά ταῦτα, ἀρκεῖ εἰς τὰ θεωρήματα τῆς ᾽Αλμαγό- 
στας νά θέσώμεν ὅπου «χορδὴ α» τὸ ἰσοδύναμον «2ηµ κ/2», διὰ γ᾿ ἀπο- 
καταστήσωμεν τήν οὐσιαστικὴν ταυτότητα τῶν δύο συστηµάτων. 

Ἡ δηµιουργία ἑνὸς ὑποκαταστάτου τῆς θεωρίας τῶν κυκλικῶν συναρ” 
τήσεων ὑπῆρξεν ἀποτέλεσμα τῆς συχνῆς ἀνάγκης, ποὺ παρουσιάὀετο εἰς 
τοὺς ἀστρονόμους, νἁ ἔχουν ἕνα πίνακα τιμῶν τῶν χορδῶν τόξων πολλα- 
πλασίων ἑνὸς τόξου περιφερείας ". Τοιαύτη ἀνάγκη, διαπιστωθεῖσα ἀπὸ 


. "Ἠτο µία ἀνάγκη, ἡ ὁποία ἀπὸ γεωµετρικῆς ἀπόψεως εἶχε Ίένει αἰσθητὴ εἰς 
τὸν ᾿Αρχιμήδη, ὡς προκύπτει ἀπὸ ἕνα ἔργον, ἐκ τοῦ ὁποίου ἐσώθη μικρὸν ἀπόσκαμα. 
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τὸν Ίππαρχον (ἂν ὄχι προηγουμένως], ἱκανοποιήθη ὑπὸ τούτου εἰς ἕνα 
ἔργον ἐκ δώδεκα βιβλίων, δυστυχῶς ἀπολεσθέν. Προσθίτομεν ὅτι δὲν 
ἀποκλείεται εἰς τὴν ἐργασίαν αὐτὴν νὰ εἶχε μερικοὺς προδρόμους, Ἰενάρ- 
χης τῶν ὁποίων θὰ ᾖἦτο, κατά τινα µαρτυρίαν, ὁ ᾽Απολλώνιος ὁ Περγαῖος 
ἢ ἀκόμη ἴσως καὶ ὁ ᾿Αρχιμήδης. Ἐφ' ὅσον ὅλα αὐτὰ τὰ ἔργα ἐχάβησαν, 
µόνον ἡ Αλμα γέστα δύναται νά μᾶς φωτίσῃ ὣς πρὸς τὸν τρόπον, 
μὲ τὸν ὁποῖον οἱ ἀρχαῖοι ἐπέτυχον τοῦ σκοκοῦ τῶν, 

Μανθάνομεν ἀπὸ τὸ μέγα αὐτὸ ἔργον, ὅτι ἐντελῶς ἀναλόγως πρὸς 
ὅ,τι συνηθίζεται σήμερον, ἠρχιζαν ἀπὸ τὸν ὑπολογισμὸν τῶν χορδῶν µερι- 
κῶν ἀξιοσημειώτων τόξων, ἐφαρμόζοντες τὸ Πυθαγόρειον Θεώρημα καὶ 
τὰς σχέσεις ἀκτῖνος κύκλου πρὸς τὰς κλευρὰς τῶν ἁπλουστέρων ἐγγεγραμ- 
µένων κανονικῶν πολυγώνῶν (σχέσεις γνωστάς ἀπὸ τὰ Στοιχεῖα τοῦ 
Εὐκλείδου). "Αρμόζει ν᾿ ἀναφέρωμεν μίαν κατασκευἠν τῶν κλευρῶν τοῦ 
οἷς κύκλον ἐγγογραμμένου κανονικοῦ πενταγώνου καὶ δεκαγώνου ἐἔξαιρε- 
τικῆς ἁπλότητος: Εἰς δεδοµένον κύκλον (σχ. 12) 
ἄγεται ἡ διάµετρος ΑΒ καὶ ἡ ἐπ αὐτὴν κάθετος 
ἀκτὶς Ος,. Εάν εἶναι Μ τὸ μέσον τῆς ἀκτῖνος ΟΑ., 
γράφοµεν μὲ κέντρον τὸ σημεῖον τοῦτο καὶ ἀκτῖνα 
ΜΕ τόξον περιφερείας τἆἔμνον εἰς Ὁ τὴν ἀκτῖνα 08. 
Θὰ εἶναι τότε «Ὁ ἡ πλευρὰ τοῦ κανονικοῦ πεντα- 
Ἰώνου καὶ ΟῦΌ ἡ πλευρὰ τοῦ κανονικοῦ δεκαγώνου, 
ποὺ ἐγγράφονται εἰς τὸν δοθέντα κύκλον. 

Σχ. Ἡ Ἡ ἐν λόγφ κατασκενἠ ἀναγράφεται ἐπίσης ἄνω- 

νύµως εἰς τὸν ᾽Αντλαντικὸν Κώδικα (ζο- 

ἀἱοε Αιαπηςο) τοῦ Ιεοπαγάο ἁᾳά Ὑἱηςί, εἶναι δὲ ἀνάλογος, ἀλλά ἅπλου- 
στέρα μιᾶς ἄλλης κροταθείσης εἰς τὸν Οσα. δι ἐκιστολῆς ὑπὸ χρονο- 
λογίαν 17 Φεβρουαρίου 1814 (Αλληλογραφία 
μεταξδὺ Ὄς ΓΕ, Οδ μςε καὶ ο 1. Οεγ]ίπα, 
Βερολῖνον 1911, σελ, 46), τὴν ὁποίαν κατασκενἠν 
ἂς μᾶς ἐπιτραπῇ ν΄ ἀναφέρωμεν: Μὲ τὰ αὐτὰ δεδο- 
μένα (σχ. 13), ἃς ἀχθῇ εἰς τὸ σημεῖον Α ἡ ἔφα- 
πτομένη τῆς περιφερείας καὶ ἃς ληφθῃ ἐκ αὐτῆς 
τὸ τμῆμα ΑΒ ἴσον πρὸς τὸ ἢμισυ τῆς ἀκτῖνος. 
"Άγεται ἡ εὐθεῖα ΟΒ καὶ λαμβάνομµεν ἐπ αὐτῆς 
Βς-ΒΑ. Αν ἡ εὐθεῖα Ας προεκτεινοµένη τέµμνη 
τὴν περιφέρειαν ες ὉὮ, θά εἶναι ἡ ΟΓΏ κάθετος 
ἐπὶ τὴν Ο8, ἡ ΟΟ πλευρά τοῦ κανονικοῦ δεκαγώνου καὶ ἡ (Ἠ πλευρά. 
τοῦ κανονικοῦ πενταγώνου, ἐγγεγραμένων εἰς τὸν δοβέντα κύκλον. 

Ἐπειδὴ ἡ χρῆσις τῶν κανονικῶν πολυγώνων περιορίζει µοιραίως τὴν 
προσπάθειαν εἰς εἰδικάς κατηγορίας τόξών, ὁ Πτολεμαῖος ἠσθάνθη τὴν 


Σχ. 13 


Τὸ Μαθηματικόν Ἔργον τῶν Ελλήνων ᾿Αστρονόμων καὶ Γεωδαιτῶν 123. 


ἀνάγκην νὰ καταφύγη εἰς θεώρημα γενικοῦ χαρακτῆρος καὶ οὕὗτώ διοτύ- 
πὠσε τὴν ἀκόλουθον πρότασιν: «ἘΕὰν ΑΒΟΩ εἶναι τετράπλευρον ἔγγε- 
γραμμένον εἰς περιφέρειαν, τὸ ἄθροισμα τῶν γινοµένων τῶν ζουγῶν ἄντι- 
κειμένων πλευρῶν αὐτοῦ, ΑΒ: «Ὀ καὶ ΑΏὈ : Βς, εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γινό- 
µενον τῶν διαγωνίων Ας :ΒΏ». Αὐτὸ εἶναι τὸ σημαντικὀν θεώρηµα ποὺ 
φέρει ἀκριβῶς σήµερον τὸ ὄνομα τοῦ Πτολεμαίου, ὄχι τόσον διὰ νὰ ἔπι- 
βεβαιώνῃη τὴν ὑπ᾿ αὑτοῦ ἀνακάλυψίν του, ὅσον διὰ νὰ ὑπενθυμίζη ὅτι τὸ 
θεώρηµα ἀπαντᾶται διὰ πρὠτην φορὰν εἰς τὸ ἀθάνατον ἔργον του, Ἔφαρ- 
µόζων τοῦτο ὁ Πτολεμαῖος µετά τινων προφυλάξδεων, ἔφθασεν εἰς θεµε- 
λιώδη ἐξαγόμενα, τὰ ὁποῖα σήμερον ἐκφράζονται μὲ τοὺς Ὑνωστοὺς τύ- 
πους τῆς Τριγωνομετρίας : 
ἡμ(κ--})" Άμχσουνγ συνκημ}Υ 
συν(κ --τ) -συνχσύυνγ -ΌημχημΥ 

Ἔκ τούτων, ὅπως εἶνοι γνωστόν, ἐξάγονται ὅλαι αἱ ἄλλαι σχέσεις αἱ 
ἀποτελοῦσαι τὴν σηµερινὴν Βεωρίαν τῶν κυκλικῶν συναρτήσεων. Οὕτω- 
ὁ Πτολεμαῖος ἐξάγει π.χ. τὴν σχέσιν 

| --συν 2χ | 
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τὴν ὁποίαν κατόπιν ἐφαρμόζει κατ’ ἐκανάληψιν διά νὰ ὑπολογίσῃ τὴν σει- 
ρὰν τῶν χορδῶν τὴν ἀρχομένην ἀπὸ τοῦ τόξου 123, οὗτινος ἡ χορδή εἶχεν 
ἤδη προηγουμένως ὑπολογισθὴ, καὶ φθάνουσαν εἰς τὸ τόδον 3/4 μοίρας. 

Τὸ τελευταῖον θεωρητικὀν στοιχεῖον, ποὺ ἦτο ἀναγκαῖον εἰς τὸν 
Πτολεμαῖον διά τὴν κατάσκευἠν τοῦ ζητουμµένου πίνακος χορδῶν, συνί- 
στατο εἰς ἕνα θεώρημα, ἀπανιώμενον ἤδη εἰς τὸν ᾿Αρίσταρχον καὶ τὸν 
Αρχιμήδη καὶ διατυπούµενον ὡς ἑξῆς: «άν α, Υ εἶναι δύο τόξα μικρό- 
τερα τοῦ τετάρτου περιφερείας καὶ εἶναι κ) γ, θ) ἀληθεύῃ δι αὑτὰ ἡ 
σχέσις : 


ημὲχ - 


χοδὴχ, 

χοδὴ υγ Ὑ 

Μὲ τὴν βοήθειαν τοῦ θεωρήματος τούτου ὁ Πτολεμαῖος φθάνει εἰς 

ἐκτίμησιν τῆς χορδῆς 15, δυνάµεθα δὲ νὰ ἐκτιμήσωμεν τήν ἀκρίβειαν τοῦ 
εὐρεθέντος ἀποτελέσματος παρατηροῦντες ὅτι, ἐὰν ταυτισθῇ ἡ χορδὴ μετὰ 
τοῦ ἀντιστοίχου τόξου, προκύπτει ὡς µῆκος κεριφδρείας, διαμέτρου ἴσης 
πρὸς τὴν µονάδα, ἡ τιµή : 

. 
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ἡ ὁποία ἔχει ἀκριβῆ τρία δεκαδικὰ ψηφία, 


ποά ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 


Ἐκμεταλλευόμενος τὰ διάφορα αὐτά ἀποτελέσματα ὁ Πτολεμαῖος ὕκο- 
λογίζαι τὰς χορδὰς ὅλων τῶν τόξων, ποὺ εἶναι πολλαπλάσια τοῦ τόξου 
1/ἆ μοίρας καὶ δὲν ὑπερβαίνουν τὰς 80", ὑπὸ τὴν προθπόθεσιν ὅτι ἡ διά- 
µετρος τοῦ κύκλου ἐκφράζεται διὰ τοῦ ἀριθμοῦ 120. Κατ’ οὐσίαν πρόκει- 
ται περί καταστρώσεως ἑνός πίνακος ἡμιτόνων ὅλων τῶν τόξων, ποὺ εἶναι 
πολλαπλάσια τοῦ τόξου 1/4 μοίρας καὶ δὲν ὑπερβαίνουν τὰς 905, τοῦ 
ὁποίου ἡ ἀκρίβεια δύναται νὰ ἐκτιμηθῇ ἐκ τῆς παρατηρήσεως ὅτι διὰ τὸ 
ημ 30’ δίδει µίαν τιμήν μὲ ἀκριβῆ τέσσαρα δεκαδικἀ ψηφία. Ἐπειδὴ 
δὲν διαφεύγει τοῦ Πτολεμαίου τὸ γεγονός, ὅτι διὰ τῆς ἐφαρμοζομένης 
μεθόδου τὰ σφάλματα προστίθενται τὰ μὲν εἰς τὰ δέ, ἑλέγχει καὶ διορθά- 
γει τὰ ἐξαγόμενα διὰ συγκρίσεως τῶν τιμῶν, τὰς ὑποίας ὑπελόγισε προη- 
γουμένως κατ’ εὐθεῖαν διὰ µίαν σειρὰν ἀξιοσημειώτων τόξων, 

Ὅ ἔχων πρὸ ὀφθαλμῶν τὸ γενικὸν διάγραµµα τῆς ὕλης τῶν σηµερι- 
νῶν βιβλίων τριγὠνοµετρίας, θὰ κάµη ἀσφαλῶς τὴν ὑπόθεσιν, ὅτι ὁ Πτο- 
λαμαῖος, μετὰ τὴν ἀποκατάστασιν μιᾶς θεωρίας [σοδυνάμου πρὸς τὴν [ἴδι- 
κήν µας θεωρίαν τῶν κυκλικῶν συναρτήσεων, ἑστράφη πρὸς τὴν ἐπίλυσιν 
τῶν εὐθυγράμμων τριγώνων ὅπου εὑρίσκει ἄμεσον ἐφαρμογήν. Τίποτε 
ὅμως παρόµοιον δὲν ἀπαντᾶται. Αν καὶ ἀπέδειξε μὲ ἕνα παράδειγµα ὅτι 
ἦτο εἰς θέσιν νά ὑπολογίσῃ ὅλα τὰ στοιχεῖα ἑνὸς σχήματος, ὅταν ἐδίδετο 
ἑπαρκὴς ἀριθμὸς πλευρῶν καὶ Ίωνιῶν, ἐντούτοις δὲν προβαίνει εἰς µεβο- 
δικὴν ἀνάπτυξιν ἑνὺς συστήµατος λογισμοῦ. Καὶ ἐπειδὴ ἀκριβῶς, προκει- 
µένου περὶ σφαιρικῶν τριγώνων, ἀκολουθεῖ διαμετρικῶς ἀντίθετον τακτι- 
κήν, θεμελιοῦται εἰς τὴν ἱστορίαν τῶν μαθηματικῶν τὸ περιεργότατον γε- 
Ὑονὸς ὅτι ἡ σφαιρικἡ τριγωνομετρία προηγήθη ἱστορι- 
κῶς τῆς ἐπικέδου. 

Ὡς θεωρητικὸν θεµέλιον τῆς σφαιρικῆς τριγωνοµετρίας ἐκλέγει ὁ 
Πτολεμαῖος τὸ θεώρημα τοῦ Μενελάου (ὁ 68) διὰ τὰ σφαιρικὰ τρίγωνα, 
Προστρέχει εἰς αὐτὸ ὁσάκις ἔχει ἀνάγκην νὰ ἐκφράσῃ κάποιο στοιχεῖον 
σφαιρικοῦ τριγώνου µέσφ ἐπαρκῶν δεδοµένων ἄλλων στοιχείων του, Διά 
τὸ ὀρθογώνιον εἰς Α σφαιρικὀν τρίγωνον ΑΒς μὲ πλευρὰς τὰ τόξα α ὃς 
εὑρίσκει π.χ. τὰς γνωστὰς σχέσεις : 

ημο-- ημα-ημς 

εφς- ημὸ-εφς 

ιφς - εφὰ συν Β 
Καὶ ἐπειδὴ αἱ ἀνωτέρω σχέσεις δὲν εἶναι αἱ µόναι ἐφαρμογαί, τὰς ὁποίας 
δύναται νὰ δώσῃ τὸ θεώρημα τοῦ Μενελάου, καταδεικνύεται ὅτι τοῦτο 


δύναται νὰ καταλάβῃ εἰς τὴν σφαιρικἠν τριγῶνοµετρίαν θέσιν πολὺ σπου- 
δαιοτέραν ἐκείνης, τὴν ὁποίαν τοῦ δίδουν εἰς τὰ σύγχρονα ἐγχειρίδια, 


Τὸ Μαβηματικὀν Ἔρτον τῶν Ἑλλήνων ᾽Αστρονύμων καὶ Γοπδαιτῶν 125 


1. "ὍΌκως συμβαίνει εἷς ὅλα τὰ ἔργα τὰ θεωρούµενα κλασικά, οὕτώ- 
καὶ προκειµένου περὶ τῆς ᾽Αλμαγέστας, δὲν ἕλλειψαν οἱ σχολιασταἰ. 
Ὁ γνωστότερος ἐξ αὐτῶν εἶναι ὁ Θέων ὁ ᾽Αλεξανδρεύὺς, ζήσας μεταξδὺ τν 
καὶ ἵ αἰῶνος μ.Χ. ὑπὸ τὴν βασιλείαν Θεοδοσίου τοῦ Μεγάλου, καὶ γνωστὸς, 
εἰς τὴν ἱστορίαν διάἁ µίαν ἐπιμελημένην ἔκδοσιν τῶν Στοιχείων τοῦ 
Εὐκλείδου. Τὸ ἀστρονομικόν του ἔργον, τοὐλάχιστον ἐν µέρει (ἴσως ὅμως 
καὶ ἐξ ὁλοκλήρου, διότι δὲν εἶναι βέβαιον ὅτι ἐπεξέτεινε τὰς διασαφήσεις 
του εἰς ὁλόκληρον τὴν Αλμαγέσταν) ἀντέστη νικηφόρως εἰς τὴν 
καταστρεκτικἡἠν µανίαν τοῦ χρόνου, μὲ περιώρισµένον ὄφελος διά τὴν 
ἐπιστήμην καὶ τὴν ἱστορίαν, διότι πολὺ μικρὰν βοήθειαν προσφέρει εἰς 
τοὺς μελετητὰς τοῦ μεγάλου ἔργου τοῦ Πτολεμαίου, καθώς καὶ εἰς τοὺς 
ἐπιθυμοῦντας ν᾿ ἀντλήσουν πληροφορίας περὶ τῆς ἐξελίδεως τῆς ἑλληνικῆς. 
ἀστρονομίας μέχρι τῶν ἡμερῶν αὐτοῦ. Δὲν συντρέχει λοιπὸν κανεὶς λόγος 
νὰ ἐνδιατρίψωμεν ἀναλύοντες τὸ πτωχὸν αὐτὸ κείµενον τοῦ µετρίου ἀλε- 
ξανδρινοῦ ὑπομνηματιστοῦ ". ᾽Αντιθέτως εἶναι καθῆκον µας νὰ μνημονεύ- 
σωμµεν δύο ἄλλα ἀξιόλογα ἔργα τοῦ συγγραφέως τῆς Μαθηματικῆς 
Συναγωγῆς, τὰ ὁκοῖα ἔφθασαν μέχρις ἡμῶν. 

Τὸ ἕνα φέρει τὸν τίτλον Ανάλημμα καὶ ἔχει ὡς θέµα τὴν ὀρθὴν 
κροβολὴν μιᾶς σφαίρας ἐφ᾽ ἑνὸς ἐπιπέδου, εἰς ὑποβοήθησιν τῆς χαρά- 
ξεως τῶν ἠλιακῶν ὠρολογίων (μεσημβρινῶν). Τὸ ἄλλο, ποὺ φέρει τὸν 
τίτλον Ἅπλωσις ἐπιφαγνείας ἔχει ὡς ἀντικείμενον τὴν κεντρι- 
κἠν προβολἠὴν τῆς ἐπιφανείας μιᾶς σφαίρας ἐπὶ τοῦ ἰσημερινοῦ ἐπιπέδου 
ἀπὸ τοῦ βορείου πόλου. Πρόκειται λοιπόν περὶ τῆς μεθόδου ἀπεικονίσεως 
ἐφ᾽ ἑνὸς ἐπιπέδου μιᾶς σφαίρας, μεθόδου γνωστῆς σήμερον ὑπὸ τὸ ὄνομα 
στερεογραφικὴ προβολή. 'Ο Πτολεμαῖος ἐγνώριζε µίαν τῶν θεμελιωδῶν 
ἰδιοτήτων, καθ’ ἣν γίνεται ἡ ἀντιστοιχία μιᾶς περιφερείας τῆς σφαίρας 
πρὸς µίαν περιφέρειαν τοῦ ἐπιπέδου, καὶ προέβη εἰς χρησίµους ἐφαρμογάς. 


“Από τὸ ἔργον τοῦ θέωώνος Σχόλιον εἰς τὴν Αλμαγέσταν ἦσαν Ίνω- 
στὰ τὰ ἀφορῶντα τὰ βιβλία [ καὶ Π, ἐθοωρεῖτο δὲ ἀτολησθέν τὸ κείµενον τὸ ἀφορῶν 
τὸ βιβλίον ΠΠ, ᾿Ανευρέθη ὅμως καί τοῦτο ὑπὸ τοῦ Α,, Έσαιε εἰς τὴν ἀθνικὴν βιβλιοθή- 
κην τῆς Φλωρενήας. Πληροφορίαι σχετικαί πρὸς τὴν ἀνακάλοψιν αὐτὴν εὑρίσκονται. 
εἰς ἄρθρον τοῦ ἴδίου Τα ττοἰρσίέαις Πέντε 4ει εοππεπιαίγαος ας 
Αἰπιαβθδία, ρας Τβέου ες Ηγραωιδίε (Ῥυβίσκίοις ἆω Ἰαμοταιοίτο 
Αείγοποπήε εἰ όε Οἑοφέείε 4ο ΙΤ’ Ὀπίνεγειό 4ε Ἰ.ουναία, νο, ΠΠ, 1916), Ῥονάγεται ἔξ, 
αὐτοῦ ὅτι εἰς τὸ ἔργον του ὁ Θὐων ἐβοηθήθη ἀπὸ τὴν κόρην του Ὑπατίαν, τὴν 
πολυµαθῇ συγγραφέα, ἡ ὁποία, ὡς εἴδομεν (3 67), κατεκρεσυργήθη βαναύσως εἰς τὰς 
ὁδοὺς τῆς "Αλεξανδρείας τὸ 415 κατὰ τὴν διάρκειαν τῶν συγκρούσσων μεταδὺ τῆς καταρ- 
ἱστορίαν µας ἡ Ὑπατία, ἀνοξαρτήτως τοῦ μαρτυρικοῦ της θανάτου, εἶναι ἀξία µνκίας, 
διότι εἶναι ἡ πρώτη εἰς τὴν σειρἀν τῶν γυναικῶν, αἱ ὁποῖαι κατέλικον ἴχνῃ ὡς ἐρτὰ- 
τιδες ον ἀκριβῶν ἐπιστημῶν, 


126 Ἱστορία εν Μαθηματικῶν 


Τελειώνομεν μὲ τὴν παρατήρησιν ὅτι εἰς τὸ περισσότερον διαδεδοµέ. 
νον ἔργον του, δηλαδὴ τὴν Γεωγραφικὴν ἀφήγησιν, εἰς 8 βιβλία, ὁ 
Πτολεμαῖος χρησιμοποιεῖ ἄλλην µέθοδον ἀπεικονίσεως σφαίρας ἐπὶ ἐπικὸ- 
δου, ἡ ὁποία ἐνέπνευσεν εἰς τὸν Μερκάτορα τὴν ἐφαρμογὴν αὐτῆς εἰς τοὺς 
χάρτας τῶν ναυτιλλομµένων, κοὺ φέρουν σήμερον τὸ ὄνομα Μερκατο- 
ρικοί χάρται. 

Τὸ συμπέρασμα εἶναι ὅτι εἰς τὴν ἀρχαίαν ἑλληνικὴν βιβλιογραφίαν 
᾿ὑφίστανται αἱ θεωρητικαἰ βάσεις τῶν τριῶν κυριωτέρων μεθόδων, αἱ ὁκοῖαι 
ἐφηρμόσθησαν ὡς ἐπί τὸ πλεῖστον, διὰ τὴν ἐπὶ ἐπιπέδου ἀπεικόνισιν τῆς 
γηΐνης ἐπιφανείας, 


ρων ὁ ᾽Αλεξανδρεὺς 


Τὰ. Ἡ ἐξέτασις τοῦ συνόλου τῆς πτολεµαϊκῆς ἐπιστημονικῆς κπαρα- 
Υωγῆς μᾶς κατεβίβασε βαθμηδὸν ἀπό τοῦ οὐρανοῦ εἰς τὴν Γῆν καὶ ἐδῶ 
ἁρμόζει νὰ παραµείνωμεν διὰ ν’ ἀναγνωρίσωμεν ὅτι μεταξὺ τῶν γραπτῶν 
μνημείων, τὰ ὁποῖα μᾶς ἐκληροδότησαν οἱ Ἕλληνες, ὑπάρχει µία συλλογὴ 
κλουσία, ἀλλὰ συγκεχυµένη, διαφόρων ἔργων φεροµένων ὑπὸ τὸ ὄνομα 
τοῦ Ἡρωνος καὶ ἀποτελούντῶν τὸν πυρῆνα τῆς γεωδαιτικῆς γραμματείας 
τοῦ ἑλληνικοῦ κόσμου. Τὸ πρόβλημα ποὺ παρουσιάζεται τώρα εἶναι, πρὸ 
πάντων, πῶς νὰ κατανεμηθοῦν αὐτὰ τὰ ἔργα εἰς τὰ διάφορα πρόσωπα τὰ 
φέροντα τὸ ὄνομα τοῦτο. Τὸ ἱστορικὸν αὐτὸ πρόβλημα --γνωστὸν ὑπὸ τὸν 
τίτλον «Ἡρώνειον πρόβλημα» --- τυγχάνει δυσχερέστατον, λόγφῳ τῶν ἄνα- 
ριθµήτων παρεμβολῶν καὶ ἀκρωτηριασμῶν, τοὺς ὁκοίους ὑκέστησαν τὰ 
Χειρόγραφα τῆς περὶ ἧς ὁ λόγος συλλογῆς, ὡς καὶ τῆς μεγάλης συχνό. 
τητος τοῦ ὀνόματος --- ἀναφέρονται περίπου 20 Ἕλληνες μὲ αὐτὸ τὸ ὄνομα. 
Ἐπί πλέον ἡ λέξις ρων εἶναι αἰγυπτιακῆς προελεύσεως καί, ἐκτὸς τῆς 
χρήσεως αὐτῆς ὡς κυρίου ὀνόματος προσώπων, εἶχε καὶ µίαν σηµασίαν 
ἀνάλογον πρὸς ἐκείνην, ποὺ ἔχει σήµερον ἡ λέξις «μηχανικός». Εὐτυχῶς, 
ἐκ τῶν προσώπων ποὺ φέρουν τὸ ὄνομα ρων, γνωστῶν εἰς ἡμᾶς, τρία 
µόνον ἠσχολήθησαν μὲ τὰ μαθηματικά. Ἕνας εἶναι Αλεξανδρινός, άναφο- 
ρόμενος ἀπὸ τὸν Εὐτόκιον, τὸν Πάπκον καὶ τὸν Πρόκλον: ὁ δεύτερος 
ὑπῆρξε διδάσκαλος τοῦ προηγουμένου" ὁ τρίτος εἶναι Βυζαντινός, καλού- 
µενος συνήθως «ρων ὁ νεώτερος», θὰ ὁμιλήσωμεν δὲ περὶ αὐτοῦ ἓν 
καιρῷ τῷ δέοντι (ϐ 95). 

Εἰς τὸν πρῶτον ἀποδίδεται τὸ καλύτερον µέρος τῶν φυσικομαθημα- 
"τικῶν ἔργων τῶν φερομµένων ὑπὸ τὸ ὄνομα τοῦ Ἡρωνος, ᾽Αλλὰ εἰς ποίαν 
ἐποχὴν ἔζησε; Βέβαιον εἶναι ὅτι ἤκμασε μεταξὺ 100 π.Χ. καὶ 200 μ.Χ. 
Διά τὸν περιορισμὸν τοῦ µακροῦ τούτου χρονικοῦ διαστήµατος εἰς στα- 
νώτερα ὅρια, διετυκώθησαν πολλαὶ καὶ διάφοροι λεπταὶ θεωρίαι, αἱ ὁποῖαι 
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Τελειώνομεν μὲ τὴν παρατήρησιν ὅτι εἰς τὸ περισσότερον διαδεδοµέ. 
νον ἔργον του, δηλαδὴ τὴν Γεωγραφικὴν ἀφήγησιν, εἰς 8 βιβλία, ὁ 
Πτολεμαῖος χρησιμοποιεῖ ἄλλην µέθοδον ἀπεικονίσεως σφαίρας ἐπὶ ἐπικὸ- 
δου, ἡ ὁποία ἐνέπνευσεν εἰς τὸν Μερκάτορα τὴν ἐφαρμογὴν αὐτῆς εἰς τοὺς 
χάρτας τῶν ναυτιλλομµένων, κοὺ φέρουν σήμερον τὸ ὄνομα Μερκατο- 
ρικοί χάρται. 

Τὸ συμπέρασμα εἶναι ὅτι εἰς τὴν ἀρχαίαν ἑλληνικὴν βιβλιογραφίαν 
᾿ὑφίστανται αἱ θεωρητικαἰ βάσεις τῶν τριῶν κυριωτέρων μεθόδων, αἱ ὁκοῖαι 
ἐφηρμόσθησαν ὡς ἐπί τὸ πλεῖστον, διὰ τὴν ἐπὶ ἐπιπέδου ἀπεικόνισιν τῆς 
γηΐνης ἐπιφανείας, 


ρων ὁ ᾽Αλεξανδρεὺς 


Τὰ. Ἡ ἐξέτασις τοῦ συνόλου τῆς πτολεµαϊκῆς ἐπιστημονικῆς κπαρα- 
Υωγῆς μᾶς κατεβίβασε βαθμηδὸν ἀπό τοῦ οὐρανοῦ εἰς τὴν Γῆν καὶ ἐδῶ 
ἁρμόζει νὰ παραµείνωμεν διὰ ν’ ἀναγνωρίσωμεν ὅτι μεταξὺ τῶν γραπτῶν 
μνημείων, τὰ ὁποῖα μᾶς ἐκληροδότησαν οἱ Ἕλληνες, ὑπάρχει µία συλλογὴ 
κλουσία, ἀλλὰ συγκεχυµένη, διαφόρων ἔργων φεροµένων ὑπὸ τὸ ὄνομα 
τοῦ Ἡρωνος καὶ ἀποτελούντῶν τὸν πυρῆνα τῆς γεωδαιτικῆς γραμματείας 
τοῦ ἑλληνικοῦ κόσμου. Τὸ πρόβλημα ποὺ παρουσιάζεται τώρα εἶναι, πρὸ 
πάντων, πῶς νὰ κατανεμηθοῦν αὐτὰ τὰ ἔργα εἰς τὰ διάφορα πρόσωπα τὰ 
φέροντα τὸ ὄνομα τοῦτο. Τὸ ἱστορικὸν αὐτὸ πρόβλημα --γνωστὸν ὑπὸ τὸν 
τίτλον «Ἡρώνειον πρόβλημα» --- τυγχάνει δυσχερέστατον, λόγφῳ τῶν ἄνα- 
ριθµήτων παρεμβολῶν καὶ ἀκρωτηριασμῶν, τοὺς ὁκοίους ὑκέστησαν τὰ 
Χειρόγραφα τῆς περὶ ἧς ὁ λόγος συλλογῆς, ὡς καὶ τῆς μεγάλης συχνό. 
τητος τοῦ ὀνόματος --- ἀναφέρονται περίπου 20 Ἕλληνες μὲ αὐτὸ τὸ ὄνομα. 
Ἐπί πλέον ἡ λέξις ρων εἶναι αἰγυπτιακῆς προελεύσεως καί, ἐκτὸς τῆς 
χρήσεως αὐτῆς ὡς κυρίου ὀνόματος προσώπων, εἶχε καὶ µίαν σηµασίαν 
ἀνάλογον πρὸς ἐκείνην, ποὺ ἔχει σήµερον ἡ λέξις «μηχανικός». Εὐτυχῶς, 
ἐκ τῶν προσώπων ποὺ φέρουν τὸ ὄνομα ρων, γνωστῶν εἰς ἡμᾶς, τρία 
µόνον ἠσχολήθησαν μὲ τὰ μαθηματικά. Ἕνας εἶναι Αλεξανδρινός, άναφο- 
ρόμενος ἀπὸ τὸν Εὐτόκιον, τὸν Πάπκον καὶ τὸν Πρόκλον: ὁ δεύτερος 
ὑπῆρξε διδάσκαλος τοῦ προηγουμένου" ὁ τρίτος εἶναι Βυζαντινός, καλού- 
µενος συνήθως «ρων ὁ νεώτερος», θὰ ὁμιλήσωμεν δὲ περὶ αὐτοῦ ἓν 
καιρῷ τῷ δέοντι (ϐ 95). 

Εἰς τὸν πρῶτον ἀποδίδεται τὸ καλύτερον µέρος τῶν φυσικομαθημα- 
"τικῶν ἔργων τῶν φερομµένων ὑπὸ τὸ ὄνομα τοῦ Ἡρωνος, ᾽Αλλὰ εἰς ποίαν 
ἐποχὴν ἔζησε; Βέβαιον εἶναι ὅτι ἤκμασε μεταξὺ 100 π.Χ. καὶ 200 μ.Χ. 
Διά τὸν περιορισμὸν τοῦ µακροῦ τούτου χρονικοῦ διαστήµατος εἰς στα- 
νώτερα ὅρια, διετυκώθησαν πολλαὶ καὶ διάφοροι λεπταὶ θεωρίαι, αἱ ὁποῖαι 
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Φδήγησαν τοὺς ἀσχοληθέντας μὲ ἐπιδεξιωτέραν ἐπιμόλειαν εἰς τὸ συμπέ- 
ῥασμα ὅτι ὁ γεωδαίτης περὶ τοῦ ὁποίου ὁ λόγος, ἔζησε κατὰ τὸν 1 αἰῶνα 
π.Χ., χωρὶς ν᾿ ἀποκλείεται ἡ ἀρχὴ τῆς ὑπάρξεώς του ἀπὸ τοῦ Ἡ αἰῶνος. 
Πιθανῶς ἐδίδαξεν εἰς ᾿Αλεξάνδρειαν, τὰ δὲ γραπτά του εἴχον μεγάλην διά- 
δοσιν εἰς τὴν Αἴγυπτον. ᾿Ακριβεστέρας τούτων βιογραφικὰς πληροφορίας 
δὲν εἴμεθα εἰς θέσιν νὰ δώσωµεν. Εἰς ὀλιγώτερον ἀόριστα συμπεράσματα 
Φᾠδηγεῖ ἡ ἐξέτασις τῶν ἔργων του, τὴν ὁποίαν τώρα θὰ ἐπιχειρήσωμεν. 


78. Περὶ τῶν καρπῶν τοὺς ὁποίους συνέλεξεν ὃ Ἠρων ἐφαρμόζων 
τὰς θεμελιώδεις ἀρχὰς τῆς ἀρχιμηδείου Στατικῆς δίδει πληροφορίας ὁ 
Πάππος εἰς τὸ τελευταῖον βιβλίον τῆς Μαθηματικῆς Συναγωγῆς, 
περὶ τῆς ἀξίας δὲ τούτων εἴμεθα εἰς Βέσιν νὰ ἐκφέρωμεν σήμερον γνώµην 
ἐπὶ ἀσφαλεστέρων βάσεων, κατόπιν τῆς δημοσιεύσεως (μὲ µετάφρασιν εἰς 
σύγχρονον γλῶσσαν) τῆς ἀραβικῆς µεταφράσεως ἑνὸς σημαντικοῦ µηχα- 
νικοῦ ἔργου τοῦ Ἠρωνος, φέροντος τὸν τίτλον «ὁ Βαρουλκόςν, 

ἛἜξ αὑτοῦ συνάγεται ὅτι ὁ Ἠρων κατέγινε κατὰ προτίµησιν εἰς τὴν 
κρακτικὴν µηχανικήν, μὲ ὁδηγὸν τὸ γαλιλαϊκὸν γνωμικὸν κἡ πεῖρα εἶναι 
ὁ καλύτερος διδάσκαλος». 'Η χαρακτηριστική αὐτὴ νοστροπία ἐπιβεβαι- 
οὗται ἀπὸ πολλὰ ἄλλα ἔργα (τὰ ὁποῖα ἐν τούτοις ἐξέρχονται τοῦ πλαισίου 
τῆς συγγραφῆς µας], ἀναβιβάσαντα τὸν "Ἠρωνα εἰς στάθµην ἀνωτάτης 
αὐθεντίας εἰς τὴν κατασκευἠν ἐκπληκτικῶν μηχανισμῶν καὶ πολεμικῶν 

Παρὰ τὴν Εμφυτον κλίσιν του πρὸς τὴν ἐφηρμοσμένην φυσικήν, ὁ 
"Ἠρώων ἀντιμετωπίζῶων τὸ ἀρχιμήδειον κρόβλημµα « ν’ ἀνυψωθῇ δεδοµένον 
βάρος μὲ δεδοµένην δύναμιν» εὑρέθη εἰς τὴν ἀνάγκην ν᾿ ἀσχοληθῇ μὲ τὸ 
πρόβλημα τῆς απαρεµβολῆς δύο µέσων ἀναλόγων μεταξὺ δύο δοθέντων 
μεγεθῶν». Καὶ ἐπειδὴ ἔλυσε τὸ πρόβλημα τοῦτο μὲ καλῶς ρυθµιζομένας 
δοκιµάς, ἀφοῦ τὸ ἀνήγαγε προηγουμένως εἰς εἰδικὸν πρόβλημα παρεµβο- 
λῆς, «ὁ Βαρουλκὸς» εἶναι ἔργον ἄδιον τιμητικῆς µνείας εἰς οἰανδήποτε 
ἱστορίαν γεωμετρίας. ᾽Ακόμη μάλιστα περισσότερον, διότι εἰς τὸ ἔργον 
αὐτὸ εὑρίσκονται ἀκριβεῖς πληροφορίαι γύρω ἀπὸ τὴν κυκλικὴν στεριὰν 
ἔλικα, πιθανώτατα ἀντληθεῖσαι ἀπὸ φημµολογούμενον ἔργον τοῦ ᾿Απκολ- 
λωνίου, τοῦ ὁποίου µέχρι σήμερον δὲν ἀνευρέθη οὔτε ἐλάχιστον ἴχνος, 

Τ’ ἀνωτέρω ἀποκαλύπτουν τὴν Όπαρξιν εἰς τὸν Ἡρωνα μιᾶς ὀἐκτά- 
κτου δεξιότητος εἰς καθαρῶς γεωμετρικὰς ἐρεύνας, περὶ τῆς ὁκοίας τὰ 
ἀναφερόμενα ἔργα του θἀ ἠδύναντο εὐλόγως νὰ Ἰεννήσουν ἀμφιβολίας. 
Περὶ αὐτῆς ὅμως δυνάµεθα νἁ ἐπικαλεσθῶμεν καὶ ἄλλας µαρουρίας τόσον 
πολλάς, ὥστε νὰ μὴ διστάζωµεν νἁ δεχθῶμεν τὴν πληροφορίαν ὅτι συν- 
έγραψε σχόλια, ἴσως μάλιστα πλήρη, εἰς τὰ Στοιχεῖα τοῦ Εὐκλείδου, 
περιέχοντα πλῆθος πρὠτοτύπων καὶ σπουδαίων ἀπόψεων, Εἰς τὸ συμκέ- 
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ρασμα τοῦτο ἀγόμεθα πρὸ πάντων ἀπαριθμοῦντες τὰς βελτιώσεις καὶ τὰς 
κροσθήκας, τὰς ὁποίας ὁ Πρόκλος ἀναφέρει εἰς τὰ Σχόλιά του, ὡς 
ὀφειλομένας εἰς τὸν Μρωνα. 

Τελευταίως τὸ συμπέρασμα τοῦτο εὗρε καὶ ἄλλας κολλὰς ἐπιβεβαιώ- 
σεις εἰς παραπλήσιον ἔργον ἑνὸς "Αραβος (γνωστοῦ εἰς τὴν Δύσιν ὑπὸ 
τὸ ὄνομα Απατίάο), τὸ ὁποῖον µετεφράσθη τὸν ΧΙΙ αἰῶνα εἰς τὴν λατι- 
γικὴν ὑπὸ τοῦ Γεράρδου τῆς Κρεμώνης (1144 - 1187). Ὅταν ἐδημοσιεύθη 
ἡ ἐν λόγφ µετάφρασις, ἡ ὁποία περικοιεῖ τιμὴν εἰς τὸν σοφὸν µεταφρα- 
στὴν καὶ βαθὺν µελετητὴν τῶν μεσαιωνικῶν μαθηματικῶν, κεριῆλθον εἰς 
Υνῶσιν τοῦ ἐπιστημονικοῦ κόσμου νέα ἀξιόλογα ἐξαγόμενα, συμκληροῦντα 
τὰς θεωρίας τοῦ Εὐκλείδου καὶ ὀφειλόμενα εἰς τὸν εὐφυῃ ᾽Αλεξανδρινὸν 
γεωδαίτην. 

᾿Αναφέρομεν ὡς παράδειγµα τὴν παρατήρησιν τοῦ Ἡρωνος, ὅτι εἰς 
τὸ σχῆμα, ποὺ χρησιμοποιεί ὁ Εὐκλείδης διὰ τὴν ἀπόδειξιν τοῦ πυθαγο- 
ρείου θεωρήματος (Βιβλίον 1, πρότασις 47), ἡ κάθετος ἡ ἀγομένη ἐκ τῆς 
κορυφῆς τῆς ὀρθῆς γωνίας ἐπὶ τὴν ὑποτείνουσαν διέρχεται προεκτεινο- 
µένη ἀπὸ τὸ σημεῖον τομῆς τῶν ἀπωτάτων πλευρῶν τῶν δύο τετραγώνων 
ποὺ κατασκευάζονται ἐπί τῶν καθέτων πλευρῶν τοῦ τριγώνου. Τοιουτο- 
ερόπως, ὁ Ἡρων ἀπεκάλυψεν, ὅτι τὸ ἓν λόγφ σχῆµα ἀποτελεῖ γόνιμον 
σπύρον πρὸς ἀνακάλυψιν νέων ἀληθειῶν, 

Εἰς τὸν Ἡρωνα ἀποδίδεται ἐκίσης µία συλλογή, φέρουσα τίτλον 
ὀρισμοί, γεωμετρικά, γεωδαισία, στερέεοµετρικά, τὴν 
ὁποίαν ἀναφέρομεν, μολονότι ἡ πατρότης τοῦ ἔργου εἶναι ἀμφίβολος, 
διότι, ἀνεξαρτήτως τοῦ ποῖος εἶναι ὁ συγγραφεύς, ἀποτελεῖ μνημεῖον χρή- 
σιµον εἰς ἐκεῖνον, ὁ ὁποῖος ἐπιθυμεῖ νά συμπληρώσῃ εἲς τὸ ἀκέραιον 
τὸν πίνακα τῶν σχημάτων ποὺ ἐξήτασαν οἱ ἀρχαῖοι γεωμέτραι. 


74. Ἡ σημµαντικωτέρα συµβολὴ τοῦ Ἠρωῶνος εἰς τὴν γεωμετρίαν 
εὑρέθη διὰ πρώτην φορὰν εἰς ἕνα ἔργον του, εἰς τὸ ὁκοῖον ἐκτίθεται ἡ 
χρῆσις τῆς διόπτρας, ὀργάνου ἰδικῆς του ἐφευρέσεως, παίζοντος εἰς τὴν 
ἀρχαίαν γεωδαισίαν ρόλον ἀνάλογον πρὸς τὸν τοῦ σημερινοῦ Θεοδολίχου. 
᾽Απὸ τὸν πρόλογον τοῦ ἔργου τούτου, φέροντος τὸν τίτλαον «Διόκτρα», 
συνάγεται ὅτι ὁ Ἡρων δὲν ὑπῆρξεν ὁ πρῶτος Ἕλλην, ποὺ συνέταξε πρα- 
κτικὸν ἐγχειρίδιον γεωμετρίας, ἀλλ' ὁ πρῶτος εἰσαγαγών ἑνότητα µεθό- 
δου ἐν συνδυασμῷ πρὸς τὴν χρῆσιν τῆς διόκτρας. Ἡ ἀπλῆ ἐξέτασις τῶν 
36 προβλημάτων, τὰ ὁποῖα πραγματεύεται, ἀποδεικνύσι ὅτι τὸ ἔργον του 
εἶναι ἕνα ἐγκόλπιον (νκάς - Πεσαπι) µεγίστης χρησιµότητος διὰ τὸν τοπο- 
Ἰράφον, ἀφοῦ περιλαμβάνει μεθόδους μετρήσεως ἀποστάσεων καὶ ἔπιφα- 
νειῶν, ὑψομέτρων καὶ βυθοµέτρων, µεθόδους διαιρέσεως ἐδαφικῶν ἔπιφα- 
νειῶν, διατρήσεως ὀρέων κλπ. Τὰ συμπεράσματά του κατοχυρώνει ὁ Ἠρων 
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δι᾽ ἀποδείδεων στηριζοµένων εἰς ὁρισμούς, θεωρήματα καὶ μεθόδους ἄνα- 
γοµένας εἰς τὸν Εὐκλείδη. 

Εἰς µίαν ὅμως περίπτωσιν θίγει ἕνα ζήτημα, τοῦ ὁποίου οὐδὲν ἴχνος 
ἀπαντᾶται εἰς τὰ Στοιχεἴα. Πρόκειται περὶ τοῦ ὑπολογισμοῦ τοῦ ἐμ- 
βαδοῦ ἑνὸς τριγώνου, τοῦ ὁποίου γνωρίζοµεν τὰ µήκη τῶν πλευρῶν. Προ- 
βαίνει δὲ εἰς τὴν λύσιν τοῦ προβλήματος τούτου μὲ ἕνα καθαρῶς γεωµε- 
τρικὸν τέχνασμα τόσον κομψὸν κατὰ τὴν μορφὴν καὶ τόσον σημαντικὸν 
κατὰ τὴν οὐσίαν, ὥστε ὁ ἴδιος ὁ Εὐκλείδης δὲν θὰ ἐδίσταζεν ἀσφαλῶς 
νὰ τὸ ἐπικυρώσῃ διὰ τῆς ὑπογραφῆς του. Τὸ προκῦπτον ἀποτέλεσμα διὰ 
τὸ ἐμβαδὸν Ἐ τοῦ τριγώνου, τοῦ ἔχοντος πλευράς α, β, Υ, δίδεται σήμε- 
ρον ἀπὸ τὸν γνωστὸν τύπον : 


Ε« Γτίτ--α) (τ--β) (τ--γ). 


(ὅπου τ ἡ ἡμιπερίμετρος) ὁ ὁποῖος δικαιοῦται ἀναμφιβόλως νὰ φέρῃ τὸ 
ὄνομα «τύπος τοῦ Ἡρωνος», ἀντὶ ἄλλων ὀνομάτων, ποὺ τοῦ ἐδόθησαν 
προτοῦ ἔλθῃ εἰς φῶς τὺ ἀρχαιότερον ἔργον, ἑντὸς τοῦ ὁποίου ἀναφέρεται. 

Ὑπάρχουν εἰς τὸν τύπον αὐτὸν δύο πράγµατα, ἄξια Ιἰδιαιτέρας προ- 
σοχῆς. Τὸ πρῶτον εἶναι ὅτι ἐμφανίζεται ἡ τετραγωνικἡ ρίζα τοῦ γινομά- 
νου τεσσάρων μηκῶν, πρᾶγμα παράδοξον, καθ’ ὅσον πρόκειται περὶ ἐκ- 
φράσεως συστηματικῶς ἀποφευγομένης ὑπὸ τῶν ἀρχαίων, διότι δὲν ὑπάρχει 
γεωμετρικὸν μέγεθος ἰσοδύναμον, ἀνάλογον πρὸς ἐκεῖνο τὸ ὁποῖον ἄντιστοι- 
χεῖ εἰς τὸ γινόμενον δύο μηκῶν. Πιθανῶς ὁ Ἡρων ν’ ἀντελαμβάνετο τὴν 
σηµασίαν τῆς παραστάσεως πι-η-ρᾳ ὡς ὀρθογώνιον ἴἔχον τὴν µίαν 
πλπυρὰν ἴσην πρὺς τὴν µέσην ἀνάλογον τῶν πα καὶ πα, τὴν δὲ ἄλλην ἴσην 
πρὸς τὴν µέσην ἀνάλογον τῶν ρ καὶ ᾳ. Ἴσως ὅμως καὶ νὰ μὴ ἕβλεπε 
κανένα ἐμπόδιον εἰς µίαν παράστασιν αὐτῆς τῆς μορφῆς, ἐφ᾽ ὅσον εἶχεν 
ὑπ' ὄψιν του ὅτι τὰ μεγέθη πι, Ἡ, ϱ, ᾳ παρίστανον τοὺς ἀριθμούς, οἱ ὁποῖοι 
ἐλήφθησαν ἐκ τῆς ἐπὶ τοῦ ἐδάφους μετρήσεως τῶν κλευρῶν τοῦ τριχώ- 
νου. Ὑπὸρ τῆς ἐκδοχῆς ταύτης συνηγορεί τὸ Ἰεγονός, ὅτι ἡ µεθοδικἡ 
ἀντικατάστασις ἑνὸς μήκους ὑπὸ τοῦ μετροῦντος αὐτὸ ἀριθμοῦ ἀπαντᾶται, 
ὅπως θὰ ἴδωμεν εἰς τὸ ἑπόμενον κεφάλαιον, ἐκ συστήµατος εἰς τὸν Διό- 
φαντον, ὁ ὁποῖος, ἓν συνεχείᾳ δὲν ἐδίσταζε νὰ προσθέτῃ μεγέθη ἕτερο- 
Τεν, ὡς εἶναι τὰ µήκη καὶ τὰ ἐμβαδά, 

Τὸ δεύτερον παράδοξον εἶναι, ὅτι οὐδεὶς Ἕλλην συγγραφεὺς ἢ σχο- 
λιαστής, µεταγενέστερος τοῦ Ἠρωνος, ἔκαμε µνείαν τῆς σηµαντικῆς 
αὐτῆς συμπληρώσεως τοῦ περιεχοµένου τῶν Στοιχείων. Ἡ μόνη ἑξή- 
Υησις τῆς παραδόξου αὐτῆς σιωπῆς ἔγκειται καθ ἡμᾶς εἰς τὸ γεγονός, 
ὅτι ὁ τύπος τοῦ Ἠρωνος ἐθεωρεῖτο ὑπὸ τῶν ἀρχαίων ὡς ἀνήκων εἰς τὸν 
κλάδον τῆς γεωδαισίας καὶ διὰ τοῦτο ξένος πρὸς τὸ πρόγραµµα τῆς καθα- 
ρᾶς γεωμετρίας. Ἐξήγησις καθόλου ἀβάσιμος, ἂν ληφθῇ ὑπ' ὄψιν ὅτι 
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παρόμοιος ἐξοστρακισμὸς ἔπληξεν, ὅπως εἴδομεν, καὶ τὴν σφαιρικἠὴν γεω- 
µετρίαν, θεωρουµμένην τότε ἀποκλειστικῶς θεραπαινίδα τῆς ᾿Αστρονομίας, 
Καὶ εἰς τάς δύο περιπτώσεις εὑρισκόμεθα ἐνώπιον ἑνὸς φαινομένου στεί- 
ρας πεζότητος. 


75. Ἐἰς τὸν ἨἩρωνα ὀφείλεται ἓν' ἄλλο ἐκτεταμένον ἔργον, εἰς τρία 
βιβλία, τοῦ ὁποίου τὸ πρωτότυπον ἀνγεκαλύφθη τὸ 1896 εἰς τὴν Βιβλιοθή- 
κην σουλτανικοῦ ἀνακτόρου τῆς Κωνσταντινουκόλεως, ὅταν ἡ κυβέρνη- 
σις τῶν νεοτούρκῶων ἤνοιδεν αὐτὴν εἰς τοὺς ἀπίστους, περιεχόµενον εἰς 
χειρόγραφον τοῦ ΧΠ αἰῶνος μ.Χ. Φέρει τὸν τίτλον Μετρικὰ καὶ δύνα- 
ται νἁ χρησιμεύσῃ, καλύτερον οἰουδήποτε ἄλλου ἔργου του εἰς ἡμᾶς 
γνωστοῦ, εἰς τὸ νά καθορίσωμεν τὸ ἐπιστημονικὸν περίγραµµα τοῦ συγ- 
γραφέως του. 

Τὸ ἔργον, ἀποβλέπον εἰς ζητήματα πρακτικῆς γεωμετρίας, δύναται νὰ 
θεωρηθῇ ὡς ὑπόδειγμα τῶν ἀγγλοσαξωνικῶν ἐγχειριδίων, τὰ ὁποῖα κυκλο- 
φοροῦν ὑκὸ τὸν τίτλον «Καταμέτρησιςν (Μεπευγαίἰοη), καθ ὅσον 
διδάσκονται εἰς αὑτὸ οἱ ἀκολουθητέοι κανόνες πρὸς ἐκτίμησιν ἐπιφανειῶν 
καὶ ὄγκων καὶ ἐν συνεχείᾳ ἐφαρμόζονται ἐπὶ ἀριθμητικῶν παραδειγµάτων. 
Σημειωτέον ὅτι τὰ δεδοµένα εἶναι πάντοτε ἀριθμοὶ ἀκέραιοι καὶ κατὰ τὸ 
πλεῖστον τοιοῦτοι, ὥστε, ὅπου ἀπαιτεῖται ἡ ἐξαγωγὴ τετραγωνικῆς ρίζης, 
τὰ ὀξαγόμενα νά εἶναι ἀριθμοὶ ρητοἰ. 

Τὸ ἔργον ἀρχίζει μὲ ἵνα πρόλογον ἱστορικοῦ χαρακτῆρος, εἰς τὸν 
ὁποῖον τονίζεται ὅτι ἀρχικῶς μοναδικὸς σκοπὸς τῆς γεωμετρίας ἦτο ἡ 
µότρησις τεµαχίων ἐδαφικῆς ἐπιφανείας (ἐξ οὗ καὶ τὸ ὄνομα τῆς ἐπιστή- 
µης αὐτῆ.), κατόπιν ὅμως, ὀλίγον κατ’ ὀλίγον, τὸ πρόγραµµα διεπλατύνθη 
διὰ τῆς ἐρεύνης ὄγκων καὶ ἐπιφανειῶν µὴ ἐπιπέδων. Τοῦτο ἔδωσε λαβὴν 
εἰς ἐρεύνας θεωρητικοῦ χαρακτῆρος, αἱ ὁποῖαι ἐπέτρεψαν εἰς τὸν Εὔδο- 
ξον καὶ τὸν ᾿Αρχιμήδη ν᾿ ἀνακαλώψουν τὰς ἐκφράσεις, ποὺ δίδουν τοὺς 
ὄγκους τοῦ κώνου καὶ τῆς σφαίρας, ὡς καὶ τὴν ἐπιφάνειαν τῆς τελευταίας. 

Εἰς τὰς πρώτας προτάσεις τοῦ Βιβλίου ἵ ὑπολογίζονται τὰ ἐμβαδὰ 
ὀρθογωνίων καὶ τριγώνῶν. Ἐἰς μερικά προβλήματα τῆς τελευταίας ταύτης 
κατηγορίας ὁ "Ἠρων ἐφαρμόζει τὸν τύπον τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ τριγώνου 
συναρτήσει τῶν πλευρΏν του, τὸν ὁποῖον φροντίζει προηγουμένως ν’ ἄπο- 
δείδῃ μὲ τὸν ἴδιον συλλογισμὸν ποὺ ἀπαντᾶται εἷς τὴν Διόπτραν. 
Κατόχιν μεταβαίνει εἰς τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ ἐμβαδοῦ τετραχλεύρων, ἐγ- 
Ἰραψίµων ἢ μή, καὶ τέλος εἰς τὸν ὑπολογισμόν, κατ᾽ ἐπαρκῆ προσέγγισιν͵ 
τῶν μηκῶν τῶν πλευρῶν κανονικῶν πολυγώνων 3,5... Ἡ [2 κλευρῶν, 
Ὅσον ἀφορῇ δὲ τὰ πολύγωνα τῶν 9 καὶ ΙΙ πλευρῶν, χρησιμοποιεῖ ἄπο- 
τελάσµατα περιεχόμενα εἰς ἕνα ἔργον τοῦ Ἱππάρχου, τὸ ὁποῖον ἠδύνατο 
νὰ ἔχῃ εἰς τὴν διάθεσίν του. Ὅσον ἀφορᾷ τὰ ὑπόλοιπα, δὲν κατέφυγεν͵ 
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ἐξ ὅσων γνωρίζοµεν, εἰ μἠ εἷς τὰς ἰδίας του δυνάμεις καὶ ἔφθασεν εἰς 
συμπεράσματα μὴ ἑστερημένα ἐνδιαφέροντος καὶ κοµψότητος. ᾿Αναφέρο- 
4εν χάριν παραδείγµατος τὸ ἀκόλουθον θεώρημα: «ἡ πλευρὰ τοῦ κανο- 
νικοῦ ὀκταγώνου ἔχει λόγον πρὸς τὴν ἀκτῖνα τοῦ περιγεγραμµένου κύ- 
κλου ἴσον κατὰ προσέγγισιν πρὸς 1/8». Διά τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ ἐμβαδοῦ 
πολυγώνου μὴ κανονικοῦ εἰσηγεῖται τὴν ἀνάλυσιν αὐτοῦ εἰς τρίγωνα, 
ἀὀνῷ διὰ τὸν ὑπολογισμόν τοῦ ἐμβαδοῦ ἑνὸς κύκλου στηρίζεται εἰς τὰ 
ἑξαγόμενα τοῦ ᾿Αρχιμήδους. Εἰς αὐτὸν καταφεύγει ἐπίσης, ὅταν θέλῃ νὰ 
εὕρῃ τὴν ἀκτῖνα κύκλου ἔχοντος δοθὲν ἐμβαδόν, νὰ ὑπολογίσῃ τὸ ἔμβα- 
-δὸν ἑνὸς κυκλικοῦ τµήµατος ἢ δακτυλίου ἢ μιᾶς ἑλλείψεως, κωνικῆς ἐπι- 
«φανείας, σφαιρικῆς ζώνης. 

Εἰς τὸ Βιβλίον Ἡ τῶν Μετρικῶν ὁ "Ἠρων ἐκθέτει τόν τρόπον 
τῆς µετρήστως ἑνὸς πλήθους στερεῶν, μερικἀὰ τῶν ὁποίων (ὅπως π.χ. τὰ 
κανονικἀ πολύεδρα) ἀπαντῶνται εἰς τὴν κλασσικἡν γεωμετρίαν, ἑνῷ ἄλλα 
{ὅπως π.χ. οἱ σωροὶ τῆς ἄμμου) ὑπαγορεύονται ἐκ τῶν ἀναγκῶν τῆς πρά- 
«εως καὶ ἄλλα ἀκόμη ἀνήκουν εἰς ὑψηλοτέρας περισχὰς τῆς ἐπιστήμης 
τοῦ διαστήµατος, Σημειοῦμεν μεταξὺ τούτων, πρὸ πάντων, τὴν σπεῖραν ἢ 
δακτύλιον, τοῦ ὁποίου ὁ ὄγκος ὑπολογίζεται μὲ τὸν τύπον ποὺ εἴδομεν 
ἤδη ἐφαρμοζόμενον ἀπὸ τὸν Διονυσόδωρον (ῇ 54) καὶ τὸν ὁποῖον ὁ Ἡρων 
δικαιολογεῖ µετασχηµατίζων τὸ στερεὸν εἷς κύλινδρον μὲ βάσιν τὸν γεν- 
νήτορα κύκλον καὶ ὕψος τὸ µῆκος τῆς περιφερείας τῆς γραφομένης ὑπὸ 
τοῦ κέντρου του κατὰ τὴν διάρκειαν τῆς παραγούσης τὴν σπεῖραν πέρι- 
«στροφικῆς κινήσεως. Εἶναι ὁ ἴδιος συλλογισμός, τὸν ὁποῖον ἔχρησιμο- 
ποίησε βραδύτερον ὁ ΚερίεΓ διὰ τὸν αὐτὸν σκοπόν, ὡς θά ἴδωμεν ἐν 
καιρῷ. "Αλλα στεριά, τὰ ὁποῖα ὑπολογίζει ὁ "Ηρων, εἶναι τὰ ἀπαντώμενα 
εἰς τὴν «Ἔφοδον» τοῦ ᾿Αρχιμήδους (ϐ 42). 

Τὸ τελευταῖον βιβλίον τοῦ ἔργου πραγματεύεται ὄχι πλέον ζητήματα 
(μετρήσεως, ἀλλά ζητήματα διαιρέσεως τῶν σχημάτων εἰς µέρη ἔχοντα 
μεταξύ των ἢ πρὸς τὸ ὅλον προκαθωρισµένας σχέσεις. Πρόκειται περὶ θὲ- 
µατος, τὸ ὁποῖον, ὅπως γνωρίζομεν (5 38), ἐπραγματεύθη ἤδη ὁ Εὐκλαί- 
δης εἰς ἕνα ἀπολεσθέν ἔργον, τοῦ ὁποίου ἡ ἀπώλεια καθίσταται αὐτὴν τὴν 
στιγμὴν ἰδιαιτέρως λυκηρά, διότι δὲν μᾶς εἶναι δυνατὸν νὰ προσδιορί- 
σωµεν ὁποῖαι τροποποιήσεις καὶ προσθῆκαι ἐκηνέχθησαν ἀπὸ τὸν ἆλη- 
ξανδρινὸν γεωδαίτην, Ἱκανὴ ὅμως ἀποζημίῶσις εἶναι ἡ χαρὰ ἐκ τῆς ἄνευ- 
ρέσεως τῶν Μετρικῶν, διότι τὸ τελευταῖον µάρος τοῦ ἔργου τού- 
του μᾶς ἐπιτρέπει νὰ σχηµατίσωµεν µίαν ἰδέαν περὶ τοῦ πῶς οἵ Ἕλλη- 
νεος συνέλαβον καὶ ἐκραγματεύθησαν τὸ πρόβλημα τῆς διαιρέστως τῶν 
ἐπιφανειῶν. Αί τελευταῖαι αὗταὶ σελίδες τοῦ ἔργου τοῦ ὝἛρωνος, εἶδι- 
κῶς μάλιστα αἵ ἀφορῶσαι τὴν ἐπιπεδομετρίαν, ἔχουν Υραφῆ ὑπὸ μορφὴν 
(καθαρῶς εὐκλειδείου τύπου καί, χάρις εἰς τὴν σπουδαιότητα τῶν μεθόδων 
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καὶ τῶν ἀποτελεσμάτων, θὰ ἠδύναντο καὶ σήμερον ν᾿ ἀποτελέσουν πολύ-- 
τιµον συµκλήρωμα εἰς τὰ Στοιχεῖα τοῦ Εὐκλείδου. 

Εἰς τὰ στερεομετρικἀ προβλήματα ἐπανεμφανίζονται οἱ ἀριθμοί. Με- 
ταξδὺ τῶν προβλημάτων τούτων, ἄδιον σημειώσεως τυγχάνει τὸ δύσκολον 
θέµα τῆς διαιρέσεως κολούρου ὁρθοῦ κώνου μὲ ἐπίπεδον παράλληλον πρὸς 
τὰς βάσεις εἰς δύο τμήματα, τῶν ὁποίων οἱ ὄγκοι νἁ ἔχουν μεταξύ των 
δοθέντα λόγον. ᾽Απαντᾶται ἐπίσης ἐδάφιον, ὁυστυχῶς πάρα πολὺ περιλη-- 
πτικόν, γύρω ἀπὸ τὸ ἀρχιμήδειον πρόβλημα τῆς διαιρέσεως ὑπὸ ἐπιπέδου 
μιᾶς σφαίρας εἰς δύο µέρη, τῶν ὁποίων οἱ ὄγκοι νά ἔχουν μεταξύ των 
δοθέντα λόγον, ᾽Αξίζει τέλος νὰ σημµειωθῇ, ὅτι τὰ Μετρικἀἁ ἅπστε- 
λοῦν τὸ μοναδικὸν τεκµήριον, τὸ δυνάµενον νἁ ρίψῃ ὀλίγον φῶς ἐπὶ τῆς 
μεθόδου, τὴν ὁποίαν ἠκολούθουν οἱ ἁρχαῖοι πρὸς εὕρεσιν τῶν κυβικῶν' 
ριζῶν τῶν ἀριθμῶν. 

ΑΙ ἐνοχλητικαὶ ἀνομοιομορφίσαι, αἱ ὁποῖαι ἐμφανίζονται σποραδικῶς 
εἰς τὴν μορφὴν τῆς ἐκθέσεως τῶν Μετρικῶν, δὲν πρέπει πιθανῶς 
ν᾿ ἀποδοθοῦν εἰς τὸν "Ἠρωνα, ἀλλὰ εἰς τοὺς µεταγενεστέρους ἐρανιστὴς 
καὶ ἀντιγραφεῖς, ἀλλ' οὔτε καὶ εἶναι [καναὶ ν᾿ ἁμαυρώσουν τὴν ἀξίαν- 
ἑνὸς ὑπερόχου ἔργου, τὸ ὁκοῖον καὶ ἂν ἀκόμη δὲν δύναται ν΄ ἄντιπαρα- 
βληθῇ πρὸς τὰ λοιπἁ ἀριστουργήματα τῆς ἀρχαίας γεωμετρίας, δικαιολο- 
γεῖ πλήρως τὴν ὑψηλὴν ἐκτίμησιν, τῆς ὁποίας ἔχαιρεν ὁ συγγραφεὺς. 
μεταξὺ τῶν συγχρόνων καὶ τῶν ἀμέσως μεταγενεστέρων του. 

Εἰς τὴν διαµόρφωσιν καὶ διάρκειαν τοῦ αἰσθήματος τούτου συνέβα- 
λον χωρὶς ἀμφιβολίαν καὶ τὰ ἄλλα φυσικομαθηματικἀ ἔργα τοῦ Ἠρωνος, 
περὶ τῶν ὁποίων δὲν δυνάµεθα ἐδῶ νὰ ὁμιλήσωμεν, τὰ ὁποῖα ὅμως ἀνή- 
δειξαν τὸν συγγραφέα ἐπιστημονικὸν πολυεδρικὀν πνεῦμα [κανώτατον τό- 
σον δι᾽ ἐρεύνας καθαρῶς θεωρητικοῦ χαρακτῆρος, ὅσον καὶ διὰ ποικίλες 
πρακτικάἁς ἐφαρμογάς. Πνεύματα αὐτοῦ τοῦ εἴδους ἀνέδειξε καὶ ἡ Ἴτα- 
λία κατὰ τὴν ᾿Αναγέννησιν, ὅκως εἶναι π.χ. ἡ περίπτωσις τοῦ δαιµονίου 
Ἱκοπατάο ἆα Ἰίποί καὶ τοῦ Ι., Β. ΑΙδοτιί. 


Ἴ6δ. "Ὁ Πτολεμαῖος καὶ ὁ Μρων, οἱ ἐξοχώτεροι ἐργάται τῶν ἔφηρ- 
µοσμένων μαθηματικῶν, τοὺς ὁποίους παρήΊαγεν ἡ Ἐ)λλὰς καὶ τῶν ὁποίων 
τὰ ἔργα διέφυγον τὴν καταστρεπτικὴν µανίαν τοῦ χρόνου καὶ τῶν βαρ- 
βάρων, ἀποτελοῦν τὰς τελευταίας ἐξεχούσας προσωπικότητος τῆς ἀρχαίας 
γεωμετρικῆς γραμματείας. Μὲ τὴν ἐξαφάνισιν τῶν ἀνδρῶν τούτων ἀρχίζει. 
ἡ περίοδος ἐκείνη τῆς παρακμῆς, ἡ ὁποία χαρακτηρίζεται ἀπὸ ἀναιμικοὺς 
µόνον σχολιαστὰς (861 - 61). 

Ὅ προνομιοῦχος λαός τῆς φύσεως, ὁ ὁποῖος ἐξεδήλωσε πρωτοτυπίαν 
ἀνυπέρβλητον μέχρι σήµερον εἰς τὴν ποίησιν καὶ τὴν ρητορικήν, εἰς τὴν 
γλυπτικὴν καὶ τὴν ἀρχιτεκτονικήν, εἰς τὴν φιλοσοφίαν καὶ ὅλας τὰς ἔπι- 
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'στήµας τῆς καθαρᾶς διανοήσεώς, ἀποβαίνει ἤδη βαθμηδὸν ὁλιγώτερον Υό- 
γιμος εἰς παραγωγἠν ἔργων διαρκοῦς ἀξίας, κατερχόµενος ἐπὶ μᾶλλον καὶ 
μᾶλλον τὴν µοιραίαν κατωφέρειαν͵ ἡ ὁποία θὰ τὸν φέρῃ τελικῶς εἰς τὴν 
διανοητικἡἠν κατάστασιν τῶν βαρβάρων ἐκείνων λαῶν, τοὺς ὁποίους, εἰς 
τὴν κερίοδον τῆς ἀκμῆς του, ἐκάλυπτε μὲ δικαιολογηµένην περιφρόνησιν. 

Εἴναι µάταιον, κατὰ τὴν γνώµην µας, ν᾿ ἀναζητήσωμεν µίαν καὶ µό- 
νην αἰτίαν εἰς τὴν ἀξιοθρήνητον αὐτὴν τροπὴν τῆς μοίρας, ἔστω καὶ 
περιορίζοντες τὴν ἔρευναν µόνον εἷς τὸν τοµέα τῶν ἐπιστημῶν, μὲ τὰς 
'ὁποίας ἀσχολούμεθα. ᾿Ασφαλῶς ἡ αἰἴτία δὲν ἔγκειται εἰς τὸ ὅτι οἱ γεωμέ- 
τραι τῆς χρυσῆς περιόδου ἐξήντλησαν τὰ πεδία τῆς ἐρεύνης, τὰ ὁποῖα 
οὗτοι εἶχον ἀνοίξει καὶ καλλιεργήσει. Ἡ Ἱεωμετρία πράγματι ἀνέμενεν 
ἀκόμη ἀνυπομόνως βελτιώσεις εἰς τὰς βάσεις της καὶ συµπληρόσεις εἰς 
τὴν κορυφήν. Εἰς τὴν θεωρίαν τῶν καμπύλων καὶ τῶν ἐπιφανειῶν µόνον 
σποραδικἁ καὶ ἑλλιπὴ ἐπιτεύγματα ἐγένοντο. Τέλος αἱ λαμπρόταται ἔφαρ- 
μογαί, ὑπὸ τοῦ ᾿Αρχιμήδους κυρίως, τῶν ἀπειροστικῶν μεθόδων τῆς ἔπο- 
χῆς, ἔπρεπε νὰ εἶχον χρησιμεύσει ὡς κίνητρον καὶ ὁδηγὸς εἰς τοὺς ὄυνα- 
μικωτέρους ἐκ τῶν μεταγενεστέρων μαθηματικῶν, 

Οὔτε πρέπει νὰ νοµίσωμεν, ὅτι αἱ τότε χρησιμοποιούμεναι μέθοδοι 
πρὸς ἀναζήτησιν τῆς ἀληθείας, μολονότι οὐχὶ ἀμέτοχοι ἀτελειῶν, ἀπέβα- 
λον τὴν γονιμοποιὸν αὐτῶν δύναμιν, διότι θὰ ἴδωμεν περαιτέρω εἰς τὴν 
παροῦσαν ἱστορίαν ὅτι ὅταν, μετὰ πάροδον πολλῶν αἰώνῶν πνευματικῆς 
ναρκώσεως, ἀνέβλυσαν μετὰ δυνάµεως εἰς τοὺς ἀνθρώπους τόσον ἡ ἐπιθυ- 
μία αὐξήσεως τοῦ μαθηματικοῦ θησαυροῦ, ὅσον καὶ ἡ ἐνέργεια πρὸς ἐπι- 
τυχίαν τοῦ σκοκοῦ, αἱ αὐταὶ ἀκριβῶς μέθοδοι Εδώσαν καρποὺς τόσον πολ” 
λοὺς καὶ οὐσιαστικούς, ὥστε ἐνεφάνισαν τὸ ἁρχαῖον δένδρον θαυματουρ- 
χικῶς ζωογονούμενον καὶ ἀναβλαστάνον ἐκ βαθυτάτων ριῶν. 

Είναι πιθανόν, εἰς τὴν παρακµἠὴν καὶ τὸν θάνατον τῆς ἑλληνικῆς 
παραγωγικότητος νὰ συνετέλεσεν ἕνα αἴσθημα κοπώσεως ἢ ἀνίας ὅμοιον 
ἐκείνου ποὺ καταλαμβάνει ἕνα ἄτομον ἐπὶ μακρὸν ἀσχοληθὲν μὲ ἕνα καὶ 
τὸ αὐτὸ ἀντικείμενον, ἴσως ἀκόμη καὶ ἡ συνήθεια (μόδα), ἴσως τέλος αἱ 
πολιτικαὶ συνθῆκαι, ὑπὸ τὰς ὁποίας εὑρέθη ἡ Ελλάς μετὰ τὸν θρίαµβον 
τῶν λατινικῶν ἀετῶν, Παρά ταῦτα δὲν πρέπει νὰ λησμονεῖται (εἰδικῶς µά- 
λιστα ἀπὸ τὸ ἰταλικὸν Εθνος) αὐτὸ ποὺ διδάσκει ἡ ἱστορία, ὅτι δηλαδὴ 
λαοί εἰς κατάστασιν δουλείας, διηρηµένοι καὶ διεσκπαρµένοι, ἠδυνήθησαν 
ν΄ ἀντισταθοῦν νικηφόρως εἰς τὴν σκοταδιστικἠν ἐἑπίδρασιν ἀγροίκων 
καὶ ἀἁμορφώτων δεσκοτῶν, και ν᾿ ἀναπτύξουν περαιτέρα, ἀκριβῶς εἰς τὰς 
ἐρεύνας τὰς πλέον μεμακρυσμένας ἀπὸ τὴν ἐπαφὴν μὲ τὴν πραγματικότητα, 
τὴν ἀνεξίτηλον εὐφυῖαν των ὡς καὶ τὴν ἀκατάλντον ἐθνικήν των ἑνότητα, 

Ἐάν, μ’ ὅλα ταῦτα, καµµία ἐκ τῶν περιστάσεων τούτων δὲν εἶναι 
ἑπαρκὴς διὰ νὰ ἐξηγήση τὴν µοιραίαν ἐπέμβασιν τοῦ διαβρωτικοῦ σκώ- 
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ληκος εἰς τὴν μαθηματικὴν ἰδιοφυῖαν τῶν Ἑλλήνων, δὲν εἶναι ὅμως ἐς 
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τόσων αἰώνων, δὲν ἔχασαν οὔτε πολλαοστημόριον τῆς γονιμοποιοῦ τῶν 
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φυσικοῦ νόµου, κατὰ τὸν ὁποῖον ἐκ τοῦ θανάτου ἕλκει τὴν προέλευσίν 
της ἡ ζωή. 


κεφΦαλΑΙον τί 


Η ΤΕΧΝΗ ΤΟΥ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ 
ΚΑΙ Η ΕΠΙΣΤΗΜΗ ΤΟΥ ΑΡΙΟΜΟΥ 
ΕΙΣ ΤΟΥΣ ΕΛΛΗΝΑΣ 


Τ]. Ἕκαστον στερεὸν σῶμα, ἀνεξαρτήτως τῶν ἅλλῶν φυσικῶν του 
Ιδιοτήτων, κατέχει ἕνα ὡρισμένον σχῆμα, τὸ ὁχοῖον, ὅταν δὲν παρέµ- 
βουν εἰδικά αἴτια, παραμένει ἀναλλοίωτον καὶ διὰ τοῦτο ἀποτελεῖ χαρα- 
κτηριστικὀν γνώρισμα τοῦ σώματος. Ἔξ ἄλλου, ἂν θεωρήσωμεν µίαν τυ- 
χοῦσαν συλλογὴν διακεκριµένων ἀντικειμένων, ἀκόμη καὶ διαφόρου φύ- 
σεως μεταξύ των, καὶ ἀφαιρέσωμεν νοερῶς ὅλας τὰς φυσικὰς ἰδιότητας 
ἑκάστου, παραμένει τελικῶς εἰδικόν «τι», τὸ ὁποῖον ὀνομάζεται ἀριθμὸς 
τῶν ἀντικειμένων τῆς συλλογῆς. 

Ἐκ τῶν δύο τούτων ἁπλῶν παρατηρήσεων ἀπορρέουν ὅλαι αἱ ἔννοιαι, 
τὰς ὁποίας ἀπαντῶμεν εἰς τὰ μαθηματικά. Εἰς τὴν ἔννοιαν τοῦ σχήματος, 
ἔπειτα ἀπὸ λογικὴν ἐπεξεργασίαν, ὀφείλει τὴν ὕπαρξίν της ἡ γεωμµε- 
τρία, ἓνῷ ἡ ἰδέα τοῦ ἀριθμοῦ ἀποτελεῖ τὸ σκέρµα, ἐκ τοῦ ὁποίου ἄνε- 
βλάστησιεν ἡ ἀριθμητική. Καὶ τὰς δύο αὐτὰς ἐπιστήμας ἐμελέτησε 
λίαν εὐδοκίμως ὁ ἑλληνικὸς λαός. Τὰ τέσσαρα πρῶτα κεφάλαια τῆς ἴστο- 
ρίας µας ἀφιερώθησαν εἰς τοὺς Ἕλληνας ἐκείνους, οἱ ὁκοῖοι ἐκαλλιέργη- 
σαν μὲ ἰδιαιτέραν ἐπιτυχίαν τὴν ἐπιστήμην τοῦ διαστήματος. 

Πρέπει τώρα ν᾿ ἀναλάβωμεν ἀνάλογον ἔρευναν ἀναφορικῶς πρὸς τὴν 
τέχνην τοῦ ἀριθμητικοῦ λογισμοῦ καὶ τὴν ἐπιστήμην τῶν ἀριθμῶν. Τοῦτο, 
ἐκτὸς τῶν ἄλλων, θὰ μᾶς δώστῃ τὴν εὐκαιρίαν νὰ καταστήσωµεν περισσό- 
ρον σύμφωνον πρὸς τὴν ἀλήθειαν τὴν εἰκόνα ποὺ ἑδώσαμεν ἤδη διὰ με- 
ρικοὺς ἐξέχοντας ἐπιστήμονας, τῶν ὁποίων ἑξητάσαμεν προηγουμένως τὴν 
ἐκπληκτικὴν δηµιουργίαν εἰς τὸν τοµέα τῆς Τεωμετρίας. 

᾿Αλλ’ ὅπως εἰς µίαν φιλολογικὴν ἱστορίαν οἰουδήποτε λαοῦ, χρειά- 
ζεται νὰ τεθοῦν προηγουμένως, ὡς βάσις, ἀκριβεῖς πληροφορίαι γύρω 
ἀπὸ τὸ ἀλφάβητον καὶ τὴν γλῶσσαν τοῦ λαοῦ τούτου, τοιουτοτρόπως 
καὶ ἐδῶ, προκειµένου νὰ ἐκθέσωμεν τὴν ἀριθμητικὴν δηµιουργίαν τῶν 
Ἑλλήνων, θἀὰ χρειασθῇ νὰ ἐξετάσωμεν προηγουμένως τοὺς τρόπους τοὺς 
ὁποίους ἐχρησιμοποίησαν οὗτοι, διὰ νἀ παραστήσουν προφορικῶς ἢ Υρα- 
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πτῶς τοὺς ἀριθμοὺς τῆς φυσικῆς σειρᾶς καὶ νάἁ ἐκτελέσουν ἀριθμητικοὺς 
ὑπολογισμοὺς βαθμηδὸν ἀναγκαιοτέρους καὶ πολυπλοκωτέρους, ὅσον αἱ 
ὁραστηριότητες τοῦ κοινωνικοῦ βίου εἰς τὸ ἐμπόριον, τὰς τέχνας, τὰς 
ἐπιστήμας κλπ. ἀπέβαινον ἀνώτεραι εἰς βάθος καὶ ἕκτασιν, 


Τὸ ἀλφάβητον τῆς ἀριθμητικῆς διαλέκτου τῶν Ἑλλήνων 


7δ. Ἡ προφορικἡ καὶ γραπτὴ ἀρίθμησις ἀποτελοῦν τὰ δύο βασικά 
µέσα ἐκφράσεως εἰς τὸν τοµέα τῆς ἀριθμητικῆς. 

Οἱ Ἕλληνες, ἐφαρμόζοντες µίαν γενικἠν ἴδέαν, περὶ τῆς ὁποίας ἁμι- 
λήσαμεν (8 2), ἐχρησιμοποίησαν ἕνα σύστημα ἀριθμήσεως ἔχον ὡς «βάσιν» 
τὸν ἀριθμὸν 10, εἰς τὸν ὁποῖον μάλιστα, καθὼς καὶ εἰς τὸν ἀριθμὸν 20, 
ἔδώσαν διακεκριµένην θέσιν. Πράγματι οἱ πρῶτοι δέκα ἀριθμοὶ εἶχον εἰ- 
δικἀ ὀνόματα, μὲ τὴν βοήθειαν τῶν ὁποίων, κατὰ παράθεσιν, ἐσχηματί- 
ζοντο τά ὀνόματα τῶν ἀριθμῶν 11, 12...., 19. Αλλά διά τὸν ἀριβμὸν 20- 
ἔδωσαν νέον ὄνομα, μὲ τὴν βοήθειαν τοῦ ὁποίου κατεσκεύασαν φυσικώ- 
τερα τὰ ὀνόματα τῶν ἀριθμῶν 31, 22,..., 29. Δοθέντος νέου ὀνόματος εἰς 
τὸ 30, προώθησαν ἐντελῶς ἀναλόγως τὰ ὀνόματα τῶν ἀριθμῶν 40, 50, 60... 
µέχρι τοῦ 99. ᾿Αφοῦ κατεσκεύασαν ἔπειτα ὀνόματα διά τοὺς ἀριθμοὺς 100, 
1000, 10000, ἠδυνήθησαν νὰ ὀνομάσουν ὅλους τοὺς ἀριθμοὺς κάτω τῆς 
µυριάδος, Εἰς τὸ ὅριον τοῦτο φαίνεται, ὅτι οἱ Ἓλληνες εἶχον ἐπὶ 
μακρὸν χρόνον σταµατήσει, μὴ πιεζόµενοι ἐκ πρακτικῆς ἀνάγκης νά τὸ 
ὑπερβοῦν. 

᾿Αφοῦ ἔδωσαν ὀνόματα εἰς ὅλα τὰ ἄτομα ποὺ ἀπετέλουν τὸν άριθμη- 
τικὸν πληθυσμὸν τῆς µυριάδος, ἠδυνήθησαν οἱ Ἕλληνες νὰ κάµουν τὰς 
πρώτας ἀριθμητικὰς πράξεις (πρόσθεσιν, ὀφαίρεσιν, πολλαπλασιοσμὀν) 
εἰς τὰς ἀπλουστέρας περιπτώσεις ἀπὸ µνήµης, εἰς δὲ τὰς πολυπλοκωτέρας 
βοηθούμενοι ἀπὸ τὰ δάκτυλα, ἀπὸ πεσσοὺς ἢ χάλικας (οαἱοο] διά τούς 
Λατίνους, ἐξ οὐ καὶ ἡ λατινικὴ λέξις σαἱοοίαγο -» ὑπολογίζῳ) ἢ τέλος 
χρησιμοποιοῦντες ἕνα κἄβακα», δηλαδὴ πινακίδα καλυκτοµένην μὲ κόνιν͵ 
τοῦ ὁποίου τὴν χρῆσιν, ὡς λέγεται, διέδωσεν ὁ Πυθαγόρας εἷς τοὺς όμο- 
εθνεῖς του. "Ας σηµειωθῇ ὅτι, ἑνῷ εὑρισκόμεθα εἰς τὸ σκότος ὅσον ἀφορᾷ 
τὰ ἀριθμητικὰ ὄργανα τῶν "Ελλήνων, ὁ Νικόλας ᾿Αρταβάσδος ἢ Ραβδᾶς, 
καταγόμενος ἐκ Σμύρνης καὶ ζήσας ἓν Κωνσταντινουπόλει κατὰ τὸ 1340 
μ.Χ., εἰς δύο ἐπιστολάς του, περὶ τῶν ὁποίων θὰ ὁμιλήσωμεν ἐκτενέστε- 
ρον (ὁ 37), κατέλιπεν ἐδαντλητικάς πληροφορίας γύρω ἀπὸ τὴν χρῇσιν 
τῶν δακτύλων εἰς τὴν ἐκτέλεσιν ἀριθμητικῶν πράξεων. 


79. ᾽Αλλὰ τὸ ἰσχυρότερον βοηθητικὀν μέσον, διὰ τὸν εὐρισκόμενον 
εἰς τὴν ἀνάγκην νὰ ἐκτελῇ ὑπολογισμούς, ὑπῆρξεν εἰς κάθε τόπον και. 


116 'Ἡ-- Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν | κ. 


πτῶς τοὺς ἀριθμοὺς τῆς φυσικῆς σειρᾶς καὶ νάἁ ἐκτελέσουν ἀριθμητικοὺς 
ὑπολογισμοὺς βαθμηδὸν ἀναγκαιοτέρους καὶ πολυπλοκωτέρους, ὅσον αἱ 
ὁραστηριότητες τοῦ κοινωνικοῦ βίου εἰς τὸ ἐμπόριον, τὰς τέχνας, τὰς 
ἐπιστήμας κλπ. ἀπέβαινον ἀνώτεραι εἰς βάθος καὶ ἕκτασιν, 


Τὸ ἀλφάβητον τῆς ἀριθμητικῆς διαλέκτου τῶν Ἑλλήνων 


7δ. Ἡ προφορικἡ καὶ γραπτὴ ἀρίθμησις ἀποτελοῦν τὰ δύο βασικά 
µέσα ἐκφράσεως εἰς τὸν τοµέα τῆς ἀριθμητικῆς. 

Οἱ Ἕλληνες, ἐφαρμόζοντες µίαν γενικἠν ἴδέαν, περὶ τῆς ὁποίας ἁμι- 
λήσαμεν (8 2), ἐχρησιμοποίησαν ἕνα σύστημα ἀριθμήσεως ἔχον ὡς «βάσιν» 
τὸν ἀριθμὸν 10, εἰς τὸν ὁποῖον μάλιστα, καθὼς καὶ εἰς τὸν ἀριθμὸν 20, 
ἔδώσαν διακεκριµένην θέσιν. Πράγματι οἱ πρῶτοι δέκα ἀριθμοὶ εἶχον εἰ- 
δικἀ ὀνόματα, μὲ τὴν βοήθειαν τῶν ὁποίων, κατὰ παράθεσιν, ἐσχηματί- 
ζοντο τά ὀνόματα τῶν ἀριθμῶν 11, 12...., 19. Αλλά διά τὸν ἀριβμὸν 20- 
ἔδωσαν νέον ὄνομα, μὲ τὴν βοήθειαν τοῦ ὁποίου κατεσκεύασαν φυσικώ- 
τερα τὰ ὀνόματα τῶν ἀριθμῶν 31, 22,..., 29. Δοθέντος νέου ὀνόματος εἰς 
τὸ 30, προώθησαν ἐντελῶς ἀναλόγως τὰ ὀνόματα τῶν ἀριθμῶν 40, 50, 60... 
µέχρι τοῦ 99. ᾿Αφοῦ κατεσκεύασαν ἔπειτα ὀνόματα διά τοὺς ἀριθμοὺς 100, 
1000, 10000, ἠδυνήθησαν νὰ ὀνομάσουν ὅλους τοὺς ἀριθμοὺς κάτω τῆς 
µυριάδος, Εἰς τὸ ὅριον τοῦτο φαίνεται, ὅτι οἱ Ἓλληνες εἶχον ἐπὶ 
μακρὸν χρόνον σταµατήσει, μὴ πιεζόµενοι ἐκ πρακτικῆς ἀνάγκης νά τὸ 
ὑπερβοῦν. 

᾿Αφοῦ ἔδωσαν ὀνόματα εἰς ὅλα τὰ ἄτομα ποὺ ἀπετέλουν τὸν άριθμη- 
τικὸν πληθυσμὸν τῆς µυριάδος, ἠδυνήθησαν οἱ Ἕλληνες νὰ κάµουν τὰς 
πρώτας ἀριθμητικὰς πράξεις (πρόσθεσιν, ὀφαίρεσιν, πολλαπλασιοσμὀν) 
εἰς τὰς ἀπλουστέρας περιπτώσεις ἀπὸ µνήµης, εἰς δὲ τὰς πολυπλοκωτέρας 
βοηθούμενοι ἀπὸ τὰ δάκτυλα, ἀπὸ πεσσοὺς ἢ χάλικας (οαἱοο] διά τούς 
Λατίνους, ἐξ οὐ καὶ ἡ λατινικὴ λέξις σαἱοοίαγο -» ὑπολογίζῳ) ἢ τέλος 
χρησιμοποιοῦντες ἕνα κἄβακα», δηλαδὴ πινακίδα καλυκτοµένην μὲ κόνιν͵ 
τοῦ ὁποίου τὴν χρῆσιν, ὡς λέγεται, διέδωσεν ὁ Πυθαγόρας εἷς τοὺς όμο- 
εθνεῖς του. "Ας σηµειωθῇ ὅτι, ἑνῷ εὑρισκόμεθα εἰς τὸ σκότος ὅσον ἀφορᾷ 
τὰ ἀριθμητικὰ ὄργανα τῶν "Ελλήνων, ὁ Νικόλας ᾿Αρταβάσδος ἢ Ραβδᾶς, 
καταγόμενος ἐκ Σμύρνης καὶ ζήσας ἓν Κωνσταντινουπόλει κατὰ τὸ 1340 
μ.Χ., εἰς δύο ἐπιστολάς του, περὶ τῶν ὁποίων θὰ ὁμιλήσωμεν ἐκτενέστε- 
ρον (ὁ 37), κατέλιπεν ἐδαντλητικάς πληροφορίας γύρω ἀπὸ τὴν χρῇσιν 
τῶν δακτύλων εἰς τὴν ἐκτέλεσιν ἀριθμητικῶν πράξεων. 


79. ᾽Αλλὰ τὸ ἰσχυρότερον βοηθητικὀν μέσον, διὰ τὸν εὐρισκόμενον 
εἰς τὴν ἀνάγκην νὰ ἐκτελῇ ὑπολογισμούς, ὑπῆρξεν εἰς κάθε τόπον και. 


. Ἠ Τέχνη τοῦ ᾿Αριθμητικοῦ Λογισμοῦ  κλα. 1317 


πρόνον ἡ γραφή. Ὁ ἁπλούστερος καὶ φυσικώτερος τρόπος διὰ νὰ παρα- 
«στήσωμεν ἕνα ἀριθμὸν γραφικῶς συνίσταται προφανῶς εἰς τὴν ἑπανάλη- 
ψιν ἑνὸς καί τοῦ αὐτοῦ συμβόλου τόσας φορὰς ὅσαι αἱ µονάδες, τὰς 
ὁποίας περιέχει. Αὐτὴ ἡ μέθοδος θά πρέπει νὰ ᾖλθεν αὐτομάτως εἰς τὸν 
νοῦν τῶν Ἑλλήνων, ἀφ' ἧς ἡμέρας ὁ Θαλῆς ἐδίδαξεν, ὅτι ὁ ἀριθμὸός δὲν 
εἶναι τίκοτε ἄλλο ἀπὺ µία συλλογἡ μονάδων. Καὶ πράγματι, µία ἐπιγραφή, 
ἡ ὁποία ἀνάγεται εἰς τὸ 39ἱ π.Χ., ἀποδεικνύει ὅτι µία τοιαύτη μέθοδος 
Ὑραφῆς τῶν ἀριθμῶν ἦτο ἐν χρήσει εἰς τοὺς Ἕλληνας τῆς ἐποχῆς ταύτης. 

᾽Αλλ’ εἶναι βεβαίως προφανές, ὅτι ἡ μέθοδος αὕτη δύναται νά χρη- 
σιμεύστ] µόνον δι’ ἀριθμοὺς μικρούς, διότι ὅταν πρόκειται περὶ ἀριθμοῦ 
περιέχοντος μέγα πλῆθος μονάδων, καταντᾷ δύσχρηστος εἰς τὸν γράφοντα 
καὶ δυσανάγνωστος εἰς ἐκεῖνον, ὁ ὁποῖος ἐπιθυμεῖ ν᾿ ἀναγνωρίσῃ τὸ ἆπο- 
τέλεσμα, Κατά ποίαν ἐποχήν οἱ Ἕλληνες ἔλαβον συνείδησιν τῶν ἑλαττω- 
μάτων τοῦ συστήµατος τούτου εἶναι ἄγνωστον. Γνωρίζομεν µόνον ὅτι τὸ 
ἐγκατέλειψαν διὰ νἁ ἐφαρμόσουν ἓν᾽ ἄλλο, τοῦ ὁποίου ἔδωσεν ἀκριβῆ 
περιγραφἠν ὁ Ἕλλην γραμματικός Ἡρωδιανός (170 - 240 μ.Χ.], τοῦ ὁποίου 
καὶ φἑροι ἀκόμη σήμερον τὸ ὄνομα. 

Κατά τὸ σύστημα τοῦτο αἱ ἀριθμοί : 


| 5 ι0 100 Ι) 10000 
παριστάνονται ἀντιστοίχως μὲ τὰ γράμματα : 
Ι Π Δ Η Χ Μ 
Τοποθετοῦντες κατόπιν ἕνα τῶν γραμμάτων 
Δ Η Χ Μ 
μεταξὺ τῶν σκελῶν τοῦ γράμματος Π, ἔδωσαν σύμβολα διά τοὺς ἀριθμούς : 
0 00 5000 50000 


Οἱ ἐνδιάμεσοι ἀκέραιοι ἠδύναντο πλέον νὰ παρασταθοῦν διά παραθέσεως 
καὶ ἐπαναλήψεως μερικῶν ἐκ τῶν συμβόλων τούτων καταλλήλως ἔκλε- 
Ὑοµένων, 

Μὲ τὴν πάροδον τοῦ χρόνου ἀπεκαλύπτετο ἡ ἀνεπάρκεια καὶ τοῦ 
συστήµατος τούτου, τοῦ ὁποίου τελικῶς παρέµεινεν ἡ χρῆσις µόνον εἰς 
τὰς ἐπιγραφάς, ὅπως ἔγινε τὸ ἀνάλογον μὲ ἡμᾶς σήμερον σχετικῶς πρὸς 
τὰ σύμβολα τῶν λατινικῶν ἀριθμῶν, 

Διά τὰς καθημερινάς ἀνάγκας, ἐπὶ βασιλείας Πτολεμαίου τοῦ Φιλα- 
δέλφου (ΠΙ αἰὼν π.Χ.], ἤρχισε νἁ Ἠίνεται χρῆσις μιᾶς ἄλλης γρακτῆς 
ἀριθμήσεως, εἰς τὴν ὁποίαν τὰ 2ἱ γράμματα τοῦ [ωνικοῦ ἀλφαβήτου, 
ἐμπλουτισθέντα μὲ 3 ἄλλα σύμβολα (τὸ στίγµα ς’--6, τὸ κόκπα 
Ἠ΄ «50, τὸ σαμπῖ Ἅ 90) προερχόμενα ἀπὸ ἀρχαιότερον ἔγκατα- 
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λειφθὲν ἀλφάβητον, ἐχρησιμοποιοῦντο διά τὴν Ἱραφὴν τῶν ἀριθμῶν : 
ΓΣ... 9, 10 20, 90, 100, 200,..., 900, 


Διὰ παραθέσεως τῶν μονάδων εἰς τὰς δεκάδας καὶ τῶν δεκάδων εἰς τὰς 
ἑκατοντάδας παρήγοντο ὅλοι οἱ ἀριθμοὶ κάτω τοῦ 1000, κατ' ἐφαρμογὴν 
τοῦ «νόµου τοῦ ἨΗποκεὶ» (4 2). Θέτοντες τώρα µίαν κεραίαν πρὸς τὰ κάτω 
καὶ ἀριστερά εἰς τὰ ἀνωτέρω σύμβολα, ὑπενόουν τὰς χιλιάδας (1. --1000, 
1β -- 2000, κλπ.). Τοιουτοτρόπως χωρὶς νὰ ἑγκαταλιίψουν τὴν γενικὴν 
ἀρχὴν τοῦ συστήµατος, ἐπέτυχον μὲ τὸ ἴδιον ὄχημα νά διατρέξουν ἀκόμη 
εὐρύτερον ἀριθμητικόν διάστηµα (μέχρι τοῦ ἑκατομμυρίου). Εἶναι σκόπι- 
μον νά παρατηρήσωμεν ὅτι ὅλοι οἱ ἀριθμοίὶ τοῦ τύπου α.Ι0:, ὅπου α 
ἀριθμὸς τῆς πρώτης δεκάδος, ἑνῷ ε οἰοσδήποτε ἀκέραιος, ἔχουν μερικὰς 
κοινάς ἰδιότητας, τὰς ὁποίας καθιστᾷ ὀἀμέσως φανεράς τὸ ἰδικόν µας σύ- 
στηµα ἀριθμήσεως. Αὗται ὅμως εἶναι πολὺ δυσδιάκριτοι εἰς ἐκεῖνον ὁ 
ὁποῖος χρησιμοποιεῖ τὴν γραπτὴν ἀρίθμησιν τῶν ἀρχαίων Ἑλλήνων, Διὰ 
νὰ θερακεύσουν τὸ μειονέκτημα τοῦτο οἱ ἀρχαῖοι εἰσήγαγον τὴν ἔννοιαν 
τοῦ ακυθµένος» ἑνὸς ἀριθμοῦ πολλαπλασίου τοῦ 10, καλοῦντες οὕτω αὐτὸ, 
ποὺ ὀνομάζομεν σήµερον «ψηφίον» καὶ περιέλαβον εἰς ὅλα τὰ ἐγχειρίδια 
ἀριθμητικῆς ἕνα πίνακα περιέχοντα τοὺς πυθµένας τῶν ἀριθμῶν τούτων. 

Τὴν ἀναμφισβήτητον πρακτικὴν χρησιμότητα αὐτῆς τῆς ἰδέας ἑξήγη- 
σεν ἐπαρκῶς ὁ ᾽Απολλώνιος ὁ Περγαῖος εἰς ἀπολεσθὲν ἔργον του, τὸ. 
ὁποῖον ἐσχολίασεν ὁ Πάππος εἰς τὸ Βιβλίον Τί τῆς Μαθηματικῆς 
Συναγωγῆς, ὡς προκύπτει ἀπὸ τὸ περισωθὲν ἀπόσπασμα τούτου. 

Τὸ τελευταῖον σύστημα γρακτῆς ἀριθμήσεως τῶν Ἑλλήνων παρου- 
σιάζει μεγάλην ὁμοιότητα πρὸς ἐχεῖνο ποὺ ἐφηρμόξετο εἰς γραπτὰ τῶν 
Ἐβραίων. ᾿Επί πολὺν χρόνον ἐθεωρεῖτο, ἄνευ συζητήσεως, ὄτι οἱ Ἔβραῖοι 
εἴχον διδάξει τοῦτο εἰς τοὺς Ἓλληνας, οἱ ὁποῖοι καὶ ἐγκατέλειψαν τὸ. 
Ἡραδιανὸν σύστημα, Προσφάτως ὅμως εὑρέθησαν ἄριστα δοκουµέντα πεί- 
θοντα ὅτι οἱ Ἕλληνες ἐδίδαξαν εἰς τοὺς Ἑβραίους τὴν χρῆσιν τῶν γραµ- 
µάτων τοῦ ἀλφαβήτου πρὸς παράστασιν τῶν ἀκεραίων ἀριθμῶν, Εἰς ἀπό- 
δειδιν τούτου συμβάλλει τὸ γεγονός, ὅτι τοιαύτη χρῆσις --- τοὐλάχιστον' 
ἐξ ὅσων µανθάνοµεν ἐκ τῶν ὑφισταμένων πηγῶν --- δὲν παρατηρεῖται εἰς 
τοὺς ἀπογόνους τοῦ Μωῦσέως πέραν τοῦ Π αἰῶνος κ.Χ. 

80. Ενῷ ἀπόκειται εἰς τοὺς εἰδικοὺς ἑρμηνευτάς τῆς Βίβλου καὶ τῆς: 
ἑλληνικῆς φιλολογίας ἡ ἔκδοσις ὁριστικῆς ἀποφάσεως ἐπί τοῦ τελευταίου. 
τούτου ἐνδιαφέροντος ἱστορικοῦ ζητήματος, ἐγείρεται ἕν' ἄλλο καθαρῶς 
ἐπιστημονικὸν ζήτημα ἐν σχέσει πρὸς τὸ ἀριθμητικὸν σύστηµα τῶν "Ελ. 
λήνων, νὰ προσδιορισθοῦν δηλαδὴ τὰ δρια τῆς ἀριθμητικῆς περιοχῆς. 
τὴν ὁποίαν διέπει τὸ σύστημα τοῦτο. Τὸ πρόβλημα ἀνέκυψε πολὺ ἑνωρὶς 
καὶ µάλαστα μὲ τόσην θεμελιώδη σηµασίαν, ὥστε ὁ ᾽Αρχιμήδης δὲν ἐθεώ-- 


Ἡ Τέχνη τοῦ ᾿Αριθμητικοῦ Λσγισμοῦ κλα, Ι39'’ 


ῥῃῆσεν ἀσχολίαν ἀναξίαν λόγου νὰ γράψη εἰδικὸν σύγγραμμα, ἀπευθυνό- 
µενον πρὺς τὸν Ζεύξιππον, ὑπὸ τὸν τίτλον ᾽Αρχαί, τὸ ὁποῖον ὅμως, 
ἀτυχῶς δι᾽ ἡμᾶς, δὲν περιεσώθη. 

Ἁλλ' εὐτυχῶς ἡ πεμπτουσία τῆς ἐργασίας αὐτῆς περιέχεται εἷς 
ἓν' ἄλλο μικρὸν ἔργον του, περισωθέν, τὸ ὁποῖον ὁ ἴδιος εἴχεν ἀφιερώσει 
εἰς τὸν βασιλέα Γέλωνα, Τὸ ἔργον αὐτὸ φέρεται εἰς τὴν ἑλληνικὴν ὑπὸ 
τὸν ττλον Ῥαμμίτης, εἰς δὲ τὰς πρώτας λατινικὰς μεταφράσεις ἀπε-- 
δόθη μὲ τὸν τίτλον Ός πιπεΓο ἄίΓοππε ἢ Ατοπητίυς, 

Ἡ αἰτιολογία τοῦ περιέργου αὐτοῦ τίτλου ἔγκειται εἰς τὸ γεγονός, 
ὅτι εἰς τὸ ἔργον, περὶ τοῦ ὁποίου πρόκειται, ὁ μέγας Συρακούσιος ἔθεσεν 
ὡς σκοκὸν ν᾿ ἀποδείξη ἀβάσιμον τὸν ἰσχορισμὸν (περὶ τοῦ ὁποίου κάποιο 
ἴχνος ὑπὸ ποιητικὀν ἔνδυμα ἀπαντᾶται εἰς τὴν Βίβλον), ὅτι ὁ ἀριθμὸς 
τῶν κόκκων τῆς ἄμμου, ποὺ ὑφίστανται εἰς τὸν κόσμον, ὡς ἄπειρος, δὲν 
δύναται νά ἐκφρασθῇ μὲ τὰ ἐν χρήσει ἀριθμητικά σημεῖσ. Διὰ νὰ φθάσῃ 
εἰς τὸν σκοπὸν ὁ ᾿Αρχιμήδης ἀναλαμβάνει ν᾿ ἀποδείξη ὅτι, ἀντιθέτως, - 
εἶναι δυνατὸν νὰ παρασταθῇ γραφικῶς ὁ ἀριθμὸς τῶν κόκκων τῆς ἅμμου, 
ἡ ὁποία πληροῖ µίαν σφαῖραν ὁμόκεντρον τῆς γῆς καὶ φθάνουσαν μέχρι 
τῶν ἁπλανῶν ἀστέρων, σφαῖραν ἡ ὁποία (ὅπως ἀποδεικνύει) ἔχει διάµε- 
τρον μὴ ὑπερβαίνουσαν τὰ 105 στάδια. 

᾿Αφοῦ θέσει προηγουμένως μερικὰς ἑννοίας καὶ ἰδέας ἀστρονομικοῦ 
χαρακτήῆρος, προβαίνει κατόπιν εἷς τὴν παρατήρησιν ὅτι ἐδόθησαν ὀνό- 
µατα εἰς τοὺς ἀριθμοὺς τοὺς μὴ ὑπερβαίνοντας τὴν µυριάδα καὶ ὅτι δι’ 
ἀριθμοὺς µεγαλνυτέρους δὲν γίνεται τίποτε ἄλλο παρὰ νά ἐπαναλαμβάνεται 
µία μυριὰς µέχρι μορίων µυριάδων. "Ας ὀνομασθοῦν λοιπὸν απρῶτοι 
ἀριθμοῖ» ὅλοι οἱ οὕτω προκύπτοντεςς, 10 00.000.000, καὶ «μονὰς τῶν 
δευτέρων ἀριθμῶν» ἡ μυριᾶς µυριάδῶν τοῦ μεγίστου πρώτου ἀριθμοῦ. 
Μὶὲ τὴν νέαν αὐτὴν µονάδα ἂς ἀριθμήσωμεν κατὰ δεκάδας, ἑκατοντάδας, 
χιλιάδας καὶ µυριάδας µέχρι μιᾶς µυριάδος µυριάδων (103. Μία μοριᾶς 
µυριάδων μονάδων δευτέρων ἀριθμῶν ἤτοι ὁ ἀριθμὸς 1093, ἕστω «μονὰς 
τῶν τρίτων ἀριθμῶν». Καὶ μὲ τὴν ἰδίαν µέθοδον προχωροῦμεν μέχρις, 
ὅτου φθάσωμεν τὸν ἀριθμὸν 10015 δηλαδἡὴ τὸν ἀριθμόν, ὁ ὁποῖος ἐκφρά- 
ζεται γραπτῶς ὑπὸ τῆς µονάδος ἀκολουθουμένης ὑκὸ 8500 ἑκατομμυρίων 
μηδενικῶν, 

Ἐξακολουθεῖ ὁ ᾿Αρχιμήδης παρατηρῶν ὅτι, ἂν καὶ τὸ πλῆθος τῶν 
ἀριθμῶν τούτων εἶναι πλουσιώτατα ἐπαρκὲς διὰ νὰ ἐπιτύχη τὸν προτα- 
θέντα σκοκόν͵ εἶναι μολοντοῦτο εὔκολον νά προχωρήσωµεν ἀναλόγως, 
πολὺ περισσότερον. Πράγματι ὅλοι οἱ ἀριθμοί ποὺ δὲν ὑπερβαίνουν τὸν 
00-10 ἃς ὀνομασθοῦν «ἀριθμοί πρώτης περιόδου» καὶ εἰς τὸν τελευταῖον 
τῆς περιόδου ταύτης ἃς δοθῆ τὸ ὄνομα «μονὰς τῶν πρώτων ἀριθμῶν τῆς. 
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Φευτέρας περιόδου», ᾿Αριθμοῦμεν τώρα μὲ αὐτοὺς μέχρις ὅτου φθάσωµεν 
τὸν ἀριθμὸν 


105. 100 «ιο (ο) .ν) 


καὶ ἃς κληθῇ οὗτος «μονάὰς τῶν δευτέρων ἀριθμῶν τῆς δευτέρας κεριό- 
δου», Προχωροῦμεν ἀναλόγως φθάνοντες διαδοχικῶς τὰς µονάδας 


100 (1) αν), 10) (κ)... 


µέχρι τοῦ ἀριθμοῦ 103.510’. Τοιουτοτρόπως θὰ ἔχουν ληφθῇ ὅλοι οἱ 
ἁριθμοί τῆς β΄ περιόδου. Ὁ τελενταῖος τούτων θά ἐκφράζεται ὑπὸ τῆς 
µονάδος ἀκολουθουμένης ὑπὸ 1600 ἑκατομμυρίων μηδενικῶν. 

Είναι δυσκολώτατον νἁ λάβωμιν ἐμπειρικὴν εἰκόνα τοῦ µεγέθ 
τοιούτου ἀριθμοῦ. Διὰ νὰ σχηµατίσωμµεν κάπως µίαν ἰδέαν, θά ἦτο ἴσως 
σκόπιµον νά λάβωμεν ὑπ' ὄψιν τὰς ἀκολούθους σκέψεις. 

α) Αν ὑποθέσωμεν ὅτι ἕνα ψηφίον κατέχει Ὑρσμμικῶς εἲς τὸν χάρ- 
την διάστηµα ὅ2πιπι, διὰ νὰ γράψωµεν 1600 ἐκ, μηδενικά, τὸ ἕνα κατόπιν 
τοῦ ἄλλου, χρειάζεται µία ταινία μήκους 13.200.000 µέτρων ἢ 3.200 χιλιο- 
µέτρων, ἡ ὁποία ἀντικπροσωπεύει διάστηµα διανυόµενον ἀπὸ ταχύτατον 
συρμὸν εἰς 32 ὅρας, 

Β] Αν, διὰ ν᾿ ἀποφύγωμεν τὴν χρῆσιν μιᾶς τύσον ὀυσχρήστου ται- 
γίας, προτιµήσωμεν νὰ καταχωρήσωµεν τὸν ἀριθμὸν εἰς βιβλίον, θὰ καρα- 
τηρήσωμεν ὅτι οἱ συνήθεις πίνακες λογαρίθµων περιέχουν εἰς ἑκάστην σε- 
λίδα 50 γραµµάς, ἑκάστη τῶν ὁποίων περιέχει 50 ψηφία, ὄθεν εἰς ἑκάστην 
σελίδα εἰσέρχονται 2500 ψηφία. Διὰ νὰ γράψῶμεν λοιπὀν τὸν ἀριθμὸν 
περὶ οὗ πρόκειται χρειάζονται 640.000 σελίδες, δηλαδἠ 13250 τόμοι τῶν 500 
σελίδων ἕκαστος' µία ὁλόκληρος βιβλιοθήκη ! 

Ἡ) Λαμβάνοντες ὑπ' ὄψιν, ὅτι διὰ νὰ γράψωµεν ἕνα ψηφίον χρειαζό- 
µεθβα κάτι ὀλιγώτερον τοῦ ἑνὸς δευτερολέπτου, εἷς µίαν ὥραν (3600 5εο) 
θὰ ἡμπορέσωμεν νὰ γράψωμµεν περίπου 40903) ψηφία καὶ 40000 εἰς µίαν ἡμέ- 
ραν δικαώρου συνεχοῦς ἐργασίας, "0θεν διὰ νὰ γράψωμεν τὸν περὶ οὗ 
ὁ λόγος ἀριθμὸν θά χρειασθῶμεν 40000 ἠμέρας, περισσοτέρας πλαδὴ 
μιᾶς ζωῆς πλήρους ὅραστηριότητος ! 

Β4. Ὁ ᾿Αρχιμήδης σταματᾷ εἰς τὸν τελευταῖον ἀριθμὸν τῆς δευτέρας 
περιόδου, χωρὶς νἁ παραλείψη τὴν παρατήρησιν, ὅτι ἡ ὑπ' αὑτοῦ ὑπο- 
δεικνυοµένη μέθοδος πενέσεως ἀριθμῶν ὁλονὲν μεγαλυτέρων δύναται νὰ 
ἐφαρμοσθῇ ἀπεριορίστως, ὅπως εἶναι εὔκολον νὰ πεισθῇ οἰοσδήποτε. 
ο. διευκόλυνσιν τοῦ ὑπολογισμοῦ μὲ τὰς νέας ἀριθμητικὰς ὀντότητας 

τοῦ ᾿Αρχιμήδους, οὗτος ἀποκαθιστᾷ τὸ θεώρημα, τὸ ὁποῖον ἐκφράζομεν 
σήμερον διὰ τοῦ τύπου : 
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ὅπου πι, π φυσικοὶ ἀριθμοί. Μὲ τὴν βοήθειαν τοῦ θεωρήματος τούτου καῖ 
ὅλων τῶν ἄλλων ἀστρονομικῶν καὶ ἀριθμητικῶν ἀρχῶν, τὰς ὁποίας προ- 
τάσσει, ὁ μέγας μαθηματικὸς φθάνει εἰς τὸ συμπέρασμα ὅτι ὑφίσταται ἕνας 
ἀριθμός, οὐχὶ μεγαλύτερος τοῦ 1035, ἱκανὸς νά παραστήσηῃ τὸ πλῆθος τῶν 
κόκκων τῆς ἄμμου, ποὺ θὰ ἡδύναντο νἁ καταλάβουν τὸν χᾶρον μιᾶς 
σφαίρας ὁμοκέντρου πρὸς τὴν γῆν, ἐκτεινομένης μέχρι τῶν ἁπλανῶν 
ἀστέρων. 

Καὶ πράγματι ἐκεῖνος ὁ ὁποῖος θά διεξέλθῃ τὸ πρωτοτυπώτατον αὐτὸ 
ἔργον τοῦ ᾿Αρχιμήδους δὲν θἀ δυνηθῇ ν᾿ ἀρνηθῇ ὅτι οὗτος ἐπέτυχε τὸν 
προκαθορισθέντα μακρυνὸν στόχον. Αλλά συγχρόνως ἐπότυχε κάτι πολὺ 
περισσότερον τούτου καὶ καλύτερον. Μὲ τὸ εὐφνέστατον αὐτὸ ἔργον ἔδειξεν 
εἰς τοὺς ὁμοεθνεῖς του, οἱ ὁποῖοι ἐκυριαρχοῦντο ἀπὸ ἀκατανίκητον προ- 
κατάληνψιν πρὸς τοὺς μεγάλους ἀριθμούς, ὅτι καὶ οἱ ἀριθμοὶ αὗτοί δύναν- 
ται νά ὑποβληθοῦν εἰς τοὺς ἰδίους χειρισμούς, ὅπως καὶ οἱ λοιποί τῆς 
φυσικῆς σειρᾶς. ᾿Επέτυχε δὲ τοιουτοτρόπως νὰ στρέψηῃ τὴν κροσοχἠν τῶν 
συγχρόνων του πρὸς τὴν ἀριθμητικὴν ἀντίληψιν τοῦ ἀπείρως μεγάλου, 
ὅπως ἀκριβῶς μὲ τὴν «μέβοδον τῆς ἐξαντλήσεως» ἐπέτυχε νὰ διαλύσῃ τὰς 
προκαταλήψεις των ἐναντίον τοῦ ἀπείρῶς μικροῦ. 

Ὁ Ψαμμίτης εἶναι ἔργον τόσον στερεᾶς δομῆς καὶ τοιαύτης δυ- 
νάµεως, ὥστε σχεδὸν δὲν ἀφίνει τίποτε νά ἐπιθυμήσῃ κανείς. ᾿Ακόμη καὶ 
ἐκεῖνοι, οἱ ὁποῖοι θά ἐπεχιίρουν νὰ σταχυολογήσουν εἰς τὸν ἀγρὸν τὸν 
ὁποῖον ἐθέρισεν ὁ ᾿Αρχιμήδης, θά ἐπείθοντο πολὺ γρήγορα ὅτι οἱ κόκοι 
τῶν µαταίως ἔπρεπε ν᾿ ἀναμένουν τὴν παραμικράν ἀνταπόδοσιν, 

Ἐν πάση περιπτώσει, τὸ Βιβλίον Η τῆς Μαθηματικῆς Συνα- 
γωγῆς, εἰς τὸ περισωθὲν ἀπόσπασμα, ἀναφέρει τὴν ὕκαρδιν ἑνὸς ἔργου 
«οῦ ᾽Απολλωνίου τοῦ Περγαίου -- περὶ τοῦ ὁποίου ὠμιλήσαμεν ἤδη ἐν 
παρόδῳ (4 79) ---,ὅπου, διὰ νὰ καταστήση ὁ συγγραφεὺς ἀπεριόριστον τὴν 
δύναμιν τοῦ ἀριθμητικοῦ συστήµατος τῶν Ἑλλήνων, ἐπρότεινε µίαν ἀπλου- 
στευτικἠν τροποποίησιν τῶν ἰδεῶν τοῦ Συρακουσίου, ἀντικαθιστῶν τὰς 
αὀκτάδας» ἐκείνου ὑπὸ περιόδων µικροτέρων, τῶν καλουµένων ατετράδων». 
Σημειωτέον ὅτι, ἑνῷ εἰς τὸ ᾿Αρχιμήδειον σύστημα ὁ ἀριθμὸς 103 παίζει 
τὸν πρωτεύοντα ρόλον, εἰς τὸ σύστημα τοῦ Περγαίου ὁ ρόλος οὗτος ἀνα- 
τίθεται εἰς τὸν ἀριθμὸν 10”. Συνεπῶς πᾶς ἀριθμὸς παρίσταται ὑπὸ τὴν 
μορφήν » 

ΣΑ «10000, 


ὅπου Α, ἀριθμὸς μικρότερος τῆς µυριάδος. Τό προκῦπτον σύστημα ἐκρίθη 
πρακτικώτερον τοῦ προηγουμένου, διὸ καὶ φαίνεται ὅτι τελικῶς ἐπεκράτη- 
σεν εἰς τὴν Ελλάδα. 

82. Αἱ συχνόταται περικτώσεις τόσον εἰς τὴν θεωρίαν ὅσον καὶ εἰς 
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"τὴν πρᾶδιν, κατὰ τὰς ὁποίας πρέπει νὰ εὕρωμεν τὸ πηλῖκον δύο ἀριθμῶν, 
-ἐκ τῶν ὁποίων ὁ μεγαλύτερος δὲν εἶναι πολλαπλάσιον τοῦ µικροτέρου, 
Φὠδήγησαν εἰς διεύρυνσιν τῆς ἀρχικῆς ἑννοίας τοῦ ἀριθμοῦ, διὰ τῆς προ- 
“σαρτήσεως τῶν κλασμάτων. Ἐντεῦθεν ἐγεννήθη συγχρόνως καὶ ἡ ἀνάγκη 
τῆς γραπτῆς παραστάσεως τῶν νέων αὐτῶν ἀριθμητικῶν ὀντοτήτων, Οἱ 
"Ἔλληνες ἐθεώρησαν τρία εἴδη κλασμάτων, ἄτοι: 

) ΤΙ θεμελιώδη κλάσματα, τὰ ὁποῖα χωρίς ἀμφιβολίαν κα- 
ρέλαβον ἀπὸ τοὺς Αἰγυπτίους, Τὰ κλάσματα αὐτὰ παριστάνοντο μὲ τοὺς 
χαρακτῆρας τοὺς δηλοῦντας τὸν παρανοµαστήν, φέροντας δηλωτικὸν ση- 
μεῖον, Διά τὸ κλάσμα 1/3 ἐχρησιμοποίουν, ὅπως καὶ οἱ Αἰγύπτιοι, εἰδικὸν 
σύμβολον, ἑνῷ διὰ τὰ λοιπἁ κλάσματα διετήρουν τὴν συνήθειαν τῆς ἄνα- 
λύσεως αὐτῶν εἰς ἀκεραίους καὶ ἀριθμὸν θεμελιωδῶν κλασμάτων. Ὁ ἐπκι- 
θυμῶν νὰ εὕρῃ ἐφαρμογὰς τούτων δύναται ν᾿ ἀνατρέξῃ εἰς τὰ ἔργα τοῦ 
"Μρωνος, εἰς τὰς ἐπιστολὰς τοῦ Ραβδᾶ, τὰς ὁποίας ἐμνημονεύσαμεν 
ἤδη παρεμπιπτόντως καὶ τὰς ὁποίας Θ᾽ ἀναλύσωμεν εἰς τὸ τέλος τοῦ πα- 
ῥόντος κεφαλαίου, ἔτι δὲ μᾶλλον εἰς ἕνα μαθηματικὸν πάπυρον, ὁ ὑποῖος 
φύρῦι συνήθως τὸ ὄνομα τοῦ ΑΚκλπιπι, εἰς μνήμην τῆς αἰγυκτιακῆς τοπο- 
θεσίας ὅπου ἀνεκαλύφθη ὁ ἐν λόγφ πάπυρος, Τὸ κείµενον εἶναι εἰς τὴν 
ἑλληνικὴν καὶ ἀνάγεται εἰς τὸν ΥΠ ἢ ἨΠΙ αἰῶνα μ.Χ. Ὀψείλεται εἷς τὴν 
χεῖρα κάποιου χριστιανοῦ, εἶναι ὅμως πιθανῶς ἀντίγραφον ἀρχαιοτέρου 
κειµένου. Ἐν σχέσει πρὸς τὸ περιεχόµενον δύναται, κατὰ μέγα µέρος, νὰ 
θεωρηθῇ τοῦτο ὡς ἡ συνέχεια τοῦ παπύρου τοῦ Ελίπά, διότι περιέχει ἔκτε- 
ταµένους πίνακας ἀναλύσεως δυναµένης νἀληφθῇ ἀμέσως δι’ ἐφαρμογῆς τῶν 
σκέψεων, τὰς ὁποίας ἀνεπτύξαμεν ὁμιλοῦντεης διὰ τὸ ἀρχαιότερον κείµενον 
αἰγυπτιακοῦ ἀριθμητικοῦ λογισμοῦ (8 12). Δυνάμεθα νὰ κπροσθέσωµεν ὅτι 
τὰ ἀριθμητικά προβλήματα, τὰ ὁκοῖα πραγματεύεται ὃὁ πάπυρος, εἶναι τῆς 
"αὐτῆς φύσεως καὶ δυσκολίας μὲ ἐκείνα τοῦ Ελίρά, πρᾶγμα μαρτυροῦν τὴν 
διατήρησιν τῶν ἀριθμητικῶν μεθόδων, αἱ ὁποῖαι διεµορφώθησαν εἰς τὰς 
ὄχθας τοῦ Νείλου, 

2) Μολονότι τὸ σύστημα τοῦτο ἀντέσχεν ἐπὶ μακροὺς αἰῶνας (ὥστε 
νὰ εὑρίσκωνται ἴχνη τούτου ἀκόμη καὶ τὸν ΧΙ), δὲν ἡγνόουν οἱ Ἓλλη- 
νες (τοὐλάχιστον ἀρχῆς γενομένης ἀπὸ τοῦ ᾿Αρχιμήδους) τὸν τρόπον χρή- 
σεῶς κλασμάτων μὲ ἀριθμητὴν οἰονδήκοτε, οὔτε τὸν τρόπον παραστάσεως 
αὐτῶν μὲ τὸν σημερινὸν συμβολισμόν. Θεωροῦμεν ὅμως σκόπιµον νὰ μὴ 
εἰσέλθωμεν εἰς λεπτομερείας ἐπ αὐτοῦ, καθ’ ὅσον εὑρισκόμεθα εἷς ἁδυ- 
ναµίαν νὰ κρίνωµεν κατὰ πόσον τὰ σύμβολα τὰ ἀπαντώμενα εἰς τὰ χειρύ- 
Ίραφα ἀνήκουν εἰς τοὺς συγγραφεῖς ἢ εἰς τοὺς µεταγενεστέρους ἄντι- 
γραφεῖς, 

3) Τέλος, εἰδικῶς εἰς τὴν µετρικήν ἀστρονομίαν, οἱ Ἕλληνες ἁκο- 
λουθοῦντες τὰς ἐννοίας τῶν Βαβυλωνίων, ἐχρησιμοποίησαν τὰ «ἔξηκον- 
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ταδικἁὰ» ἢ «ἀστρονομικά» κλάσματα, τοῦὐτέστι παρίστανον οἰονδήποτα 
ἀριθμὸν ὑπὸ τὴν μορφὴν 
ως. 

άν, τν 4... 
ὅπου αρ εἶναι ἀκέραιος αὐθαίρετος, ἑνῷ α,, α-... Εἶναι ἀριθμοί ἐπίσης 
ἀκέραιοι, ἀλλὰ μικρότεροι τοῦ 60. Πρόκειται περὶ ἑνὸς συστήµατος, τοῦ 
ὁποίου, ὥς εἶναι παγκοίνως γνωστόν, τά ἴχνη ὑφίστανται εἰς τὰ σημερινά 
μαθηματικἀ καὶ εὑρίσκονται εἰς κοινἠν χρῆσιν. 


᾿Ελληνικὴ Λογιστικὴ 


83. Τὸ σύνολον τῶν κανόνων διὰ τὴν ἐκτέλεσιν πρακτικῶν ὕπολο- 
γισμῶν μὲ ἀριθμούς, µέχρι τῶν χρόνων τοῦ ᾿Αριστοτέλους, ἐθεωρεῖτο ἀκὸ 
τοὺς Ἕλληνας ὡς ἁπαρτίζον ἰδιαίτερον κλάδον, ὁ ὁποῖος ἐκαλεῖτο Λογι- 
στικἡ καὶ ὁ ὁποῖος εἰς τὴν ἱερορχίαν τῶν μαθηματικῶν κλάδων, κατεῖχε 
µίαν θέσιν κολὺ κατωτέραν τῆς ἀποδιδομένης εἰς τὴν κυρίως εἰπεῖν 
"Αριθμµητικήν, κλάδον ἀποκλειστικῶς ἀσχολούμενον μὲ τὴν µελέτην τῶν 
ἰδιοτήτων τῶν ἀριθμῶν, Ἴσως μάλιστα νὰ εἶναι αὐτὸς ὁ λόγος διὰ τὸν 
ὁποῖον οἱ "Ελληνες δὲν μᾶς µετέδώσαν κάποιαν συστηµατικἡἠν ἔκθεσιν 
τῆς Λογιστικῆς των, δὲν ἀποκλείέται μάλιστα καὶ νἁ μὴ διεµόρφώσαν 
ποτὲ τοιαύτην, θεωροῦντες τὴν ἀσχολίαν αὐτὴν ὡς ἀποκλειστικόν ἄντι- 
κείµενον προφορικῆς ἐκμαθήσεως, 

Συνεπῶς διὰ νά λάβῶμεν ἰδέαν τοῦ τρόπου, μὲ τὸν ὁποῖον οὗτοι ἐξετέ- 
λουν τοὺς ἀριθμητικούς τῶν ὑπολογισμοὺς δὲν μένει τίποτε ἄλλο παρὰ 
νὰ ἐρευνήσωμεν πῶς ἔπραττον εἰς ἑκάστην ἰδιαιτέραν περίπτωσιν. Τὰ 
σχόλια τοῦ Εὐτοκίου, τοῦ Πάππου καὶ τοῦ Θέωνος τοῦ ᾽Αλεξανδρέως, αἱ 
ἐπιστολαὶ τοῦ Ραβδᾶ, περὶ τῶν ὁκοίων ὠμιλήσαμεν ἤδη, θά κάµωµεν ὅμως 
εἰδικώτερον λόγον μετ ὀλίγον (6 9Ἡ, ὡς καὶ µερικἀ ἀκόμη διεσπαρµένα 
ἀνώνυμα σχόλια ἀποτελοῦν τὰ μοναδικἁ βοηθήµατα, εἲς τὰ ὁποῖα δυνά- 
µεθα ν᾿ ἀνατρέξωμεν προκειµένου νὰ ρίψωµεν φῶς εἰς τὸ ἐνδιαφέρον 
τοῦτο ζήτημα ". 

Δυνάμεθα νὰ πεισθῶμεν τοιουτοτρόπως ὅτι ἡ πρόσθεσις, ἡ ἀφαίρεσις 
καὶ ὁ πολλαπλασιασμὸς ἐξετελοῦντο οἀρχαιόθεν» μὲ τρόπους καθ’ ὅλα 
ὁμοίους πρὸς τοὺς σημερινούς. Ἐν τούτοις, διὰ τὸν πολλαπλασιασμόὀν, 


5» Εἰς αὐτὰ αρέπει νὰ κροστεθοῦν δύο µαρμάριναι ἐγχάρακτοι πινακίδες, µία οὓν 
ὁποίων εὐρεθεῖσα τὸ 1164 εἰς τὴν νῆσον Σαλαμίνα φέρει συνήθως τεὐ ὄνομα τοῦτο, 
Μήἠ δυνάµενοι νὰ εἰσέλβωμαν εἰς λαπτοµερείας παραπέµπομεν τὸν ἀναγνώστην εἷς ἕνα 
ἑπόμνημα τοῦ Α.. Νας) (Αδἱ, ση Οσσςξι,. ἄετ Μαδεσιαῆς, 1, ΤΧ, 109] ἔνθα εὑρίσκεται 
ἐκὸ λιθογραφικἠν ἀναπαραγωγὴν ἡ πινακἰς τῆς Σαλαμίνος, 
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κατέφευγον συχνἀ εἰς τὴν µέθοδον τῶν διαδοχικῶν δικλασιασμῶν, τὴν’ 
ὁποίαν, ὡς εἴδομεν (8 190), ἐχρησιμοποίουν οἱ Αἰγύπτιοι. Επί κλέον διὰ 
νὰ καταστήσουν εὐκολώτερον, ἀσφαλέστέρον καὶ ταχύτερον τὸν πολλα- 
πλασιασμὀν δύο ἀκεραίων εἴχον κατασκευάσει πίνακας πολλαπλασιασμοῦ- 
(τοὺς ὁποίους δὲν ἀπέδιδον εἰς τὸν Πυθαγόραν, ὡς συνηθίζεται σἡμερον), 
᾽Αληθὲς εἶναι ὅτι οἱ μόνοι ὑφιστάμενοι σήμερον ἀνήκουν εἰς νεωτέραν 
σχετικῶς ἐποχὴν (διότι ἀναφέρονται εἰς τὰς ἐπιστολὰς τοῦ Ραβδᾶ). ᾽Αλλὰ 
ἐπειδὴ χαρακτηρίζονται ὡς «ἐπινόησις τοῦ Παλαμήδους», πρᾶγμα σημαῖνον 
κατὰ τοὺς ἕλληνας φιλολόγους τὴν κροέλευσιν αὐτῶν ἐκ τῆς ἀρχαίας 
καραδόσεως, πρέπει νὰ ὑποβέσωμεν ὅτι πρόκειται περὶ βοηθητικοῦ µέσου 
ἀναγομένου εἲς τὰς πρὠτας καὶ ἀρχαιοτάτας ἐκδηλώσεις τοῦ ἑλληνικοῦ 
κολιτισμοῦ, 

᾽᾿Απὸ ἄλλα ἔργα ἀστρονομικοῦ περιεχοµένου µανθάνοµεν ἐπίσης λε- 
ατομερείας ἐκτελέσεως τῶν ἰδίων πράξεων μὲ ἀριθμοὺς καὶ κλάσματα 
τοῦ ἐξηκονταδικοῦ συστήµατος. "Όσον ἀφορῇ τὴν ἐξαγωγὴν τῆς τετραγῶ- 
νικῆς ρίζης, τὰ διαθέσιµα παραδείγµατα ἀποδεικνύουν ὅτι οἵ Ἓλληνες, 
ὅταν ἐχρησιμοποίουν κλάσματα τοῦ εἴδους τούτου, ἐφήρμοζον μίαν µέ- 
θοδον, ἡ ὁποία οὐσιαστικῶς συμπίπτει πρὸς αὐτὴν κοὺ ἐφαρμόζομεν σή- 
µερον. Ὅταν ὅμως ἐχρησιμοκοίουν κοινὰ κλάσματα, ἐφήρμοζον ἕνα τέχνα- 
σµα τὸ ὁποῖον, εἰς ἀλγεβρικὴν γλῶσσαν, θὰ ἠδύνατο νὰ διατυπώθη ὡς 
ἑξῆς: 

Ἐὰάν Α --αἳ-Ὁ ὅπου αἳ τὸ µέγιστον τετράγώνον ποὺ περιέχεται εἰς 
τὸν ἀριθμὸν Α, τότε ἡ Ἠ Α ἐκφράζεται μὲ τὴν ἀκόλουθον σειρᾶν τιμῶν 
κατ αὔξουσαν προσέγγισιν: 


ο οὐ) ταν) πα ω- (τη ο. 
2 ᾱ 2 ' ὰ ὶ ψ 


Ἡ ἀνωτέρα ἐκ τῶν ἀριθμητικῶν πράξεων τῶν ἀρχαίων Ἑλλήνων ἦτο 
ἡ ἐξαγωγὴ τῆς κυβικῆς ρίζης τῶν ἀκεραίων ἀριθμῶν. Μολονότι περὶ 
αὐτῆς γνωρίζοµεν ἕνα µόνον παράδειγµα, ἀνακαλυφθὲν προσφάτως εἰς τὰ 
ἔργα τοῦ Ἠρωνος τοῦ ᾽Αλεξανδρέως, ἐκ τοῦ ὁποίου δὲν εἶναι εὔκολον 
νὰ συναγάγωµεν γενικὸν κανόνα, ἐν τούτοις φαίνεται ἀρκετά πιθανὸν ὅτι 
ἐχρησιμοποίουν ἕνα εἰδικὸν τύκον τῆς µεβόδου τῆς αὐθαιρέτου ἀφετηρίας 
(Ροπΐἱο Γαἷα ἢ Ἠορυ]α Εαἰκῦ). 

Αὐτὰ εἶναι τὰ ὅσα δυνάµεθα ν᾿ ἀντλήσωμεν ἀπὸ τὰς πλέον ἀξιοπί- 
στους πηγὰς ἐν σχέσει πρὸς τὴν πρακτικὴν ἀριθμητικὴν τῶν ἀρχαίων 
Ἑλλήνων, 
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Ἡ ᾿Αριθμητικὴ εἰς τὰ ἔργα τοῦ Πνυθαγόρου, τοῦ Πλάτωνος 
καὶ τῶν μαθητῶν των 


84, Στρεφόμενοι τώρα πρὸς τὴν ὑψηλοτέραν περιοχἠν τῆς ἐπιστή- 
µης τῶν ἀριθμῶν, διὰ ν᾿ ἀναζητήσωμεν τὰ ἐπιτεύγματα τῶν Ἑλλήνων εἰς 
τὸν τοµέα τοῦτον, πρέπει κατ ἁρχὴν νά παρατηρήσωμµεν ὅτι, ἑνῷ αἱ διά- 
φοροι φάσεις ἐξελίξεως τῆς ἀρχαίας γεωμετρίας παρουσιάζουν µεταξύ των 
στενὴν ἀλληλουχίαν αἰτίας καὶ ἀποτελέσματος, λόγου καὶ ἀκολουθίας, 
κατὰ τὴν ἱστορικὴν ἐξέλιξιν τῆς ἀριθμητικῆς, ἐξεδηλώθησαν δύο κατευ- 
Βύνσεις σαφῶς διακεκριµέναι. 

Ἡ µία ἔχει τὴν αἰτιολογικὴν βάσιν της εἰς τὴν παράστασιν τῶν 
ἀριθμῶν δι’ εὐθυγράμμων τµηµάτων, τῶν δὲ γινομένῶων τών δι’ ὀρθογο- 
νίων, ὅπως ἀκριβῶς διδάσκουν τὰ βιβλία ἩΠ «ΙΧ τῶν Ἑτοιχείων 
τοῦ Εὐκλείδου, Ἡ ἄλλη κατεύθυνσις ἀκολουθεῖ τήν καθαρὰν ἀριθμητικὴν 
ὁδόν, ἀκηλλαγμένην δηλαδἠὴ ἀπὸ οἰανδήποτε συγκεκριµένην ἐξεικόγνισιν 
τῶν ἀριθμῶν. Αἱ πηγαἰ καὶ τὸ πρῶτον στάδιον τῆς ἀναπτύξεως μιᾶς 
τοιαύτης ἀφηρημένης ἀντιλήψεως τῆς ἐπιστήμης τῶν ἀριθμῶν ἀνάγον- 
ται εἷς τὴν Σχολἠν τοῦ Πυθαγόρου, τῆς ὁποίας τὰ µύλη, μετὰ τὴν ἀνα- 
κάλυψιν τῶν νόμων τῆς ἀκουστικῆς, κατελήφβησαν ἀπὸ τὴν ἀκαταμά- 
χητον φιλοδοξίαν ν᾿ ἀνακαλύψουν ἀριθμητικὰς σχέσεις μεταξὺ τῶν δια- 
φόρων μετρησίμων φυσικῶν παραγόντων, Τοιούτων ἐρευνῶν τὰ θετικἀ 
ἀποτελέσματα ἐξηφανίσθησαν δυστυχῶς, Ἡ ἀνεμίχθησαν μὲ ἐκεῖνα µετα- 
γενεστέρων ἀναμορφωτῶν τοῦ Πυθαγορισμοῦ εἰς τρόπον, ὥστε νά εἶναι 
µαταία σήμερον πᾶσα προσπάθεια καταγραφῆς των καὶ ἀφάνταστος ἡ 
δυσκολία ἐξακριβώσεως τῶν εὑρημάτων ἐκείνῶων ποὺ ὀφείλονται εἰς τὸν 
ἴδιον τὸν φιλόσοφον τῆς Σάμου καὶ ἐκείνων ποὺ ὀφείλονται εἰς τοὺς µα- 
θητάς του. Ἐν πάσῃ περιπτώσει, ὅπως εἴπομεν ἤδη εἰς ἄλλην θέσιν 
(4 23), θεωρεῖται βέβαιον ὅτι εἰς τὴν στοὰν τοῦ Κρότωνος ἐμελετήθησαν 
μερικαὶ ἀναλογίαι μεταξὺ ἀκεραίων ἀριθμῶν, καὶ ἀνεκαολύφθησαν τά 
ἀσύμμετρα μεγέθη. ᾿Εκεῖ ἐπίσης ἔχουν τὴν ἀρχήν των ὄχι µόνον ἡ ἵν- 
νοια τοῦ ατελείου ἀριθμοῦ» --- τὴν ὁποίαν συνηντήσαµεν ἤδη εἰς τὸν Εὐ- 
κλείδη --- ἀλλ ἐπίσης ἡ ἔννοια αφίλοι ἀριθμοί», τῶν ὁποίων ἕκαστος ἰσοῦ- 
ται πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν διαιρετῶν τοῦ ἄλλου (ὅπως π.χ. οἱ γνωστοί εἰς 
τοὺς Πυθαγορείους ἀριθμοὶ 220 καὶ 284) καὶ αἱ ἔννοιαι «τετράγώωνοι ἀρι- 
ϐθμοὶν καὶ ατρίγώνοι ἀριθμοί». Τῶν τελευταίων τούτων εἰδῶν οἱ Πνθαγό- 
ρειοι ἐγνώριζον τὴν γένεσιν, ἡ ὁποία σήμερον ἐκφράζεται διὰ τῶν τύπων : 
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Εἰς τοὺς Πυθαγορείους ἀποδίδεται ἐπίσης µία πρακτικὴ µάθοδος 
κατασκευῆς ἀπείρων ὀρθογωνίων τριγώνων μὲ πλευρὰς ἀριθμοὺς ἆκε- 
ας νὰ ἐκκινοῦσα ἀπὸ τὴν ὑπόθεσιν ὅτι ὁ ἀριθμὸς ὁ παριστῶν µίαν τῶν 

καθέτων πλευρῶν εἶναι περιττός, ἔστω α. Ἡ ἄλλη κάθετος πλευρὰ θά 

εἶναι τότε ο. ἡ δὲ ὑποτείνουσα δια 

Εἰς τὸν Πυθαγόραν ἀποδίδεται ἐπίσης ἡ παρατήρησις, ὅτι οἱ µονα- 
δικοὶ ἀκέραιοι, οἱ ἐκφράζοντες συγχρόνως τὸ ἐμβαδὸν καὶ τὴν κερίµο” 
τρον ἑνὸς ὀρθογωνίου εἶναι οἵ ἀριθμοὶ 16 καὶ 18, μὲ ἄλλας λάξεις, ὅτι 
τὰ ζεύγη 4,4 καὶ 3,6 παριστοῦν τὰς μοναδικὰς ἀκεραίας λύσεις τῆς ἀκροσ- 
διορίστου ἐξισώσεως: αγ” 2441)- 

Τέλος ὁ µαθητὴς τοῦ Πυθαγόρου Θυμαρίδας ὁ Πάριος ἀνεκάλυψε 
µίαν µέθοδον πρὸς λύσιν τοῦ προβλήματος, τὸ ὁποῖον σήμερον ἐκφρά- 
ζεται δι’ ἑνὸς συστήµατος ἐξισώσεων τῆς ἀκολούθου μορφῆς ! 


κ Χι--αι, ΧΧι-αρ..., ΧΤᾶν ας. 
ΧΧΧ... Ἐν 'α. 

Ἡ μέθοδος ἀναφέρεται ὑπὸ τοῦ Ἰαμβλίχου ὡς «ἔφοδος τοῦ Θυμαριδείου 

ἱκανθήματος» 9, 


85. Εἰς τὰ μαθηματικὰ ὁ Πλάτων ὑπῆρξε µαθητἠς τοῦ Πυθαγόρου, 
διὰ τοῦτο δὲ τὰ ἔργα του ἐπισταμένως ἐρευνῶνται τόσον διὰ νὰ καταστή- 
σωµεν ὀλιγώτερον ἀτελὲς τὸ πλαίσιον τῶν Ὑνώσεών µας περὶ τοῦ διδα- 
σκάλου, ὅσον διὰ νὰ ἐπισημάνωμεν τὰς ὑπὸ τοῦ μαβητοῦ ἐπενεχθείσας 
προσθήκας. Μεταξὺ τούτων συναντῶμεν πρὸ πάντων µίαν µέθοδον (τὴν 
ὁκοίαν μερικοί προτιμοῦν ν᾿ ἁποδίδουν εἰς τὸν ᾿Αρχύταν) κατασκευῆς 
τριγώνων ὀρθογωνίων μὲ ἀκεραίους ἀριθμούς, συμπληροῦσαν ἐκείνην τοῦ 
Πυθαγόρου, καθ’ ὅσον ὁ θεῖος φιλόσοφος λαμβάνει ὡς ἀφετηρίαν ἀρι- 
θμὸν ἄρτιον ἀντὶ περιττοῦ, Ἐὰν α ὅ ἄρτιος ἀριθμὸς ὁ ἐκφράζων τὴν 
µίαν τῶν καθέτων κλευρῶν, ἡ ἄλλη θά ἐκφράζεται μὲ ἀριθμὸν τςζμορφῆς : 


(5) - Ι, ἡ δὲ ὑποτείνουσα μὲ τὴν συζυγῇ ἔκφρασιν (ο )” |. 


Ἐνῷ ἡ ἀνωτέρω ἀλήθεια εἶναι διαυγἠς καὶ εὐκολονόητος, ἡ κατα- 
νόησις ἄλλων μαθηματικῶν χωρίων τῶν ἔργων τοῦ Πλάτωνος παρουσιά- 
ζεται ἐξαιρετικῶς δυσχερής καὶ κάποτε ἀδύνατος, Παραδείγματος χάριν, 
παρ’ ὅλας τὰς ἐπανειλημμένας καὶ εὐφυεῖς προσπαβείας πρὸς ἐμβάθυνσιν 
εἰς τὰ κείµενα τοῦ θείου φιλοσόφου, δὲν κατέστη µέχρι σήμερον ὄυνα- 
τὸν νὰ ἐννοήσωμεν τί κρᾶγμα ἦσαν περίπου οἱ ἀριθμοί, οἵ καλούμενοι 
ὑπὸ τοῦ ἰδίου «ἁρμονικοί», οἱ δὲ περιφηµότεροι ἑρμηνευταὶ τοῦ Πλάτω- 
νος διαφιλονικοῦν ἀκόμη γύρῳ ἀπὸ τήν ἀξίαν τοῦ «νυμφικοῦ ἀριθμοῦ», 


Ἡ Τέχνη τοῦ ᾿Αριθμητικοῦ Λοτισμοῦ κλη, Ι4] 


εἰς τὸν ὁποῖον οὗτος, διαποτισµένος ὅπως ἦτο μὲ τὸν ἀριθμητικὸν µυστι- 
κισμὸν τῶν Πυθαγορείων, ἀπέδιδε θεμελιώδη ρυθμιστικὸν ρόλον εἰς τὴν 
-ὁμαλὴν πορείαν τῶν κρατικῶν ὑποθέσεων. 

86. Πρέπει νὰ σημειώσωμεν, ὅτι ἡ καθαρῶς πυθαγορικἡ κατεύθυν- 
-σις τῶν ἀριθμητικῶν ἐρευνῶν τοῦ Πλάτωνος διετηρήθη ἀπὸ τὸν ἀνεψιόν 
του Σπεύσιππον, ὁ ὁποῖος τὸν διεδέχθη εἰς τὴν διεύθυνσιν τῆς ᾿Ακαδη- 
µίας. Διακοπεῖσα δὲ ὀλίγον ἔπειτα χάριν τῆς γεωμετρικῆς ἐρεύνης, ὅπως 
«ἀποδεικνύουν τὰ ἀριθμητικὰ βιβλία τοῦ Εὐκλαίδου, ἐπανελήφθη μὲ νέον 
ζῆλον κατὰ τοὺς χρόνους τῆς ἀναγεννήσεως τοῦ Πυθαγορισμοῦ ὑπὸ τῶν 
«ὁπαδῶν τῶν Σχολῶν Νεο - Πυθαγορικῆς καὶ Νεο - Πλατωνικῆς. 

Ὁ περιφηµότερος μεταξὺ τῶν πρώτων εἶναι ὁ ἨΝικόμαχος ὁ Γεραση- 
νὸς (ἐκ Γεράσων τῆς Κοίλης Συρίας), ζήσας μεταξδὺ τοῦ τέλους τοῦ 1 
αἰῶνος καὶ τῶν ἀρχῶν τοῦ Ἡ αἰῶνος μ.Χ, ὅ ὁποῖος ἔγραψε μίαν 
"Ααριθμητικὴν Εἰσαγωγήν. Τοῦ ἔργου τούτου σώζεται ἡ λα- 
τινικἡ µετάφρασις ὑπὸ τοῦ Βοηθίου (4170 - 524)". 

Χωρὶς νὰ ἐξετάσωμεν τὰς φιλοσοφικὰς διατριβάς, αἱ ὁποῖαι ἀφθο- 
-νοῦν εἰς τὸ ἔργον τοῦ Νικομάχου, χωρὶς νὰ ἐπισημάνωμεν μµερικάς ἔπι- 
βεβαιώσεις εὑρημάτων, περὶ ὧν ἐγένετο ἤδη λόγος εἰς τὰ περὶ Εὐκλεί- 
-δου καὶ Ἐρατοσθένους, θὰ ἑξάρωμεν μερικὰς ἐφαρμογάς τῆς θεωρίας 
τῶν τελείων ἀριθμῶν τῆς διδασκοµένης εἰς τὰ Στοιχετῖα,. 

Οὔὕτω, ἐφαρμόζων τὀν νόμον τῆς εὑρέσεως τῶν τελείων ἀριθμῶν τὸν 
᾿ὑποδεικνυόμενον εἰς τὰ Στοιχεἴα, εὐρίσκει ὅτι οἱ τέσσαρες πρῶτοι 
τέλειοι ἄριθμοί εἶναι 6, 28, 496, 8182 καὶ παρατηρεῖ πόσον ἀραιὰ συναν- 
τῶνται εἰς τὴν φυσικἠν σειρὰν ἀριθμοί τοῦ εἴδους τούτου, χωρὶς ἓν τού- 
τοις νὰ δίδῃ νῦξιν περὶ τῆς ἀμφιβολίας (ἡ ὁποία δὲν ἔχει ἀρθῆ µέχρι 
σήμερον), ἂν δηλαδἡ ἡ σειρὰ τῶν τελείων ἀριθμῶν ἔχῃ τέρμα ἢ ὄχι. 
᾿Αναφέρομεν ἐπίσης, χωρὶς νὰ εἰσέλθωμεν εἰς λεπτοµερείας, τὴν ὑπ) 
αὐτοῦ γενοµένην ἀπαρίθμησιν τῶν πολυαρίθµών εἰδῶν λόγων μεταξὺ δύο 
«ἀριθμῶν, ἡ ὁποία ἐπί μακροὺς αἰώνας παρέμεινε κλασσικἡ εἰς τὴν Δύσιν, 
(κατόπιν δὲ ἐχάθησαν τὰ ἴἵχνη της. Θ᾽ ἀναφέρωμεν ἀκόμη τὰς διαδεδοµέ- 
νας θεωρίας του γύρω ἀπὸ τοὺς «σχηματικοὺς ἀριθμούς», μερικἀ εἴδη τῶν 
ὁποίων ἀπαντῶνται εἰς προγενέστερα κείµενα, ἐνῷ ἄλλαι κάνουν διὰ 
πρώτην φορὰν εἰς τὴν ᾽Αριθμητικὴν Εἰσαγαωγὴν τὴν εἴσο- 
-δόν των εἰς τὴν ἐπιστήμην. Μεταξύ τῶν πρώτων ἀναφέρομεν τοὺς «πολυ- 
γωνικούς ἀριθμούς», διὰ νἁ σηµειώσωμεν ὅτι ὁ Νικόμαχος Ἰνορίζει ὅτι 
τὸ τετράγωνον παντὸς ἀριθμοῦ εἶναι ἄβροισμα δύο τριγωνικῶν ἀριθμῶν: 
(α -- Ί]α 

2 

» Εϊναι πιθανόν ὅτι ὁ Νικόμαχος ἔγραψεν ἀνάλογον Γεωμετρικὴν Εἰσα- 

πωτήν, ἡ ὁποία ὅμως δὲν ἴφθασε μέχρις ἡμῶν. 


οι μα) 
2 


15 Ἱστορία τῶν Μαθημαικῶν ι -. 
᾿Αξιομνημόνευτον εἶναι τὸ «Θεώρημα τοῦ Νικομάχου» ἐκφραζόμενον 
διὰ τοῦ τύπου: 
(αἳ -- η ἠ- [) ἠ- (1ἳ -- η -ἰ- 1) ή νε ν  (αἳ --- 3ᾳ -ἵ- 1) (Ἡ ή- 1], 
τοῦ ὁποίου τὸ σπουδαῖον πόρισμα; 


1-21... επι» μ.ο α, 


δὲν ἀπαντᾶται πράγματι εἰς τὴν Αριθμητικὴν Εἰσαγωγήν, 
ἀλλὰ ἦτο βεβαίως γνωστὸν εἰς τοὺς Ἓλληνας, οἵ ὁποῖοι τὸ ἐδίδαξαν 
εἰς τοὺς Ῥωμαίους, ἐκ τούτων δέ, ὅπως θὰ ἴδωμεν, µετεδόθη εἰς τὴν Δύσιν. 

Δὲν θὰ σταµατήσωμεν εἰς τὰς εὐὑρείας ἀνακτύξεις τοῦ Νικομάχου 
γύρω ἀπὸ τὴν Βεωρίαν τῶν ἀναλογιῶν μεταξὺ ἀριθμῶν, διότι τίποτε 
οὐσιῶδες δὲν προσέέτουν εἰς τὰς γνώσεις ποὺ ἀφοροῦν τὴν σηµαντικήν 
αὐτὴν θεωρίαν τῶς ἀρχαίων μαθηματικῶν, θά κλείσωµεν δὲ τὰς πληρο- 
φορίας αὐτὰς περὶ τοῦ δημοφιλεστέρου Ἕλληνος εἰς τὸν τοµέα τῆς Ἆρι- 
θμητικῆς, μὲ τὴν παρατήρησιν ὅτι ὑφ᾽ ἑνὸς συγγραφέως τοῦ ΧΗ αἰῶνος 
---ο Ὄτεαί ---ἐδόθη τὸ ὄνομα «κανών τοῦ Νικομάχουν εἰς τὸ ἀκόλουθον 
πρακτικὀν τέχνασμα πρὺς Όψωσιν εἰς τὸ τετράγωνον ἑνὸς ἀριθμοῦ α 
περιεχοµένου μεταδὺ 5 καὶ 10: «ὐκολοτίζεται ἡ διαφορά ἆ-- Ι0--α. Θὰ 
εἶναι τότε 

4ἲ 10 (α---ᾱ) Ε ἆλν 


Ὁ κανὼν οὗτος δὲν εὑρίσκεται πράγματι εἰς τὸν Νικόμαχον, περιέ. 
χεται ὅμως εἰς τὸ ἔργον του τὸ θεώρημα : αξάν εἶναι π ὁ µέσος ἀριθμη: 
τικὸς μεταξδὺ πι καὶ ϱ, θά εἶναι 

. 


ο. 


ἐκ τοῦ ὁποίου συνάγοµεν τὸν προηγούµενον κανόνα θεωροῦντες πι -- 10. 
καὶ ρ--ᾱ--ά. Ἴσως δὲ αὐτὸς εἶναι ὁ λόγος, διὰ τὸν ὁποῖον τὸ ὄνομα τοῦ 
Γερασηνοῦ συνεδέθη μὲ τὸν ἐν λόγῳ κανόνα. 


57. Μεταξὺ τῶν κηγῶν πληροφοριῶν ἐπί τῆς ἑλληνικῆς ἀριθμητικῆς, 
εὐρίσκοκεν, μετὰ τὴν Αριθμητικὴν Εἰσαγωγήν, τὸ εἰς ἡμᾶς 
γνωστὸν ἤδη ἔργον (ἃ 61], τὸ ὁποῖον ἔγράψεν ὁ νεο - πυθαγόρειος Θέων 
ὃ Σμυρναῖος πρὸς διευκόλυνσιν τῆς κατανσἠσεώς τῶν ἔργων τοῦ Πλάτα- 
νος. Φυσικά εἰς τὸ ἔργον τοῦτο ἑκαναλαμβάνονται συχνἀ αἱ μεταφυσικαὶ 
περιπλανήσεις, αἱ ὁποῖαι ἔχουν τὴν πηγἡν τῆς ἐμπνεύσεως εἰς ἕνα παρή-. 
δσοξον ἀριθμητικὸν μυστικισµόν, 'Ὑπάρχουν ὅμως ἐπίσης καὶ ἄλλαι θεω- 
ρίαι περισσότερον οὐσιαστικαί, τὰς ὁποίας δὲν εἶναι δυνατὸν ν᾿ ἄντιπα- 
ρέλθωµεν ἓν σιωκῇ. ᾽Αναφέρομεν π.χ. τὴν κρότασιν; «δὲν ὑπάρχει ἀρι. 


ι. Τέχνη τοῦ ᾿Αριθμητικοῦ Λογισμοῦ κλπ. 140 


θμὸς ἀκέράιον τετράγῶνον ἔχων µίαν τῶν μορφῶν 11 2, 41 -- 2, 44 ἠ- Άν, 
πρῶτον παράδειγµα ἀρνητικῆς προτάσεως, ἐξ ἐκείνων ποὺ συναντῶνται 
σήμερον συχνότατα εἴς τὴν θεωρίαν τῶν ἀριθμῶν. ᾿Αναφέρομεν ἀκόμη 
τὴν ἑκτενῆ θεωρίαν τῶν πλευρικῶν καὶ διαμετρικῶν ἀριθμῶν, οἱ 
ὁποῖοι ἀποτελοῦν δύο σειρὰς ἀπείρων ὅρων, τῶν ὁποίων ὁ πρῶτος εἶναι 
μονής καὶ αἱ ὁποῖαι δύνανται νὰ κατασκευασθοῦν ἀναδρομικῶς δι᾽ ἔφαρ- 
μογῆς τῶν σχέσεων ; 
απο. 4, , ᾱ, -- ιν -ἵ όιιι 


Πρὸς ἔξαρσιν τῆς σπουδαιότητος τῶν σειρῶν τούτων ἀρκι νά ση- 
µειωθῇ, ὅτι αἱ ἐν λόγῳ σειραὶ ἀποτελοῦνται ἀκὸ τοὺς ἀριθμητὰς καὶ 
τοὺς παρανοµαστάς τῶν διαδοχικῶν ἀνηγμένων τοῦ συνεχοῦς κλάσματος, 
εἷς τὸ ὁπκοῖον ἀναπτύσσεται ἡ Ἰ2. 

Εἰς τὴν σχολἠν τῶν Νεο - Πυθαγορείῶν, εἷς τὴν ὁποίαν ἀνῆκον ὁ 
Νικόμαχος καὶ ὁ Θέων, ἀντιπαραβάλλεται ἡ σχολἠὴ τῶν Νεο - Πλατωνι- 
κῶν, ἕνα μέλος τῆς ὁποίας, ὁ Ἰάμβλιχος -- καταγόμενος ἀπὸ ἐξέχουσαν 
οἰκογύνειαν τῆς Χαλκίδος ἐπὶ τῆς Κοίλης Συρίας καὶ ζήσας κατὰ τὰς 
ἀρχάὰς τοῦ ΙΤ αἰῶνος --- παρέχει πολυτίµους πληροφορίας εἰς τὸν ἱστορι- 
κὀὸν τῆς ἀρχαίας θεωρίας τῶν ἀριθμῶν. Τὸ σπουδαιότερον ἀπὸ τὰ ἔργα 
του φέρει τὸν τίτλον Συλλογἡὴ τῶν Πυθαγορείων θεωριῶν, Απὸ 
τὰ δέκα µέρη ποὺ τὸ ἀποτελοῦν τὰ πέντε µόνον ὑφίστανται σήμερον. 
'Ἠμᾶς ἐνδιαφέρει τὸ τρίτον (Μαθηματικἡὴ εἰσαγωγὴ) καὶ τὸ τή- 
ταρτον (Σχόλιον εἰς Νικόμαχον). Ἐκ τούτῶών πληροφορούμεθα 
µεταγενεστέρας θεωρίας περὶ τῶν «εὐκλειδείων» τελείών ἀριθμῶν --- τοὐτὸ- 
στι τῆς µορφῆς 2: -ἳ (2" -- 1) -- μὴ στερουµένας πρωτοτυπίας καὶ ἀξίας, 
ἀλλὰ καί τινων σφαλμάτων. Εἶναι π.χ. ἀληθές, ὅπως βεβαιοῖ ὁ Ἰάμβλιχος, 
ὅτι ὑφίστανται τέλειοι ἀριθμοὶ εἰς τὸ διάστηµα 10000 ἕως 100005, ἀλλὰ 
τοῦτο δὲν συμβαίνει, ὡς θεωρεῖ ἐκεῖνος, καὶ εἷς τά διαστήματα Ι0άΧΝ.,, 
100005 καὶ 100001... 100005. Ἴσως ἡ πλέον ἀξιοσημείώτος προσθήκη, τὴν 
ὁποίαν ἔκαμεν ἢ ἁκπλῶς ἀναφίρει ὁ Ἰάμβλιχος, εἷς τὴν τότε ἀριθμητικὴν 
δίδεται ἀκχὸ τὸ ἀκόλουθον θεώρημα; «Δοθέντων τριῶν διαδοχικῶν ἀρι- 
ἡμῶν, ὁ μέγιστος τῶν ὁποίων εἶναι πολλακλάσιον τοῦ ἃ, εὑρίσκομεν τὸ 
ἄθροισμα. Τῶν ψηφίων ποὺ ἐκφράζουν τὸν προκύπτοντα ἀριθμὸν εὑρίσκο- 
μεν τὸ ἄθροισμα, καὶ ἐπὶ τοῦ οὕτω γεννωµένου ἀριθμοῦ πράττοµεν ὁμοίως, 
Προβαίνοντες διαδοχικῶς κατὰ τὸν ἴδιον τρόπον, θὰ εὑρίσκωμεν τελικῶς 
πάντοτε τὸν ἀριθμὸν 6». 


Β8. Τὰ μαθημµατικάἀ κείµενα τὰ ὀφειλόμενα εἰς τοὺς ἀνακαινιστάς 
τοῦ Πυθαγορισμοῦ ἔχουν τὸ μειονέκτημα ὅτι, ὑπὸ ἔποψιν δομῆς καὶ κοµ- 
ψότητος, ἀποτελοῦν ὀπισθοδρόμησιν συγκρινόµενα πρὺς τὰ ἔργα τῆς ἑλ- 
ληνιστικῆς περιόδου, διότι οἱ συγγραφεῖς τῶν φαίνονται ὡς νὰ ἔχουν 


150 Ιστορία τῶν Μαθηματικῶν -.. 
ἀγνοήσει τὸ γεγονός, ὅτι µία μαθηματικὴ πρότασις δικαιοῦται νὰ λάβῃ; 
τὸν διακεκριµένον τίτλον τοῦ θεωρήματος µόνον, ὅταν ἀποκτήσῃ ἁδιαφι- 
λονίκητον ἀπόδειξιν. Οὗτοι πράγµατι περιώρίζοντο εἰς τὴν ἐπαλήθευσιν 
ἑκάστης ἰδιαιτέρας προτάσεως ἐπὶ ὀλίγων μερικῶν περιπτώσεων καὶ συνε- 
πέραινον ἐξ αὐτῶν τὸ καθολικὀν κΌρος τῆς προτάσεῶς. Ὅσαι γνωρίζσυν 
πόσον πολλαὶ εἶναι αἱ προτάσεις τῆς ἀριθμητικῆς, αἱ ὁκοῖοι ἀληθεύουν' 
εἰς πλείστας κερικπτώσεις, ἀλλ᾽ αἱ ὁποῖαι δὲν ὑπάρχουν ὡς κα- 
θολικαί προτάσεις, θ’ ἀντληφθοῦν χωρὶς κόπον, ὅτι αὐτὴ ἡ ἀφελὴς. 
μέθοδος ἡδύνατο ν᾿ ἀποβῇ πηγἠἡ βαρέων σφαλμάτων, καὶ συνεκῶς ἄκρως 
ἐπικίνδυνος διὰ τὴν ἐπιστήμην, Τὴν ἀπειλὴν αὐτήν, ἡ ὁποία ἐπεκρέμματο 
ἐπὶ τῆς ἑλληνικῆς ἐπιστήμης ἐπεσήμανεν ἕνας συμµαθητὴς τοῦ Πρόκλου, 

ὃ Δομνῖνος ὁ Λαρισαῖος, φιλόσοφος καὶ μαθηματικὸς τοῦ Ε΄ αἰῶνος μ.Χ. 
ἐκ τῆς συριακῆς πόλεως Λαρίσης ἢ Λαοδικείας, ὃ ὁποῖος εἰς ἕνα ἔργον του 
«Ἐγχειρίδιον ἀριθμητικῆς εἰσαγωγῆς», ὑφιστάμενον ὣς ἐκ 
θαύματος µέχρι σήμερον, ὑπεστήριδε τὴν ἀνάγκην τοῦ ἐδοβελισμοῦ 
τοιούτων ἐπισφαλῶν συλλογισμῶν, ὡς αὐτοὶ τοὺς ὁποίους ἐχρησιμοποίουν 
αἱ σχολιασταἰ τοῦ Πλάτωνος, διὰ νὰ ἐπιστρέψηυ ἡ µαθηµατικἡ σκέψις εἰς 
τὴν ἄψογον µέθοδον τοῦ Εὐκλείδου, κατὰ τὴν ὁκοίαν αἱ ἀριθμοὶ παριστά» 
νοντο ὑπὸ εὐθυγράμμων τμημάτων. Ὁποίους καὶ πόσους ὁκαδοὺς εὗρε τὸ 
κήρυγμα τοῦ σοφοῦ Δομνίνου μᾶς εἶναι ἄγνωστον, ἴσως δὲ νἁ μὴ εὗρε οὔτε 
ἕνα. Μᾶς κάνει νά τὸ κιστεύσωμεν τὸ γεγονὸς ὅτι ἡ ἀντιζηλία του μὲ τὸν 
Πρόκλον, ἐκφυλισθεῖσα εἰς ἀνοικτὴν ἐχθρότητα καὶ ἀπολήδασα εἰς νίκην 
τοῦ τελευταίου, ὑπεχρέωσε τὸν ἀντίζηλον Δομνῖνον νὰ ἐγκαταλείψῃ τὰς 
᾿Αθήνας, κέντρον τῆς ἑλληνικῆς παιδείας, διὰ νὰ τερµατίστι ἀφανῶς τὴν ζωήν 
του εἰς τὴν Λαοδίκειαν. Διὰ τοῦτο ἡ ἀξιέπαινος προσπάθειά του ἀπέβη εἰς. 
µάτην. Παρά ταῦτα ἐμνημονεύσαμεν τὸ γεγονός, ἄν µἡ τι ἄλλο, διὰ νὰ ἐξά- 
ῥρῶμεν µίαν ἐκδήλωσιν [στορικῆς ἀναδρομῆς διδακτικἠν καὶ ἐνδιαφέρουσαν.- 


Διόφαντος 


89, Αἱ ἐργασίαι τῶν νεωτέρων μαθητῶν τοῦ Πυθαγόρου καὶ τοῦ Πλά- 
τῶνος, καλυπτόµεναι ἐν γένει ἀπὸ µίαν ἀχλὺν ἐπισκιάζουσαν τὴν διαύ- 
γειαν καὶ τὴν ἀκρίβειαν τῶν φιλοσοφικῶν ἔργων, ἔχουν ἐπὶ πλέον ἕνα 
ἀρνητικὸν χαρακτηριστικὸν γνώρισμα -- πέραν ἐκείνου περὶ τοῦ ὁποίου. 
ἐγένετο λόγος προηγουμένως ---ἄξιον ἰδιαιτέρας µνείας. "Ότι δηλαδή 
ἑλλείκουν ἐντελῶς ἀπὸ τὰς ἐργασίας αὐτῶν ἐφαρμογαὶ τῶν ἀναπτυσσομέ- 
νων θεωριῶν εἰς τὴν λύσιν προβλημάτων, Τὸ προκῦπτον κενὸν (τῆς βαρύ- 
τητος τοῦ ὁποίου δὲν ἔχουν ἀνάγκην ἀποδείξεως ὅσοι γνωρίζουν ὁποῖον' 
κίνητρον διὰ τὴν µαθηµατικὴν ἔρευναν ἀποτελοῦν τὰ προβλήματα) πλη- 
ροῦται θαυμασίως ἀκὸ ἕνα κορυφαῖον ἐκιστήμονα, τὸν Διόφαντον. 
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ἀγνοήσει τὸ γεγονός, ὅτι µία μαθηματικὴ πρότασις δικαιοῦται νὰ λάβῃ; 
τὸν διακεκριµένον τίτλον τοῦ θεωρήματος µόνον, ὅταν ἀποκτήσῃ ἁδιαφι- 
λονίκητον ἀπόδειξιν. Οὗτοι πράγµατι περιώρίζοντο εἰς τὴν ἐπαλήθευσιν 
ἑκάστης ἰδιαιτέρας προτάσεως ἐπὶ ὀλίγων μερικῶν περιπτώσεων καὶ συνε- 
πέραινον ἐξ αὐτῶν τὸ καθολικὀν κΌρος τῆς προτάσεῶς. Ὅσαι γνωρίζσυν 
πόσον πολλαὶ εἶναι αἱ προτάσεις τῆς ἀριθμητικῆς, αἱ ὁκοῖοι ἀληθεύουν' 
εἰς πλείστας κερικπτώσεις, ἀλλ᾽ αἱ ὁποῖαι δὲν ὑπάρχουν ὡς κα- 
θολικαί προτάσεις, θ’ ἀντληφθοῦν χωρὶς κόπον, ὅτι αὐτὴ ἡ ἀφελὴς. 
μέθοδος ἡδύνατο ν᾿ ἀποβῇ πηγἠἡ βαρέων σφαλμάτων, καὶ συνεκῶς ἄκρως 
ἐπικίνδυνος διὰ τὴν ἐπιστήμην, Τὴν ἀπειλὴν αὐτήν, ἡ ὁποία ἐπεκρέμματο 
ἐπὶ τῆς ἑλληνικῆς ἐπιστήμης ἐπεσήμανεν ἕνας συμµαθητὴς τοῦ Πρόκλου, 

ὃ Δομνῖνος ὁ Λαρισαῖος, φιλόσοφος καὶ μαθηματικὸς τοῦ Ε΄ αἰῶνος μ.Χ. 
ἐκ τῆς συριακῆς πόλεως Λαρίσης ἢ Λαοδικείας, ὃ ὁποῖος εἰς ἕνα ἔργον του 
«Ἐγχειρίδιον ἀριθμητικῆς εἰσαγωγῆς», ὑφιστάμενον ὣς ἐκ 
θαύματος µέχρι σήμερον, ὑπεστήριδε τὴν ἀνάγκην τοῦ ἐδοβελισμοῦ 
τοιούτων ἐπισφαλῶν συλλογισμῶν, ὡς αὐτοὶ τοὺς ὁποίους ἐχρησιμοποίουν 
αἱ σχολιασταἰ τοῦ Πλάτωνος, διὰ νὰ ἐπιστρέψηυ ἡ µαθηµατικἡ σκέψις εἰς 
τὴν ἄψογον µέθοδον τοῦ Εὐκλείδου, κατὰ τὴν ὁκοίαν αἱ ἀριθμοὶ παριστά» 
νοντο ὑπὸ εὐθυγράμμων τμημάτων. Ὁποίους καὶ πόσους ὁκαδοὺς εὗρε τὸ 
κήρυγμα τοῦ σοφοῦ Δομνίνου μᾶς εἶναι ἄγνωστον, ἴσως δὲ νἁ μὴ εὗρε οὔτε 
ἕνα. Μᾶς κάνει νά τὸ κιστεύσωμεν τὸ γεγονὸς ὅτι ἡ ἀντιζηλία του μὲ τὸν 
Πρόκλον, ἐκφυλισθεῖσα εἰς ἀνοικτὴν ἐχθρότητα καὶ ἀπολήδασα εἰς νίκην 
τοῦ τελευταίου, ὑπεχρέωσε τὸν ἀντίζηλον Δομνῖνον νὰ ἐγκαταλείψῃ τὰς 
᾿Αθήνας, κέντρον τῆς ἑλληνικῆς παιδείας, διὰ νὰ τερµατίστι ἀφανῶς τὴν ζωήν 
του εἰς τὴν Λαοδίκειαν. Διὰ τοῦτο ἡ ἀξιέπαινος προσπάθειά του ἀπέβη εἰς. 
µάτην. Παρά ταῦτα ἐμνημονεύσαμεν τὸ γεγονός, ἄν µἡ τι ἄλλο, διὰ νὰ ἐξά- 
ῥρῶμεν µίαν ἐκδήλωσιν [στορικῆς ἀναδρομῆς διδακτικἠν καὶ ἐνδιαφέρουσαν.- 


Διόφαντος 


89, Αἱ ἐργασίαι τῶν νεωτέρων μαθητῶν τοῦ Πυθαγόρου καὶ τοῦ Πλά- 
τῶνος, καλυπτόµεναι ἐν γένει ἀπὸ µίαν ἀχλὺν ἐπισκιάζουσαν τὴν διαύ- 
γειαν καὶ τὴν ἀκρίβειαν τῶν φιλοσοφικῶν ἔργων, ἔχουν ἐπὶ πλέον ἕνα 
ἀρνητικὸν χαρακτηριστικὸν γνώρισμα -- πέραν ἐκείνου περὶ τοῦ ὁποίου. 
ἐγένετο λόγος προηγουμένως ---ἄξιον ἰδιαιτέρας µνείας. "Ότι δηλαδή 
ἑλλείκουν ἐντελῶς ἀπὸ τὰς ἐργασίας αὐτῶν ἐφαρμογαὶ τῶν ἀναπτυσσομέ- 
νων θεωριῶν εἰς τὴν λύσιν προβλημάτων, Τὸ προκῦπτον κενὸν (τῆς βαρύ- 
τητος τοῦ ὁποίου δὲν ἔχουν ἀνάγκην ἀποδείξεως ὅσοι γνωρίζουν ὁποῖον' 
κίνητρον διὰ τὴν µαθηµατικὴν ἔρευναν ἀποτελοῦν τὰ προβλήματα) πλη- 
ροῦται θαυμασίως ἀκὸ ἕνα κορυφαῖον ἐκιστήμονα, τὸν Διόφαντον. 
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Περὶ τῆς ζωῆς τοῦ Διοφάντου γνὠρίζοµεν ἀκόμη ὁλιγώτερα τῶν ὅσων 
ἠδυνήθημεν νὰ µάθωµεν περὶ Εὐκλείδου καὶ ᾽Απολλωνίου. Δυνάμεθα νὰ 
θεωροῦμεν ὡς βέβαιον ὅτι ἔζησε καὶ ἀπέθανεν εἰς ᾽Αλεξάνδρειαν, ὁ δὲ 
χρόνος τῆς ζωῆς του πρέπει νἁ τοποθετηθῇ ἐντὸς τοῦ χρονικοῦ διαστή- 
µατος ἀπὸ 200 π.Χ. µέχρι 400 μ.Χ., τοῦ ὁποίου τὸ µῆκος, βάσει διαφόρων 
ὑποθέσεων, δύναται περαιτέρω νά περιορισθῇ ἀπὸ τοῦ 150 π.Χ. μέχρι τοῦ 
250 μ.Χ. 

Τὸ κυριώτερον ἔργον του ἀποτελεῖται ἀπὸ µίαν ποικιλωτάτην συλλο- 
γὴν ἀριθμητικῶν προβλημάτων ὑπὸ τὸν τίτλον «Τὰ ΑἉριθμητικά», Αρχι- 
κῶς τὸ ἔργον τοῦτο περιελάμβανε δέκα τρία βιβλία, σήμερον ὅμως κατέχοµεν 
µόνον τὰ 6. Κατὰ τὴν γνώµην μερικῶν [στορικῶν, ἡ ἀπώλεια δὲν πρέπει 
νἁ θεωρεῖται τόσον σοβαρά ὅσον εἶναι ἡ διαφορά τῶν ἀριθμῶν 6 καὶ 13, 
διότι μερικά βιβλία ἐνδεχομένως ἐξηφανίσθησαν διὰ συγχώνεύσεως τῆς 
ὕλης των ὑπὸ πολὺ το.μηρῶν καὶ ἑλόγιστα εὐσυνειδήτων ἀντιγραφέων. 
Μία τοιαύτη παρηγορητικἡ ἐπιχειρηματολογία πόρρω ἀπύχει ἀπὸ τοῦ νἁ 
δύναται νὰ ὑποστηριχθῇ κατὰ τρόπον ἀναντίρρητον, διότι ἡ ἔρευνα τῶν 
διοφαντικῶν κωδίκων διδάσκει ὅτι αἱ προσβολαί, τὰς ὁποίας ὑπέστη τὸ 
ἔργον, ἀνάγονται εἰς τὸν ΧΙ καὶ ἴσως τὸν Χ αἰῶνα μ.Χ. 

Διὰ νά ἐκθέσῃη µεθοδικώτερον ὁ Διόφαντος τὴν ὕλην ποὺ ἀνέλαβε 
νἁ πραγµατευθῇ, ἔκαμε χρῆσιν ἑνὸς εἰδικοῦ συμβολισμοῦ (ὁ ὁποῖος θὰ 
ἠδύνατο νἁ χαρακτηρισθῇ ὡς στενογραφία) ἀσφαλῶς ἀρκετὰ ἀτελεστέρου 
ἐκείνου ποὺ χρησιμοποιοῦμεν σήμερον, [κανοῦ ὅμως νὰ κάµη τοὺς θαυ- 
µαστάς του νά θεωρήσουν τὸν Διόφαντον ὡς «πατέρα τῆς ἀλγέβρας». 
Λὲν αυντασσόµεθα μὲ τὴν ἄποψίν των, μολονότι ἀναγνωρίζομεν ὅτι οἱ 
χαρακτῆρες, τοὺς ὁποίους χρησιμοποιεῖ ὁ μέγας Ἕλλην μαθηματικός, διὰ 
νά παραστήσῃ τὴν µονάδα, τὸν ἄγνωστον καὶ τὰς δυνάμεις του, ἢ διὰ νὰ 
παραστήσῃ τὴν ἀφαίρεσιν ἡ τὴν ἰσότητα δύο ἐκφράσεων, ἀποτελοῦν τὴν 
ἐμβρυώδη µορφὴν τοῦ συμβολικοῦ συστήµατος, τὸ ὁποῖον Φδήγησε τὴν 
ἐπιστήμην τοῦ ὑπολογισμοῦ εἰς τὰς ὑψηλοτέρας της κατακτήσεις. Δὲν 
εἶναι δὲ ἄγνωστα εἰς τὸν Διόφαντον οὔτε ὁ νόμος τῶν ἐκθετῶν 


... . Ἔν Γι Ἡ ο νν 


(διὰ µ,ν, ἀκεραίους, θετικοὺς ἢ ἀρνητικοὺς), οὔτε ὁ κανὼν ὁ διδάσκων τὸ 
σημεῖον τῶν μερικῶν Ὑινοµένων ἀθροίσματος ἐπί διαφορἀν δύο τυχουσῶν 
ποσοτήτων. 

Διὰ νὰ καταστήσωµεν σαφεστέραν τὴν σκέψιν µας, ὅσον ἀφορᾶ τὴν 
γνώμην ὅτι ὁ Διόφαντος εἶναι ὁ γενάρχης τῆς μεγάλης |οἰκογενείας τῶν 
ἀλγεβριστῶν, πρέπει νὰ σημειώσῶμεν ὅτι ἀπὸ τοῦδε καὶ εἰς τὸ ἑξῆς ἄπο- 
δίδοµεν εἰς τὴν λέδιν «ἄλγεβρα» τὴν σηµασίαν τῆς ἐπιοτήμης, ἡ ὁποία 
συγκεντρώνει συστηματικῶς ὅλας τὰς μεθόδους τὰς χρησιμοποιουμένας 
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πρὸς λύσιν προβλημάτων μὲ ἀριθμητικά ἢ γενικά δεδοµένα καὶ μὲ ἁγνώ- 
στους τοῦ αὐτοῦ εἴδους, ὡς καὶ τὰς συναφεῖς θεωρίας, αἱ ὁποῖαι ὁδηγοῦν 
εἰς τὴν διατύπωσιν καὶ δικαιολογίαν τῶν, ᾿Επί πλέον υἱοβετοῦμεν τὴν 
ὑπὸ Νεικείπαπη προταθεῖσαν διάκρισιν τριῶν φάσεων ἀναστύξεως τῶν 
ἀλγεβρικῶν θεωριῶν, ἤτοι : 

Ι) Εἰς τὸ πρῶτον στάδιον͵ ἡ ἄλγεβρα δύναται νὰ ὀνομασθῇ ρητορική, 
ἀφοῦ λόγφ ἑλλείψεως παντὸς συμβολισμοῦ, οἱ ὑπολογισμοί γίνονται διά 
τοῦ λόγου. Τὰ ἀριθμητικά κείµενα τῶν νεο- πλατωνικῶν καὶ νεο -πυθαγο- 
ρικῶν σχολῶν ἀνήκουν εἷς τὸ κρῶτον τοῦτο εἶδος τῆς ἀλγέβρας. 

2) Εἰς τὸ δεύτερὀν της στάδιον, ἡ ἄλγεβρα δύναται νὰ ὀνομασθὴ 
συγκεκομµμμµένη, διότι χρησιμοποιεῖ γενικῶς τὸν λόγον, παρεμβάλλαυσα 
µόνον ἐδῶ καὶ ἐκεῖ συντοµογραφίας διά νὰ καταστήση τὴν πορθίαν τῶν 
συλλογισμῶν καὶ τῶν ὑπολογισμῶν εὐκολωτέραν καὶ συνοπτικώτέραν. 
᾿Ακριβῶς αὐτὴν τὴν νέαν φάσιν ἐξελίξεως ἐκφράζει ὁ Λιόφαντος. 

1) Εἰς τὸ τελευταῖον καὶ τελειότερον στήάδιον ἐξελίξεως, ἡ ἄλγεβρα 
δύναται νὰ ὀνομασθῇ αυμβολικἡ, καθ’ ὅσον χρησιμοποιεῖ εἰδικά σύμ- 
βολα διὰ νὰ παραστήση τὰ δεδοµένα καὶ τὰ ζητούμενα (τοὺς ἀγνώστους], 
ὡς ἐκίσης διὰ νὰ παραστήση τὰς διαφόρους πράξεις. Καὶ θὰ ἴδώμεν ὅτι 
ἔπρεπε ν’ ἀνέλθωμεν εἰς τὸν ΧΝΠ αἰῶνα προτοῦ δυνηθῇ ἡ ἄλγεβρα νά 
φθάση εἰς τὸ στάδιον τοῦτο τῆς ἐξελίξως. 


90. Ἐκ τῶν προβλημάτων, τὰ ὁποῖα πραγματεύεται ὁ ἀριθμητικὸς 
τῆς ᾽Αλεξανδρείας μερικὰ εἶναι πρώτου βαθμοῦ, ἄλλα δευτέρου βαθμοῦ 
καὶ ἕνα µόνον τοῦ τρίτου, Μερικἀ εἶναι Φρισμένα, ἄλλα ἀπροσδιόριστα. 
Τῶν τελευταίων τούτων ὁ Διόφαντος δὲν ἐρευνῇ τὰς ἀκεραίας καὶ θετικὰς 
λύσεις, ὅκως συνηθίζοµεν σήμερον, ἀλλὰ µόνον τὰς θετικὰς ρητὰς λύσεις, 
Τοῦτο προφανῶς καθιστᾷ τὴν ἔρευναν πολὺ εὐκολωτέραν καὶ ἀποδεικνύει 
ὅτι εἶναι πράγµατι ἀδικαιολόγητος ἡ ὀνομασία Διοφαντικὴ ἀνάλυσις, 
ἡ ὁποία ἐδόθη εἰς τὴν ἀπροσδιόριστον ἀνάλυσιν, ἀκόμη καὶ ἐκ μέρους 
ἐκείνων (καὶ ἀρκεῖ ν᾿ ἀναφέρωμεν τὸ ἔνδοξον ὄνομα τοῦ ΙαοοὈί) οἱ 
ὁποῖοι ἐγνώριζον κατὰ βάθος τὸ ἔργον τοῦ Διοφάντου. 

Μιὰ γενικὴ ἐπισκόπησις τῶν προβλημάτων ποὺ πραγματεύεται ὁ Διό- 
φαντος, φέρει εἷς φῶς, ὅτι δύνανται νὰ κατανεμηθοῦν εἰς ὁμάδας καὶ ὅτι 
τά στοιχεῖα ἑκάστου συνδέονται μεταξύ των μὸ προφανεῖς ἀναλογικὰς 
σχέσεις. ᾿Επὶ πλέον ὅτι ὅ Λιόφαντος δὲν ἐξήτασε πάντοτε ὅλα τὰ προ- 
βλήματα, τὰ ὁποῖα θὰ εἶχον δικαίωµα νὰ περιληφθοῦν εἰς τὴν ἰδίαν 
ὁμάδα, Κατὰ πόσον τὰ προκύπτοντα κενὰ εἶναι ἀποτέλεσμα ἑσκεμμένης 
ἑνεργείας τοῦ συγγραφέως ἤ ἐπεβλήθησαν εἰς τὸ κείµενον ἀπὸ ἀντιγρα- 
φεῖς μικρᾶς ἀξιοπιστίας, εἶναι σήμερον ἀδύνατον νὰ ἐξακριβώσωμεν. 

Α{ μέθοδοι, τὰς ὁποίας ἀκολουθεῖ ὁ μέγας Ἕλλην ἀριθμητικὸς διά τὴν 
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λύσιν τῶν ἐξεταζομένων προβλημάτων, δὲν ἐκτίθενται ὑπὸ τούτου μὲ ὄρους 
τενικούς, ἀλλ ἐφαρμόζονται ἁπλῶς ἀπὸ περιπτώσεως εἰς περίπτωσιν. 
᾿Επαφίεται λοικὸν εἰς τὸν ἀναγνώστην νὰ ἐξαγάγη ἓκ τῶν ἐφαρμογῶν 
γενικἀ συμκεράσµατα. Οὕτω βλέπομεν, ὅτι διὰ νὰ λύσῃ ἕνα πρόβλημα 
πρώτου βαθμοῦ μὲ ἕνα ἄγνωστον, προβαίνει περίπου κατὰ τὴν σύγχρονον 
µέβοδον τῆς συγκεντρώσεώς εἰς τὸ ἕνα µέλος τῆς ἐξισώσεῶως τῶν ὅρών ποὺ 
ἔχουν τὸν ἄγνωστον, εἰς δὲ τὸ ἄλλο µέλος τοὺς γνωστοὺς ὄρους. Τοιουτοτρό- 
κως τὸ πρόβληµι ἀνάγεται εἰς τὴν ἐκτέλεσιν μιᾶς διαιρέσεως ἢ εἰς τὴν 
ἀναζήτησιν μιᾶς τετάρτης ἀναλόγου., Ὅταν κατόπιν ὁ Διόφαντος ἐπιλαμβά- 
νεται προβλήματος ἀναγομένου εἰς ὠρισμένον σύστηµα γραμμικῶν ἐξι- 
σώσεων, συναντῷ µίαν δυσκολίαν ἄγνωστον εἰς ἡμᾶς, ἡ ὁποῖα προήρχετο 
ἐκ τοῦ γεγονότος ὅτι οὗτος διέθετε ἕνα µόνον σύμβολον πρὸς παρά- 
στασιν τῶν ἀγνώστων, Διὰ τὴν ὑπερνίκησιν τῆς δυσκολίας αὐτῆς ἐἑξό- 
φραζε τοὺς λοιποὺς ἀγνώστους συναρτήσει ἑνὸς προνομιούχου, ὁ ὁποῖος 
δὲν ἦτο πάντοτε ἵνας ἐξ ἐκείνων, ποὺ εἰσήρχοντο εἰς τὴν ἐκφώνησιν 
τοῦ προβλήματος, ἀλλὰ συχνὰ ἦτο Ένας βοηθητικὸς ἄγνωστος, ἐκλεγό- 
µενος εἰς ἑκάστην ἰδιαιτέραν περίπτώσιν. ᾿Ακριβῶς δὲ εἰς τὴν ἐκλογὴν 
τοιούτου βοηθητικοῦ ἀγνώστου ὅ Διόφαντος ἔδωσεν ἐξαιρετικά δείγματα 
εὐφυῖας καὶ γονιµότητος, τὰ ὁκοῖα ἴσως νά ἔφθασαν, ἀλλὰ δὲν ὑπερέ- 
βησαν οἱ μεταγενέστεροι μαθηματικοί. 

Εἶναι δυσκολώτερον νὰ ἐξαγάγωμεν κάποιον συμπερασμὀν γενικοῦ 
χαρακτῆρος, ὅσον ἀφορῷ τὰς λύσεις τῶν διοφαντικῶν προβλημάτων, αἱ 
ὁποῖαι ἰσοδυναμοῦν πρὸς λύσεις δευτεροβαθµίων ἐξισώσεων, ἀφοῦ π.χ. 
δὲν κατέστη ἀκόμη δυνατὸν νὰ µάθωµεν μετά βεβαιότητος, ἐὰν οὗτος 
ἐγνώρήε τὰς δύο ρίζας τῆς δευτεροβαθµίου ἐξισώσεως εἰς τὴν περίπτωσιν 
ποὺ εἶναι ἀμφότεραι θετικαί. Καὶ τὸ σκότος γίνεται µεγαλύτερον ὅσον 
ἀφορῇ τὸν τρόπον, τὸν ὁποῖον ἀκολουθεῖ διά ν᾿ ἀναγνωρίσῃ ὅτι ἡ κυ- 
βικἡ ἐδίσωσις: 

κ. ---ακα --- κ--- 1 -- κ -- 2κ-- 1 
ἔχει ρίζαν κ--4, μολονότι φαίνεται πιθανή ἡ ὑπόθεσις, ὅτι ἔφθασεν εἰς 
τὸ συμπέρασμα τοῦτο ἀφοῦ προηγουμένως ἔδωσεν εἰς αὐτὴν τὴν ἀκό- 
λουθον µορφήν: 
(κ. [1 - (κ.-- 1]. 


Ἡ ἰδία ποικιλία εὐφυεστάτων τεχνασµάτων, ποὺ ἀπαντᾶται εἰς τὴν 
λύσιν συστηµάτων πρώτου βαθμοῦ, ἐφαρμόζεται καὶ προκειµένου περὶ 
συστηµάτων ἠδισώσεων, τῶν ὁποίων µία τοὐλάχιστον εἶναι δευτεροβά- 
Βµιος, εἲς τρόπον ὥστε ἡ µελέτη τοῦ Διοφάντου νά εἶναι ἀκόμη καὶ σἡ- 
µερον πολὺ διδακτικἡ δι’ ἐκεῖνον ποὺ ἐπιθυμεῖ νὰ ἐξοικειωθῇ μὲ τὴν λύ- 
σιν τοιούτων συστηµάτων, 


154 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 


91. ᾿Απὸ ὅλα αὐτὰ δυνάµεθα νὰ συμπεράνωµεν, ὅτι κατὰ τὸν χειρι- 
σμὸν προβλημάτων ὡρισμένων, ὁ Διόφαντος ἐνεργεῖ κατὰ τρόπον μὴ δια- 
φέροντα ἐκείνου, τὸν ὁποῖον θὰ ἠκολούθει ἕνας σύγχρονος ἀλγεβριστής, 
᾽Αλλὰ τοῦτο δὲν δύναται νὰ ἐπαναληφθῇ προκειµένου περὶ τῶν ἀορί- 
στων προβλημάτων. Ἐν πρώτοις, ἑνῷ ἡμεῖς σήμερον εἰς τὰ προβλήµατα 
τοῦ εἴδους τούτου ἀπαιτοῦμεν τὴν γενικὴν λύσιν εἰς ἄκε- 
ραίους καὶ θετικοὺς ἀριθμούς, ὁ Ἕλλην μαθηματικὸς 
περιορίζεται ἓν γένει εἰς τὴν εὕρεσιν μιᾶς εἰδικῆς λύσεως εἰς 
ἀριθμοὺς ρητοὺς θετικούς, Οὕτώς ἑχόντων τῶν πραγμάτων, 
εἶναι φανερὸν ὅτι διὰ τὸν Διόφαντον δὲν ὑφίσταται πρόβλημα ἁπροσδιο- 
ρίστου ἀναλύσεως πρώτου βαθμοῦ, ἀφ᾿ ἧς στιγμῆς δοθείσης μιᾶς αὖθαι- 
ρέτου τιμῆς Χᾳ τοῦ ἀγνώστου κ. µικροτέρας τοῦ λόγου γ/α, ἡ ἐξίσωσις 

αχ βΥ-.γ 
ἐκαληθεύεται ἀπὸ τὸν ρητὸν θετικὀν ἀριθμόν : 


τπτ κα πα 
η; 

Όταν ὅμως μεταξὺ τῶν ἐξισώσεων τοῦ προβλήματος εὐρίσκῶώνται 
καὶ δευτεροβάθµιοι, ὁ Λιόφαντος δέχεται διὰ μερικοὺς ἀγνώστους ἐκφρά- 
σεις περιεχούσας ἕνα ἀόριστον, καὶ ἐκλέγει τούτους κατὰ τρόκον ὥστε. 
τὸ ὅλον νά εἶναι ρητόν. Π.Χ. εἰς τὴν ἐξίσώσιν 

κ -- γ) -- αἲ -- βή 
θέτει 
χ«λξ--α 
Ἱ-μξ--β 
ὅπου λ,µ αὐθαίρετοι σταθεραὶἰ καὶ Εξ µία προσδιοριστέα ποσύτης. 
Εὐρίσκει οὕτω 
λα. μβ 
11 -- μὲ 


καὶ τότε οἱ ἄγνωστοι κ, Υ προκύπτουν ρητοί, Μᾶς εἶναι ἀδύνατον νὰ 
μνημονεύσωμεν τὰς ποικίλας µορφάς, ὑπὸ τὰς ὁκοίας ὁ Διόφαστος ἐφαρ- 
µόζει τὴν ἰδέαν αὑτήν, ἂν καὶ παρέχουν ἰσάριθμα δείγµατα ἁπαραμίλ- 
λου δεξιοτεχνίας εἰς τοὺς ὑπολογισμούς, Θ᾽ ἀρκεσθῶμεν μᾶλλον εἰς τὸ νὰ 
παρατηρήσωµεν ὅτι πλεῖστα τῶν διοφαντικῶν προβλημάτων ὁδηγοῦν εἰς 
τὸ ἀκόλουθον γενικὸν πρόβλημα: Δοθεισῶν δύο ἀλγεβρικῶν ρητῶν ἄκε- 
ραίων συναρτήσεων πρώτου ἢ δευτέρου βαθμοῦ μὲ ἕνα ἄγνωστον, νὰ 
προσδιορισθῇ µία τιµἠ τούτου, διὰ τὴν ὁποίαν αἱ δύο συναρτήσεις ν᾿ 
ἀποκτοῦν τετραγωνικὰς τιµάς. Ἡ λύσις μιᾶς τοιναύτης «διπλοϊσότητος». 


ξ-2 


Ἡ Τέχνη τοῦ ᾿Αριθμητικοῦ Λογισμοῦ κλπ. 155- 


εἰς τὸ πεδίον τῶν ἀκεραίων ἀριθμῶν εἶναι ἐπιχείρησις ἀρκετά δυσχερής, 
ἀλλὰ καὶ εἰς τὸ πεδίον τῶν ρητῶν ἀριθμῶν παρουσιάζει τεραστίας δυσκο- 
λίας, τὰς ὁποίας ὁ ἴδιος ὁ Διόφαντος δὲν ἠδυνήθη νὰ ὑπερνικήσῃ παρὰ 
µόνον εἰς εἰδικὰς περικτώσεις, καταφεύγων μάλιστα ἑνίοτε εἰς τὴν ὑπ 
αὐτοῦ ὀνομασθεῖσαν ακροσεγγιστικἠν µέθοδον», ἡ ὁποία ἀποτελεῖ µίαν 
µορφὴν τοῦ κανόνος τῆς «αὐθαιρέτου ἀφετηρίας» (Βεμυία Γαἱς!). 

Παραδείγματα δικλῶν ἰσοτήτων ἀπαντῶνται εἰς τὸ ΧΙ βιβλίον τοῦ 
ὑπὸ ἐξέτασιν ἔργου, τὸ βιβλίον δὲ τοῦτο κατ ἀντίβεσιν πρὸς τὰ προη- 
γούμενα παρουσιάζει ἀπόλυτον ἑνότητα καὶ ἀποσκοπεα εἰς τὴν κατα- 
σκευὴν τριγώνῶν ὀρθογωνίων μὲ πλευρὰς μετρουμένας ὑπὸ ρητῶν ἀρι- 
θμῶν πληρούντων ὠρισμένας συνθήκας. Π.χ. τὴν συνθήκην, ὅπως ἡ διχο- 
τόµος τῆς ὀρθῆς γωνίας ἐκφράζηται ἐπίσης διὰ ρητοῦ ἀριθμοῦ ἢ ὅπως τὸ 
ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου προσλαβὀὸν «τὸν ἐν ἑκατέρᾳ τῶν ὀρθῶν, ποιῇ 
τετράγωνον» α, 

Ας σηµειωθῆ τέλος, ὅτι μεταξὺ τῶν προβλημάτων τὰ ὁποῖα πραγµα- 
τεύεται ὁ Διόφαντος, ἕνα µόνον ἔχει συνάφεναν μὲ τὸν πρακτικὀν βίον, 
τὸ ἀκόλουθον: «Ἠγόρασέ τις δὺο εἴδη οἴνου, ἐκ μὲν τοῦ ἑνὸς τὸν χοέα 
πρὸς 8 δραχμάς, ἐκ δὲ τοῦ ἄλλου τὸν χοέα πρὸς 5 δραχμάς καὶ εἶπεν 
ὅτι ἡ τιµἠ τοῦ ὅλου νὰ εἶναι τετράγωνος ἀριθμός, ὁ ὁποῖος, προστιθέ- 
µενος εἰς τὸ 60 ἐσχημότιζε τετράγωνον ἀριθμόν, τοῦ ὁποίου ἡ τετραγω- 
νικἡ ρίζα ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν χοέων. Νά εὑρεθοῦν οἱ ὀκτά- 
ὅραχμοι χοεῖς» "5, 


92 Τὰ Αριθμητικά τοῦ Δισφάντου εἶναι ἄξια πολλῆς προ- 
σοχῆς καὶ µελέτης ὄχι µόνον διά τὸ θέλγητρον τῶν περιεχομένων προ” 
βλημάτων καὶ τὴν ἀξίαν τῶν μεθόδων λύσεως αὐτῶν, ἀλλ ἀκόμη διότι 
διδασκόµεθα πλῆθος ἀριθμητικῶν θεωρηµάτων, τὰ ὁποῖα δὲν ἀπαντῶνταν 
εἰς ἀρχαιοτέρους συγγραφεῖς. ᾽Αναφέρομεν κ.χ. τὰ ἐδῆς: 

Ι. Τὸ τετράγώνον δύο ἀριθμῶν, ὧν ἕκαστος εἶναι ἄθροισμα δύο τετρα- 
γώνων, δύναται νὰ ἐκφρασθῇ κατὰ δύο διαφόρους τρόπους ὡς ἄβροισμα 
δύο τετραγώνων, 

π. Ἡ διπλοϊσότης ἡ ἔχουσα ὡς πρῶτα µέλη αικ--βι, αικ--βι λὐδ- 
ται ὅταν Β,, βι ἀριθμοί τετράγωνοι. 

ΠΙ. 'Εὰν Ία 3-1 εἶναι ἄθροισμα τριῶν τετραγώνων, ὁ ἀριθμὸς α δὲν 
δύναται νὰ εἶναι τῆς μορφῆς δη --2. 

ΙΝΥ,. Κάθε ἀριθμὸς ἴσος πρὸς τὸ ἄθροισμα δύο κύβων δύναται νὰ ἐκ- 
φρασθῇ ἐπκίσης ὡς διαφορά δύο κύβων ἤ, μὲ ἄλλας λέδεις, ἕνας κύβος 
δύναται ν᾿ ἀναλοθῇ εἰς ἄθροισμα τριῶν ἄλλων. 

Ἔξ ἄλλου ἀπό ἕνα χωρίον τοῦ Διοφάντου φαίνεται, ὅτι οὗτος εἶχε. 


[56 Ἱστορία τῶν τῶν Μαθηματικῶν 


ο ο  - - - ---------. ---. -------------- 


διαίσθησιν τῆς ἰδιότητος, καθ’ ἣν κᾶς ἀριθμὸς ἀκέραιος δύναται νὰ ἐκ- 
«φρασθῇῃ ὡς ἄῆροισμα τὸ πολὺ τεσσάρων τετραγώνων. 

Ἡ ἀπουσία ἐκ τῆς µαθηµατικῆς Ἰραμµατείας κειμένων τοῦ εἴδους 
τῶν Ἀριθμητικῶν τοῦ Διοφάντου, ὀρχαιοτέρας ἐποχῆς, ἡ ἐξαφά- 
νισις ἐπαρκῶν σχολίων (τὰ δύο πρῶτα βιβλία εὗρον ἕνα ὑπομνηματιστήν 
κατὰ τὸν ΧΙ αἰῶνα ἐν τῷ προσώπφ τοῦ Μαξίμου Πλανούδη, περὶ τοῦ 
ὁποίου θὰ ὁμιλήσωμεν βραδύτερον ἐν ἃ 95, ἑνῷ ἀγνοοῦμεν τελείως τὴν 
ἕκτασιν παροµοίας ἐργασίας ὀφειλομένης εἰς τὴν Ὑπατίαν), ὡς καὶ ἡ 
λήθη ποὺ ἐκάλυψε τὸν Διόφαντον ἐκ τῆς ἑλλείψεως προσώπων [κανῶν 
νὰ κατανοήσουν τὸ ἔργον του, ἀποτελοῦν ἰσάριθμα θλιβερὰ περιστατικά, 
διότι καθιστοῦν ἀδύνατον τὴν ἀκριβῃῆ ἐκτίμησιν τοῦ βαθμοῦ τῆς πρωτο- 
τυπίας τοῦ ἐν λόγφ ἔργου. Πρέπει ἐν τούτοις νά παρατηρήσωμεν, ὅτι 
ἀπὸ μερικὰς φράσεις τοῦ Διοφάντου ἀγόμεθα εἰς τὸ συμπέρασμα, ὅτι τὸ 
ἔργον του δὲν εἶναι ἐξ ὁλοκλήρου νέον, ἀλλ’ ὅτι ἀποτελεῖ συγκέντρωσιν 
προὐπάρχοντος (λικοῦ, τὸ ὁποῖον οὗτος ἐπεξειργάσθη καὶ ἐτελειοποίησε 
μὲ τοιαύτην ἐπιμέλειαν εἰς τρόπον, ὥστε νά δυνηθῇ νὰ συνῄέσῃ ἕνα σύ- 
νολον μεγίστης ὠφελιμότητος διά τοὺς φιλομαθεῖς. 

Ἡ ὀλίγον αὐστηρά αὐτὴ κρίσις εὑρίσκει, ὅπως λάγουν μερικοί, ἔπι- 
βεβαίωσιν εἰς ὅ,τι ἀπέμεινε σήµερον ἀπὸ ἵνα μικρὸν ἔργον τοῦ Διοφάν- 
του περὶ κολυγώνων ἀριθμῶν, εἰς τὸ ὁποῖον δὲν περιέχον- 
ται θέµατα ἢ µέβοδοι πρὠτότυκοι, ἀλλ' ἡ ἐκ τῶν Στοιχείων τοῦ 
Εὐκλείδου γνωστὴ γεωμετρικἡ ἄλγεβρα ἐφαρμόζεται εἰς µίαν διωρθωµένην 
καὶ βελτιωμένην ἀνάκτυξιν μιᾶς θεωρίας ἡ ὁποία περιελαμβάνετο εἰς 
ἀπολεσθὲν σήμερον κείµενον τοῦ Ὑψικλέους τοῦ ᾽Αλεξανδρέως (ὁ 52). 

Σκεύδομεν παρὰ ταῦτα νἁ σημειώσωμεν, ὅτι ἡ ἐκ τῆς διαπιστώσεως 
ταύτης ἐξαγωγὴ συµπεράσµατος, ὅτι ὁ Διόφαντος ὑπῆρξε τάχα κάτι 
περισσότερον ἑνὸς ἐρανιστοῦ, δὲν ἀποτελεῖ κρίσιν ἐπαρκῶς θεμελιώμέ- 
νην, διότι δὲν ἑλλείπουν εἰς τὴν ἱστορίαν τῆς ἀνθρωπίνης σκέψεως παρα- 
«δείγµατα πρωτοτύπων ἐρευνητῶν, οἱ ὁποῖοι εἰς τὴν αὐγὴν ἢ τὴν δύσιν 
τῆς σταδιοδρομίας των δὲν ἐθεώρησαν ἀσχολίαν καταωτέραν ἑαυτῶν τὴν 
συγγραφἠὴν θεωριῶν, αἵ ὁποῖαι δὲν ἔφερον τὴν σφραγίδα τῆς ἰδικῆς 
των ἐμπνηύσεως, Διά τοῦτο, καθ ἡμᾶς, τὸ πρόβλημα τῆς πρωτοτυπίας τοῦ 
Διοφάντου, ὅκως συμβαίνει καὶ μὲ τὰ ἀφορῶντα τὴν ζωήν του, καλύπτεται, 
μέχρι τῆς στιγμῆς, ἀπό ἀνεξιχνίαστον σκότος, 


᾿Αριθμητικὰ παίγνια τῶν Ἑλλήνων 


93. Ὁ ἄκρος σκεπτικισμός, ποὺ ὑπαγορεύει αὐτὰς τὰς λέξεις, θὰ 
προκαλέσῃ ἴσως ἔκπληξιν εἰς ἐκείνους, οἱ ὁποῖοι ἐνθυμοῦνται ὅσα ἔχουν 


[56 Ἱστορία τῶν τῶν Μαθηματικῶν 


ο ο  - - - ---------. ---. -------------- 


διαίσθησιν τῆς ἰδιότητος, καθ’ ἣν κᾶς ἀριθμὸς ἀκέραιος δύναται νὰ ἐκ- 
«φρασθῇῃ ὡς ἄῆροισμα τὸ πολὺ τεσσάρων τετραγώνων. 

Ἡ ἀπουσία ἐκ τῆς µαθηµατικῆς Ἰραμµατείας κειμένων τοῦ εἴδους 
τῶν Ἀριθμητικῶν τοῦ Διοφάντου, ὀρχαιοτέρας ἐποχῆς, ἡ ἐξαφά- 
νισις ἐπαρκῶν σχολίων (τὰ δύο πρῶτα βιβλία εὗρον ἕνα ὑπομνηματιστήν 
κατὰ τὸν ΧΙ αἰῶνα ἐν τῷ προσώπφ τοῦ Μαξίμου Πλανούδη, περὶ τοῦ 
ὁποίου θὰ ὁμιλήσωμεν βραδύτερον ἐν ἃ 95, ἑνῷ ἀγνοοῦμεν τελείως τὴν 
ἕκτασιν παροµοίας ἐργασίας ὀφειλομένης εἰς τὴν Ὑπατίαν), ὡς καὶ ἡ 
λήθη ποὺ ἐκάλυψε τὸν Διόφαντον ἐκ τῆς ἑλλείψεως προσώπων [κανῶν 
νὰ κατανοήσουν τὸ ἔργον του, ἀποτελοῦν ἰσάριθμα θλιβερὰ περιστατικά, 
διότι καθιστοῦν ἀδύνατον τὴν ἀκριβῃῆ ἐκτίμησιν τοῦ βαθμοῦ τῆς πρωτο- 
τυπίας τοῦ ἐν λόγφ ἔργου. Πρέπει ἐν τούτοις νά παρατηρήσωμεν, ὅτι 
ἀπὸ μερικὰς φράσεις τοῦ Διοφάντου ἀγόμεθα εἰς τὸ συμπέρασμα, ὅτι τὸ 
ἔργον του δὲν εἶναι ἐξ ὁλοκλήρου νέον, ἀλλ’ ὅτι ἀποτελεῖ συγκέντρωσιν 
προὐπάρχοντος (λικοῦ, τὸ ὁποῖον οὗτος ἐπεξειργάσθη καὶ ἐτελειοποίησε 
μὲ τοιαύτην ἐπιμέλειαν εἰς τρόπον, ὥστε νά δυνηθῇ νὰ συνῄέσῃ ἕνα σύ- 
νολον μεγίστης ὠφελιμότητος διά τοὺς φιλομαθεῖς. 

Ἡ ὀλίγον αὐστηρά αὐτὴ κρίσις εὑρίσκει, ὅπως λάγουν μερικοί, ἔπι- 
βεβαίωσιν εἰς ὅ,τι ἀπέμεινε σήµερον ἀπὸ ἵνα μικρὸν ἔργον τοῦ Διοφάν- 
του περὶ κολυγώνων ἀριθμῶν, εἰς τὸ ὁποῖον δὲν περιέχον- 
ται θέµατα ἢ µέβοδοι πρὠτότυκοι, ἀλλ' ἡ ἐκ τῶν Στοιχείων τοῦ 
Εὐκλείδου γνωστὴ γεωμετρικἡ ἄλγεβρα ἐφαρμόζεται εἰς µίαν διωρθωµένην 
καὶ βελτιωμένην ἀνάκτυξιν μιᾶς θεωρίας ἡ ὁποία περιελαμβάνετο εἰς 
ἀπολεσθὲν σήμερον κείµενον τοῦ Ὑψικλέους τοῦ ᾽Αλεξανδρέως (ὁ 52). 

Σκεύδομεν παρὰ ταῦτα νἁ σημειώσωμεν, ὅτι ἡ ἐκ τῆς διαπιστώσεως 
ταύτης ἐξαγωγὴ συµπεράσµατος, ὅτι ὁ Διόφαντος ὑπῆρξε τάχα κάτι 
περισσότερον ἑνὸς ἐρανιστοῦ, δὲν ἀποτελεῖ κρίσιν ἐπαρκῶς θεμελιώμέ- 
νην, διότι δὲν ἑλλείπουν εἰς τὴν ἱστορίαν τῆς ἀνθρωπίνης σκέψεως παρα- 
«δείγµατα πρωτοτύπων ἐρευνητῶν, οἱ ὁποῖοι εἰς τὴν αὐγὴν ἢ τὴν δύσιν 
τῆς σταδιοδρομίας των δὲν ἐθεώρησαν ἀσχολίαν καταωτέραν ἑαυτῶν τὴν 
συγγραφἠὴν θεωριῶν, αἵ ὁποῖαι δὲν ἔφερον τὴν σφραγίδα τῆς ἰδικῆς 
των ἐμπνηύσεως, Διά τοῦτο, καθ ἡμᾶς, τὸ πρόβλημα τῆς πρωτοτυπίας τοῦ 
Διοφάντου, ὅκως συμβαίνει καὶ μὲ τὰ ἀφορῶντα τὴν ζωήν του, καλύπτεται, 
μέχρι τῆς στιγμῆς, ἀπό ἀνεξιχνίαστον σκότος, 


᾿Αριθμητικὰ παίγνια τῶν Ἑλλήνων 


93. Ὁ ἄκρος σκεπτικισμός, ποὺ ὑπαγορεύει αὐτὰς τὰς λέξεις, θὰ 
προκαλέσῃ ἴσως ἔκπληξιν εἰς ἐκείνους, οἱ ὁποῖοι ἐνθυμοῦνται ὅσα ἔχουν 


Ἠ Τέχνη τοῦ ᾿Αριθμητικοῦ Λογισμοῦ κλπ. 127 


ο --ᾱ 


διαβάσει εἰς µερικάς συγχρόνους συλλογὰς ἀριθμητικῶν προβλημάτων, 
ὅτι δηλαδἡ ἐπὶ τοῦ τάφου τοῦ Διοφάντου εἶχον γραφῇ τὰ ἑξῆς: 


αΟδτός τοι Διόφαντο» ἔχει τάφος’ ἆ µέγα θαὔμα, 
καὶ τάφος ἐκ τέχνης µέτρα βίοιο λέγει 
ἕκτην Μουρίζειν βιότου θεὸς ὥπασε µοίρην' 
κάτην ὃ' ἐπιθεὶς µῆλα πάρεν χλοάειν' 
τῇ ὃ ἂρ' ἐφ' ἑβδομάτῃ τὸ γαµήλιον ἦψατο φέγγος, 
ἐκ δὲ γάµων πέµπτῳ παῖδ ἐπένενσεν ἔτει' 
αἵ αἵ τηλύγετον δειλὸν τέκος, ἥμισυ πατρὸς 
τοῦδε καὶ ᾗ κουερὸς µέτρον ἑλὼν βιότου. 
πένθος δ' αὔ πισύρεσσι παρηγορέων ἐνιαντοῖς, 
τῇδε πόσου σοφίῃ τέρμ᾽ ἐπέρησε βίου "'. 


Θά ἔπρεχε λοιπὸν νά θεωρεῖται, κατόπιν τούτου, ὡς θεμελιωμένον τὸ 
γεγονός, ὅτι ὁ περὶ οὗ ὁ λόγος μαθηματικὸς ἐξῆλθε τῆς παιδικῆς ἡλικίας 
Ι4 ἐτῶν, ἔγινεν ἔφηβος εἰς ἡλικίαν 2ἱ ἐτῶν, ἐνυμφεύθη 323 ἐτῶν, ἔγινε 
πατὴρ 38 ἐτῶν, ἔχασε τὸν υἱόν του εἰς ἡλικίαν 50 ἐτῶν καὶ μετὰ τετρα” 
ετίαν ἀπέθανε, ᾽Αλλὰ τὸ περίεργον αὐτὸ αἴνιγμα, τοῦ ὁποίου ἡ λύσις. 
ὁρίζει τὰ στάδια τῆς ἐπιγείου σταδιοδροµίας τοῦ Διοφάντου, ἐλήφθη ἀπὸ- 
τὴν Ἑλληνικὴν ᾿Ανθολογίαν, δηλαδὴ µίαν συλλογὴν συγγραφεῖ- 
σαν ἀπὸ κάποιον Μητρόδωρον (μεταξὺ τέλους τοῦ Ἡ αἰῶνος καὶ ἀρχῶν 
τοῦ ἩΙ αἰῶνος μ.Χ.) μὲ τὸν ἀξιέπαινον σκοκὸν νὰ προσφέρῃ εἰς τοὺς 
συμπατριώτας του ἕνα σύνολον ἑλκυστικῶν ἀριθμητικῶν προβλημάτων: 
ποικίλου περιεχοµένου, χωρὶς ὅμως τὴν ἀξίωσιν τῆς παροχῆς ἡγγνημένων 
ἱστορικῶν κληροφοριῶν. "Αλλωστε τὰ δεδοµένα τοῦ ἀνωτέρω προβλήματος 
ἔχουν τόσον ἐπιτυχῶς συνδυασθὴ, ὥστε νὰ δίδουν πιστευτὴν εἰκόνα τῶν πα- 
ῥραδοξοτήτων τῆς ἀνθρωπίνης ζωῆς. Διὰ τοῦτο εἶναι ἄξιον συστάσεώς νὰ 
μή λαμβάνωνται ὑπὸ σοβαρἀν ἔποψιν αἱ πληροφορίαι τοῦ προβλήματος. 

Αντιθέτως ὅμως, ὁ ἱστορικὸς τῶν μαθηματικῶν ὀφείλει νὰ στρέψῃ 
τὴν προσοχήν του εἰς τό σύνολον τῶν προβλημάτων, τὰ ὁποῖα περιέχον- 
ται εἰς τὴν Ἑλληνικὴν ᾽Ανθολογίαν, διότι, παρ’ ὅλην τὴν ἁπλό- 
τητα τῆς ἐκφωνήσεώς των, χρησιμεύουν ἄριστα εἰς τὸ νὰ ἐκτιμήσωμεν 
τὸ ὄψος τῶν ἀριθμητικῶν γνώσεων, τὰς ὁποίας κατεῖχεν ὁ ἑλληνικὸς λαός, 
μεταξὺ τῶν ἄλλων τίτλων ἐπιστημονικῆς εὐγενείας ποὺ τοῦ ἀνήκουν, 

Μερικἀ τῶν προβλημάτων τούτων λύονται μὲ ἁπλᾶς ἐφαρμογὰς τῶν 
πρώτων ἀριθμητικῶν πράξεων. "Αλλα ἀνάγονται εἰς τὸν μεορισμὸν ἑνὸς 
ποσοῦ εἰς µέρη ἀνάλογα πρὸς δοθέντας ἀριθμούς. "Αλλα ἀποτελοῦν δια- 
φόρους μορφὰς τοῦ «προβλήματος τῶν κρουνῶν», τὸ ὁποῖον ἀκόμη σήµε- 
ρον δὲν λείπει ἀπὸ τὰ σχολικἀ ὀγχειρίδια, καὶ ἕνα λώεται δι ἔφαρμο- 
γῆς τοῦ «Θυμαριδείου ἐπανθήματος» (ϐ 84). 
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Μία ἀξιοσημείώτος ὁμὰς προβλημάτων ἅγει εἰς συστήµατα ὠρισμένα 
ν (ν ΣΤ) γραμμικῶν ἐξισώσεων. Τοιοῦτον εἶναι καὶ τὸ ἀναφερόμενον εἰς 
τὸν Διόφαντον. Παρόμοιον ἐπίσης καὶ τὸ ἀκόλουθον, ἄγνωστον διὰ ποῖον 
λόγον (ἐὰν ὑπάρχη) ἀποδιδόμενον εἰς τὸν Εὐκλείδη : 


«"Ημίονος καὶ ὄνος φέρουσαι σῖτον ἔβαινον' 
αὐτὰρ ὄνος στενάχιζεν ἐπ ἄχθεῖ φόρτου ἐοῖς, 
τὴν δὲ βαρυστενάχουσαν ἰδοῦσ᾽ ἐρέειτεν ἐκείνη. 
Μίήτερ τὶ κλαίουσ᾽ ὀλοφύρεαι, ηῦτε κούρη] 

εἰ µέτρον ἓν μοὶ δοίης, δωιλάσιον σέθεν ἡρα" 

εἰ δὲ ἓν ἀντιλάβοις, πάντως ἱσότητα φυλάξεις. 
Εἰπὲ τὸ µέτρον, ἄριστε γεωμετρίης ἐπίιστορ.» "'. 


94. ᾽Αλλὰ τὸ ὁραιότερον καὶ δυσκολώτερον ἐκ τῶν προβλημάτων 
τῶν περιεχομένων εἰς τὴν περὶ ἧς ὁ λόγος συλλογὴν (τόσον δύσκολον 
εἰς τὴν λύσιν καὶ κατανόησίν του, ὥστε ἀπεκλείσθη ἀπό τὰς κρώτας 
ἐκδόσεις) εἶναι τὸ ἀποδιδόμενον εἰς τὸν ᾿Αρχιμήδη «βοεικὸν πρύ- 
βλη μα», ἀποσταλὲν ὑπὸ τούτου πρὸς τὸν ἐπιστήθιον φίλον του Ἔρατο- 
σθένην τὸν Κυρηναῖον. Θεωροῦμεν ἐπιβαλλομένην ὑποχρέωσιν ν᾿ ἀναφά- 
δωµεν ἐδῶ τὴν πλήρη ἐκφώνησιν τοῦ προβλήματος : 


« Πληθὺν ᾿Ηελίοιο βοῶν, ὢ ξεῖνε, µέτρησον 
φθοντίδ' ἐπιστήσας, εἰ µετέχεις σοφίης, 
πόσση ἄρ᾽ ἐν πεδίοις Σικελῆς ποτ’ ἑβόσκετο» νήσου 
Θρωακίης τετραχῇ στίφεα ὁασσαμένη 

ὅ αχροιὴν ἀλλάσσοντα τὸ μὲν λουκοῖο γάλακτος 
κωανέῳ δ᾽’ ἕτερον χρώματι λαμπόμενον, 
ἄλλο νε μὲν ξανθόν, τὸ δὲ ποικίλοι, ἔν δ' ἑκάστῳ 
στίφει ἔσαν ταῦροι πλήθεσι βριθόµενοι 
συμµετρίης τοιῆσδε τετενχότες ἀργότριχας μὲν 

10 κνανέων ταύρων ἡμίσει ἠδὲ τρίτῳ 

καὶ ξανθοῖς σύμπασιν ἴσους, ὦ ξεῖνε, »όησο», 
αὐτὰρ κυανέους τῷ τετράτῳ τε μέρει 


16 ἀργενῶν ταύρων ἕκτῳ µέρει ἑβδομάτῳ τε 
καὶ ξανθοῖς αὐτοὺς πᾶσιν ἰσαξομένους, 
Θηλείαισι δὲ βουσὶ τάδ' ἔπλετο' λευκότρίχες μὲν 
ἦσαν συµπάσης κυανέης ἀγέλης 
τῷ τριτάτῳ τε μέρει καὶ τετράτῳ ἀτρεκὲς ἴσαι. 
20 Αὐτὰρ κυάνεαι τῷ τετράτῳ τε πάλιν 
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μμὸν καὶ πέµπτῳ ὁμοῦ μέρει ἰσάζοντο 
σὺν ταύροις πάσαις εἰς νομὸν ἐρχομέναις, 
Ξωθοτρίχω» ὁ᾽ ἀγέλης πέµπτῳ μέρει δὲ καὶ ἕκτῳ 
ποικίλαι ἱσάριθμον πλήβος ἔχον τετραχῇ. 
2 «Ξανθαὶ ὃ' ἠριθμεῦντο µέρους τρίτου ἡμίσει ἴσαι 
ἀργεννῆς ἀγέλης ἑβδομάτῳ τε µέρει. 
Εεῖνε, σὺ δ' "ΗΕ ελίοιο βόες πόσαι ἀτρεκὲς εἰπώ», 
χωρὶς μὲν ταύρων ζατροφέων ἀριθμό», 
χωρὶς ὃ) αὖ, θήλειαι ὅσαι κατὰ χροιὰν ἕκασται, 
0 οὐκ ἄιδρίς παμε: οὐδ' ἀριθμὸν ἁδαής, 
οὐ µήν πω γε σοφοῖς ἐναρίθμιος. ᾿Αλλ’ ἴδι φράζευ 
καὶ τάδε πάντα βοῶν ᾿ Ηελίοιο πάθη. 
᾿Αργότριχες ταῦροι μὲν ἐπεὶ µιξαίατο πληθὺν 
πνανέοις, ἵσταντ᾽ ἔμπεδον ἰσόμετροι 
ὅδ κ λαπεκμόμι μι τὰ δ' αὔ περιµήκεα πάντη 


ἵσταντ᾽ ἀμβολάδην ἐξ ἑνὸς ἀρχόμενοι 
σχῆμα τελειοῦντες τὸ τρικράσπεδον οὔτε προσόντων 
40 ἀλλοχρύων ταύρων οὔτ' ἐπιλειπομένων 
Ταῦτα συνεξειυρὼν καὶ ἐνὶ πραπίδεσσιν ἀδβροίσας 
καὶ πληθέων ἀποδούς, ξεῖνε, τὰ πάντα µέτρα 
ἔρχεο κυδιόων γικηφόρος ἴσθι τε πάντως 
πεπριµένος ταύτῃ γΥ᾿ ὅμπνιος ἐν συφίῃν 5. 
Διὰ νὰ ἐκτιμήσωμεν τὸν βαθμὸν τῆς δυσκολίας τοῦ προβλήματος 
τούτου ἂς σηµειωθῆ ὅτι, ἂν παραστήσωµεν μὲ υ0,χ,γ,2 τοὺς ἀριθμοὺς 


τῶν ταύρων καὶ νυν’, χ’, Υ΄, Χ, ἐκείνους τῶν ἀγελάδων ἑκάστης ὁμάδος, αἱ 
συνθῆκαι τοῦ προβλήματος μεταφράζονται εἰς τὰς ἀκολούθους ἐδισώσεις : 


υ. (: Ἕ 5) χ ΕΥ υ'-- (ς . 5) (κκ) 
α(ς-- 5) ε1ὐ χ- ο (ασ) 


το τ)ν σος) (1) 


160 | Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 


υ κ ρ 
εκ α 439) 
2 
Ἐπειδὴ οἱ ἄγνωστοι πρέπει νά ἔχουν ἀκεραίας τιµάς, ἐκ τῶν ἑκτὰ 
πρώτων ἐδισώσεων συνάγεται ὅτι αἱ ἐν λόγῳ τιµαὶ πρέπει νὰ εἶναι τῆς 
μορφῆς. 
υ-- 1034664821 υ΄ -7206360 λ. 
χ-.Ἰ4605]4 λ κ᾿ «4891246 λ, 
Υ--4069107 λ γ'««439211λ 
Σ”--Τ455060 λ Ἱ --ᾱδΙθ20λ 


Αν λάβωμεν ὑπ' ὄψιν τὴν προτελευταίαν συνθήκην τοῦ προβλήματος, 
βλέπομεν ὅτι ὁ λ. πρέπει νὰ ἔχῃ τὴν μορφὴν 445.74953, 
Τέλος ἡ τελευταία συνθήκη, ἂν θέσωµεν 2ᾳή-]1 --ι, 2.46051ξ κα, ἄγει 
εἰς τὴν ἀκόλουθον σχέσιν μεταξὺ { καὶ 
. «4129494 μυ... |, 


Ἡ σχέσις αὕτη ἀνήκει εἰς τὴν κατηγορίαν τῶν ἐξισώσεωών, αἱ ὁποῖαι 
κοινῶς, καίτοι ἀτόπως, ὀνομάζονται «ἐξισώσεις τοῦ Ρε». Πρόκειται τώρα 
νά εὑρεθῇ µία λύσις τοιαύτη, ὥστε τὸ α΄ νἁ εἶναι πολλαπλάσιον τοῦ 
24657. Εἰς τὴν ἑλαχίστην τῶν λύσεων τούτων, ἀντιστοιχεῖ ἕνας ἀριθμὸς 
βοῶν τοῦ 'Ἠλίου ἐκφραζόμενος ἀπὸ τὸν ἀριθμὸν 7766 ἀκολουθούμενον 
ὑπὸ 206541 μηδενικῶν καὶ διά νὰ γράψωμεν τὰς τιμὰς ὅλων τῶν ἁγνώ- 

στων τοῦ προβλήματος --- ὑπολογίζοντες 2500 ψηφία ἀνὰ σελίδα, ὅπως 
Ἐν ἤδη εἰς τὸν Ὑαμμίτην (ῷ 50) -- θὰ ἐχρειάζετο νὰ γεμίσωµεν 
ἕνα τόμον 660 σελίδων 8ου σχήματος”. 

᾽᾿Απὸ τὸ σύντομον αὐτὸ διάγραµµα τῆς λύσεως, ἡ ὁποία οὐδεὶς θὰ 
τολμήση νὰ ἰσχυρισθῇ ὅτι ὑπορέβαινε τὰς δυνάµεις ἑνὸς ᾿Αρχιμήδους, 
προκύπτει πόσον ἐξέχουσα ἦτο ἡ σηµασία τοῦ προβλήματος καὶ πόσον 
δικαιολογημένη ἦτο ἡ ὑπὸ τῶν ἀρχαίων χρησιµοποίΐησις τῆς φράσεως 
«βοεικὸν πρόβλημα», προκειµένου νὰ χαρακτηρίσουν γενικῶς οἰονδήποτε 
ζήτημα παρουσιάζον ἀπελκιστικὴν δυσκολίαν. 

Τοιαύτης φύσεως πρόβλημα, προστιθέµενον εἰς τὰς ἄλλας ἱστορικὰς 
πληροφορίας ποὺ ἐδώσαμεν σχετικῶς μὲ τὴν ἕκτασιν τῆς ἀριθμητικῆς 
ἐπιστήμης τῶν Ἑλλήνων, δὲν ἀποδεικνύει τίποτε ἄλλο παρὰ ὅτι ὁ λαὸς 


” Δύναται νὰ κροστεθῇ ὅτι ἐπειδὴ δὲν ἁρκεί ἡ χωρητικότης τῆς Σικελίας νὰ 
παριλάβη τοιοῦτον ἀριθμῶν ζύνων, τὸ βοφικὸν πρόβλημα δὲν ὀφείλεται εἰς ἔμπνευσιν 
ὑποκινηθεῖσαν ἐκ συνθηκῶν τῆς πραγµατικύτητος, 
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αὐτός, ἂν καὶ κατέστη κυρίῶς διάσηµος διὰ τὴν φυσικήν του ροπὴν πρὸς 
τὴν γεωμετρίαν καὶ διὰ τὸν ὄγκον τῶν ἀνακαλύψεων, τὰς ὁποίας ἔπρα- 
γµατοκοίησεν εἷς τὸν τομέα τοῦτον, ἐν τούτοις δὲν ἦτο ἀδιάφορος πρὸς 
τὴν ἔρευναν τῶν ἰδιοτήτων τῶν ἀριθμῶν, οὔτε ἀπέστρεφε τὴν κροσοχήν 
του ἀκὸ προβλήµατα [κανὰ νὰ τροµοκρατήσουν τὸν δεινότερον ὑπολογι- 
στήν. Διὰ τοῦτο ἡ γνώµη, ὅτι τάχα οἱ Ἕλληνες ἕἔπασχον ἀπὸ µίαν ἆκα- 
τανίκητον ἀρνητικὴν διάθεσιν πρὸς τὴν ἀριθμητικήν, πρέπει νὰ θεωρῆ" 
ται µόνον ὡς προκατάληψις, ἀπορρέουσα ἀπὸ παχυλἠν ἄγνοιαν τῶν ὅσων 
ἀποδεικνύουν ἀπὸ συμφώνου ἁδιαφιλονίκητα ἱστορικὰ δοκουµόντα καὶ 
κατὰ συνέπειαν µία τοιαύτη προκατάληψις πρέπει τὸ ταχύτερον νά κατα- 
πολεμηθῇ ὡς ἀβάσιμος. 


᾽αναδρομὴ εἰς τοὺς μαθηματικοὺς τοῦ Βυζαντίου 


95. Τὸ ὄψος εἰς τὸ ὁποῖον ἔφθασεν ἡ ἀπροσδιόριστος ἀνάλυσις μὲ 
τὸ βοεικὀν πρόβλημα τοῦ ᾿Αρχιμήδους εἶναι τόσον μέγα, ὥστε ἔχρειά- 
σθη νὰ παρέλβουν πολλοὶ αἰῶνες ὄχι διά νὰ τὸ ὑπερβοῦν, ἀλλὰ διὰ νὰ 
φθάσουν εἰς αὐτὸ οἱ μεταγενέστεροι. Πάντως ἡ µελέτη τῶν ἀριθμῶν δὲν 
ἐγκατελείφθη κατά τὴν ἐποχὴν τῆς µοιραίας παρακμῆς ὑπὸ ἐκείνων τοῦ- 
λάχιστον οἱ ὁποῖοι, ὡς ἐκ τῆς γλώσσης εἰς τὴν ὁποίαν ἔγραψαν, ἔμφα- 
νίζονται ὡς μακρυνοὶ διάδοχοι τοῦ Πνυθαγόρου καὶ τοῦ Διοφάντου, µολο- 
νότι ἐκυριαρχοῦντο περισσότερον ἀπὸ παιδαγωγικὰς τάσεις παρὰ ἀπὸ 
ὑψηλά ἐπιστημονικά ἰδεώδη. 

Από καιροῦ εἰς καιρὀν ἐνεφανίζοντο κατὰ τὴν ἐποχὴν αὐτὴν εἰς τὴν 
Κωνσταντινούπολιν πρόσωπα, τὰ ὁποῖα ἄφησαν μερικἀ ἴχνη εἰς τὴν 
ἱστορίαν τῶν μαθηματικῶν, διότι συνέβαλον ἓν τινι µέτρῳ εἰς τὴν διάλυ- 
σιν τοῦ σκότους, τὸ ὁποῖον περιέβαλλε τὰς λογιστικὰς μεθόδους τῶν ἁρ- 
χαΐων Ἑλλήνων, ᾿Ακριβῶς διὰ τὸν λόγον τοῦτον θὰ κάµωμµεν ἐδῶ σύν- 
τοµον µνείαν, εἰς συµπλήρωσιν κυρίως τῶν ὅσων ἐξετέθησαν εἷς τὸ προ- 
ηγούμενον κεφάλαιον, ζητοῦντες συγγνώµην ἀπὸ τοὺς ἀναγνώστας διά 
τὴν καράβασιν τῆς χρονολογικῆς τάξεως, τὴν ὁποίαν διακράττοµεν. 

Τὰ ἀρχαιότερα ἴχνη μαθηματικῶν σπουδῶν εἰς τὴν ἀνατολικὴν ἔπι- 
κράτειαν σημειοῦνται μὲ τὴν ἐμφάνισιν κάποιου Λέοντος, συγχρόνου τοῦ 
αὑτοκράτορος Λέοντος τοῦ Σοφοῦ (586-911), ὃ ὁποῖος λέγεται ὅτι ἐπεδόθη 
μὲ ζῆλον εἰς τὴν εὑρεῖαν διάδοσιν τῆς γνώσεων τῶν ἔργων τοῦ Εὐκλεί- 
δου καὶ τοῦ ᾿Αρχιμήδους. 'Αλλ’ οὔτε ἡ τεραστία µόρφωσις ἑνὸς ἀπὸ τοὺς 
βαθυτέρους γνώστας τῆς ἑλληνικῆς ἐπιστήμης καὶ γραμματείας (ἐννοοῦ- 
µεν τὸν Ηείυετβ) ἤρκεσεν εἰς τὸ νὰ προσδιορισθοῦν μὲ κάποιαν ἀκρί- 
Ῥειαν τὰ γενικὰ χαρακτηριστικὰ τοῦ προβληματικοῦ τούτου προσώπον. 

Εἰς τὴν ἰδίαν ἐποχὴν ἀνήκοι ὁ µέτριος γεωδαίτης, ὁ καλούμενος 
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αὐτός, ἂν καὶ κατέστη κυρίῶς διάσηµος διὰ τὴν φυσικήν του ροπὴν πρὸς 
τὴν γεωμετρίαν καὶ διὰ τὸν ὄγκον τῶν ἀνακαλύψεων, τὰς ὁποίας ἔπρα- 
γµατοκοίησεν εἷς τὸν τομέα τοῦτον, ἐν τούτοις δὲν ἦτο ἀδιάφορος πρὸς 
τὴν ἔρευναν τῶν ἰδιοτήτων τῶν ἀριθμῶν, οὔτε ἀπέστρεφε τὴν κροσοχήν 
του ἀκὸ προβλήµατα [κανὰ νὰ τροµοκρατήσουν τὸν δεινότερον ὑπολογι- 
στήν. Διὰ τοῦτο ἡ γνώµη, ὅτι τάχα οἱ Ἕλληνες ἕἔπασχον ἀπὸ µίαν ἆκα- 
τανίκητον ἀρνητικὴν διάθεσιν πρὸς τὴν ἀριθμητικήν, πρέπει νὰ θεωρῆ" 
ται µόνον ὡς προκατάληψις, ἀπορρέουσα ἀπὸ παχυλἠν ἄγνοιαν τῶν ὅσων 
ἀποδεικνύουν ἀπὸ συμφώνου ἁδιαφιλονίκητα ἱστορικὰ δοκουµόντα καὶ 
κατὰ συνέπειαν µία τοιαύτη προκατάληψις πρέπει τὸ ταχύτερον νά κατα- 
πολεμηθῇ ὡς ἀβάσιμος. 


᾽αναδρομὴ εἰς τοὺς μαθηματικοὺς τοῦ Βυζαντίου 


95. Τὸ ὄψος εἰς τὸ ὁποῖον ἔφθασεν ἡ ἀπροσδιόριστος ἀνάλυσις μὲ 
τὸ βοεικὀν πρόβλημα τοῦ ᾿Αρχιμήδους εἶναι τόσον μέγα, ὥστε ἔχρειά- 
σθη νὰ παρέλβουν πολλοὶ αἰῶνες ὄχι διά νὰ τὸ ὑπερβοῦν, ἀλλὰ διὰ νὰ 
φθάσουν εἰς αὐτὸ οἱ μεταγενέστεροι. Πάντως ἡ µελέτη τῶν ἀριθμῶν δὲν 
ἐγκατελείφθη κατά τὴν ἐποχὴν τῆς µοιραίας παρακμῆς ὑπὸ ἐκείνων τοῦ- 
λάχιστον οἱ ὁποῖοι, ὡς ἐκ τῆς γλώσσης εἰς τὴν ὁποίαν ἔγραψαν, ἔμφα- 
νίζονται ὡς μακρυνοὶ διάδοχοι τοῦ Πνυθαγόρου καὶ τοῦ Διοφάντου, µολο- 
νότι ἐκυριαρχοῦντο περισσότερον ἀπὸ παιδαγωγικὰς τάσεις παρὰ ἀπὸ 
ὑψηλά ἐπιστημονικά ἰδεώδη. 

Από καιροῦ εἰς καιρὀν ἐνεφανίζοντο κατὰ τὴν ἐποχὴν αὐτὴν εἰς τὴν 
Κωνσταντινούπολιν πρόσωπα, τὰ ὁποῖα ἄφησαν μερικἀ ἴχνη εἰς τὴν 
ἱστορίαν τῶν μαθηματικῶν, διότι συνέβαλον ἓν τινι µέτρῳ εἰς τὴν διάλυ- 
σιν τοῦ σκότους, τὸ ὁποῖον περιέβαλλε τὰς λογιστικὰς μεθόδους τῶν ἁρ- 
χαΐων Ἑλλήνων, ᾿Ακριβῶς διὰ τὸν λόγον τοῦτον θὰ κάµωμµεν ἐδῶ σύν- 
τοµον µνείαν, εἰς συµπλήρωσιν κυρίως τῶν ὅσων ἐξετέθησαν εἷς τὸ προ- 
ηγούμενον κεφάλαιον, ζητοῦντες συγγνώµην ἀπὸ τοὺς ἀναγνώστας διά 
τὴν καράβασιν τῆς χρονολογικῆς τάξεως, τὴν ὁποίαν διακράττοµεν. 

Τὰ ἀρχαιότερα ἴχνη μαθηματικῶν σπουδῶν εἰς τὴν ἀνατολικὴν ἔπι- 
κράτειαν σημειοῦνται μὲ τὴν ἐμφάνισιν κάποιου Λέοντος, συγχρόνου τοῦ 
αὑτοκράτορος Λέοντος τοῦ Σοφοῦ (586-911), ὃ ὁποῖος λέγεται ὅτι ἐπεδόθη 
μὲ ζῆλον εἰς τὴν εὑρεῖαν διάδοσιν τῆς γνώσεων τῶν ἔργων τοῦ Εὐκλεί- 
δου καὶ τοῦ ᾿Αρχιμήδους. 'Αλλ’ οὔτε ἡ τεραστία µόρφωσις ἑνὸς ἀπὸ τοὺς 
βαθυτέρους γνώστας τῆς ἑλληνικῆς ἐπιστήμης καὶ γραμματείας (ἐννοοῦ- 
µεν τὸν Ηείυετβ) ἤρκεσεν εἰς τὸ νὰ προσδιορισθοῦν μὲ κάποιαν ἀκρί- 
Ῥειαν τὰ γενικὰ χαρακτηριστικὰ τοῦ προβληματικοῦ τούτου προσώπον. 

Εἰς τὴν ἰδίαν ἐποχὴν ἀνήκοι ὁ µέτριος γεωδαίτης, ὁ καλούμενος 


ΙΟΒ8ΙΑ. --"Γσεορία τῶν Μαδηματικῶν. Τόμος Ι 11 


[602 Ἡ Τέχνη τοῦ ᾿Αριθμητικοῦ Λογισμοῦ κλπ. 


Ἠρων ὁ νεώτερος (3 72), πρὸς διάκρισιν ἀπὸ τὸν ὁμώνυμον τῆς ᾽Αλε- 
ξανδρείας. 

Περίπου ἕνα αἰῶνα βραδύτερον συναντῶμεν ἕνα µέτριον πολυγρά- 
φον, τὸν Μιχαἡλ. Ὑελλὸν (1020- 1105, τὸ τελευταῖον του ἔργον φέρει 
χρονολογίαν 1032), τοῦ ὁποίου σῴζονται μερικὰ ἀποσπάσματα µαρτυ- 
ροῦντα τὸ ἐνδιαφέρον του διά τὴν φιλοσοφίαν τῶν μαθηματικῶν καὶ τὰ 
ἔργα τοῦ Διοφάντου. "Άλλα ἔργα του ἀποδεικνύουν ὅτι ἐγνώριζεν ὅσα 
ἔγραψαν οἱ νεο -πλατωνικοί καὶ νεο- κυθαγόρειοι. ᾽Αλλά, ὡς πρὸς τὴν 
γεωμετρίαν, μᾶς ἄφησεν ἕνα µαργαρίτην, ποὺ ἀποτελεῖ χωρὶς ἀμφιβολίαν 
ἕνα ἀπὸ τὰ σπανιώτερα παράδοξα, ποὺ συναντῶνται εἰς τὴν ἐπιστήμην 
µας. Πρόκειται διά τὴν ἐπανάληψιν --- οὔτε ἐπιθυμητήν, οὔτε ἀναγκαίαν 
«τῆς δηλώσεως τοῦ Βρύσωνος (ὁ 27) ὅτι τὸ ἐμβαδὸν τοῦ κύκλου ἀκτ- 
νος Γ εἶναι ποσύτης µέση ἀνάλογος μεταξὺ τῶν ἐμβαδῶν 213 καὶ 4π3 τοῦ 
ἐγγεγραμμένου καὶ περιγεγραµµένου τετραγώνου, πρᾶγμα Ισοδύναμον πρὸς 
παραδοχἠν τῆς τιμῆς τοῦ π.«212 -- 2, 8284211. Δὲν ἀποδεικνύει ἴσως 
τὸ γεγονὸς τοῦτο, ὅτι τὰ ἔργα τοῦ κορυφαίου Συρακουσίου ἠγνοοῦντο 
τελείως ἀπὸ τοὺς μακρυνοὺς καὶ ἐκφυλισθέντας ἀπογόνους : 

Ἕνα καὶ ἥμισυ αἰῶνα βραδύτερον συναντῶμεν ἕνα µοναχόν, τὸν Μά- 
ἔιμον Πλανούδην, ὁ ὁποῖος ἔζησε περίπου πεντήκοντα ἔτη κατὰ τὴν πε- 
ρίοδον 1260 - 1310. Περίφημος διὰ τὴν βαθεῖαν γνῶσιν τῆς λατινικῆς 
γλώσσης, ἀντεπροσώπευσεν ὡς πρέσβυς τὸν αὑτοκράτορα ᾿Ανδρόνικον εἰς 
τὴν Βενετίαν τὸ ἔτος 1296. Εἶναι γνωστὸς περισσότερον ἀπὸ τὸ ἔργον 
του Εγχειρίδιον λογισμοῦ ἤ, κατὰ τὸν ἀρχικὸν τίτλον τοῦ ἕρ- 
γου, «Ψηφοφορία κατ’ Ἰνδοὺς ἡ λεγομένη Μεγάλη», Διὰ 
πρώτην φορὰν μὲ τὸ ἔργον αὐτὸ ἕλλην συγγραφεὺς ἔκαμε γνωστήν τὴν 
δεκαδικἠν ἀρίθμησιν κατὰ τὸ ἰνδικὸν σύστημα, τὸ ὁποῖον ἀπὸ δύο αἰώ- 
νων εἶχε διαδοθῇ εἰς τὴν ὑπόλοιπον Εὐρώπην. Εἰς τοὺς χρόνους µας τὸ 
ἔργον τοῦ Πλανούδη ἐμελετήθη κατὰ βάθος, τόσον ἀπὸ ἐκείνους οἱ 
ὁποῖοι ἠθέλησαν νὰ προσδιορίσουν τὴν ἀρχὴν καὶ τὴν γένεσιν τοῦ ἓν 
χρήσει σήμερον συστήµατος ἀριθμήσεως, ὅσον καὶ ἀπὸ ἐκείνους οἵ ὁποῖοι 
ἐνδιοφέροντο νὰ μάθουν τὰς μεθόδους τῶν ἀρχαίων πρὸς ἐξαγωγὴν τῶν 
τετραγωνικῶν ριζῶν τῶν ἀριθμῶν μὲ τὴν χρῆσιν ἀστρονομικῶν κλασµά- 
των. ᾿Αντὶ νὰ εἰσδύσωμεν βαθύτερον ἐπὶ τῶν λεπτομερειῶν, προτιμῶμεν 
ν᾿ ἀναφέρωμεν ἐδῶ δύο προβλήματα, λελυμένα ἀπὸ τὸν περὶ οὗ ὁ λόγος 

ηματικόν 

.. Κάποιος, αἰσθανόμεγος ὅτι ἦλθεν ἡ ὥρα ν᾿ ἀποθάνῃ, ἐζήτησε νὰ τοῦ 
φέρουν τὸ χρηματοκιβώτιόν του καὶ διένειµε τὸ περιεχόµενον εἰς τοὺς υἱούς 
του ὡς ἑξῆς: ὁ πρῶτος θά λάβῃ ἕνα χρυσοῦν νόμισμα καὶ τὸ ἕβδομον τοῦ 
ὑπολοίπου. Ὁ δεύτερος θἀ λάβῃ δύο καὶ τὸ ἕβδομον τοῦ ὑπολοίπου, Ὁ τρί- 
τος τρία καὶ τὸ ἕβδομον τοῦ ὑπολοίπου. Ὅταν ἔφθασεν εἰς τὸ σημεῖον 
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αὐτό, ἀπέθανε χωρὶς νὰ τελειώσῃ τὴν διανομὴν τῶν χρημάτων καὶ τὴν 
ἀπαρίθμησιν τῶν τέκνων, Γενομένης λοικὸν τῆς διανοµῆς κατὰ τὸν αὐτὸν 
τρόπον µέχρι τέλους, εὑρέθη ὅτι ὅλα τὰ τέκνα εἴχον [κανοποιηθῇ ἐξ ἴσου. 
Πόσα ἦσαν τὰ τέκνα καὶ ποῖον τὸ ποσὀν τῶν χρημάτων εἰς τὸ χρηµα- 
τοκιβώτιον ; (τέκνα 6, ποσὸν 126). 

Π. Νά εὑρεθῇ ὀρθογώνιον ἔχον περίμετρον ἴσην πρὸς ἄλλο δοθὲν καὶ 
ἐμβαδὸν δεδοµένον πολλακλάσιον τούτου. 

Τὸ πρόβλημα τοῦτο ἀνάγεται εἰς τὴν λώσιν ἑνὸς συστήµατος τῆς 
μορφῆς: 


χΓγυ-ν, αγ -λαν, 


Τοῦ συστήµατος τούτου ὁ βυζαντινὸς γεωμέτρης δίδει τὴν ἀκόλουθον 
{εἰδικὴν) λύσιν : 
κ λ.--{ .-λ--ἶ 


υ--λ12.-- !) νλα)-- 05 


96. Ότι ὁ Εὐκλείδης ἔτυχεν εἰς τὸ Βυζάντιον καλυτέρας μοίρας ἀπὸ 
ἐκείνην τοῦ ᾿Αρχιμήδους (βλ. προηγουµένην παράγραφον) ἀποδεικνύεται 
ἀπὸ τὰ σχόλια εἰς τὰ πρῶτα Ἐξ βιβλία τῶν Ἑτοιχείων, γραφέντα κατὰ 
τὸ δεύτερον ἤμισυ τοῦ ΧΙΝΥ αἰῶνος ἀπὸ τόν μοναχὸν Ἴσαάκ ᾿Αργυρόν, 
ὡς καὶ ἀπὸ τὰ σχόλια εἰς τὸ Π βιβλίον, ὀφειλόμενα εἰς τὸν ἐκ Καλαβρίας 
μοναχὸν Βαρλαὰμ (ἀποθανόντα τὸ 1348), τοῦ ὁποίου ἡ ζωὴ διέρρευσε 
μεταξὺ Καλαβρίας καὶ Κωνσταντινουπόλεως, Τὸ ἔργον, κοὺ ἐτιμήθη μὲ 
ἐπανειλημμένας ἐκδόσεις, εἶναι ἡ Λογιστική του εἰς 6 βιβλία, ὅπου 
ἐκτίθεται ὁ ἀριθμητικὸς λογισμὸς μὲ ἀκεραίους ἀριθμοὺς καὶ μὲ κλά- 
σµατα συνήθη καὶ ἐξηκονταδικά. 

Μία Γεωμετρία, ὀφειλομένη εἰς τὸν Ιωάννην Πεδιάσιµον (1328 - 
Ι34]) χαρτοφύλακα τοῦ πατριάρχου Κωνσταντινουκόλεως ἐπὶ βασιλείας 
"Ανδρονίκου Γ΄ Παλαιολόγου, ἔχουσα διάρθρωσιν σύμφωνον μᾶλλον πρὸς 
τὰς ἐργασίας τοῦ "Ἠρώνος παρά τοῦ Εὐκλείδου, δύναται ἕν τινι µέτρῳ νά 
χρησιμεύσῃ ὡς δεῖγμα τῶν λογιστικῶν μεθόδων ποὺ ἦσαν ἐν χρήσει κατὰ 
τὸν βυζαντινὸν Μεσαίωνα, 

Εἰς τὴν ἰδίαν περίσοδον ἀνήκει ἕνα πρόσωπον, κερὶ τοῦ ὁποίου ὁμι- 
λήσαμεν ἤδη παρεμπιπτόντως, ὁ Νικόλας ᾿Αρταβάσδος, ὁ ἐπικαλούμενος 


Άξιον σηµειώσεαως εἶναι ὅτι μεταξύ ἄλλων προβλημάτων, τὰ ὁποῖα ἀταντῶν. 
ας λα αν μαμα περισσότερον ἀβεβαίου συγγρα- 
φσόας ϱ. Ἱ.. Ἠείσεηε υαά Η. ο, Ζευίνεα;: Εἰαίφο εεἰεσμήνοῖνς Αυζκεῦση 4εν οπεσίσι- 
πησα Απαζγιης, ΒΙΡΙ, Μαϊΐσπι, 7η σειρά, {. ΥΠ, 1907 08) εὑρίσκεται ἀνάλογον πρό- 
βληµα ἀναγόμενον εἰς τὸ σύστημα υ---ν -- λ(κ-- γ), αν --λαν, τοῦ ὁποίου δίδεται ἡ 
κόλουβος λύσις: κ. 12λ «22 «4 --Ὁ ν-λ. 


164 Ἡ Τέχνη τοῦ ᾽Αριθμητικοῦ Λογισμοῦ κλ«. 
Ραβδᾶς. Γεννηθεὶς εἰς τὴν Σµύρνην, προέβη εἰς νέαν ἐπιμελημένην ἔκδο- 
σιν τοῦ μνημονευθέντος ἀριθμητικοῦ ἔργου τοῦ Μαξίμου Πλανούδη, κατὰ 
τὸ ἔτος δὲ 134! ἔγραψε τὴν δευτέραν ἐκ τῶν Ἐπιστολῶν, αἱ ὁποῖαι 
τοῦ ἐδησφάλισαν µίαν θέσιν εἰς τὴν ἱστορίαν τῶν μαθηματικῶν. 

Ἡ πρώτη ἐκ τῶν ἐπιστολῶν τούτων ἀρχίζει μὲ µίαν σύντοµον ἔκθε- 
σιν τῆς ἀριθμητικῆς γραφῆς τῶν Ἑλλήνων. Συνεχίζει μὲ τὴν ὑπόδειξιν 
τῶν χρησιμοποιητέων τεχνασµάτων πρὸς δήλωσιν τῶν ἀριθμῶν διά τῶν 
δακτύλων τῆς χειρὸς (εἶναι τρόποι ὅμοιοι πρὸς ἐκείνους, ποὺ χρησιµο- 
ποιοῦν πρὸς συνεννόησιν οἱ κωφάλσλοι]. ᾽Ακολουθοῦν κανόνες πρὸς 
ἐκτέλεσιν ἀριθμητικῶν πράξεων μέχρι καὶ τῆς ἐξαγωγῆς τετραγωνικῶν 
ριζῶν. Εΐναι ἄξιον σηµειώσεως ὅτι τὸ ἀριθμητικὸν πεδίον ἐντὸς τοῦ. 
ὑποίου κινεῖται ὁ Ῥαβδᾶς εἶναι πολὺ περισσότερον περιωρισµένον ἐκείνου, 
µέχρι τοῦ ὁποίου φθάνουν αἱ θεωρίαι τοῦ ᾿Αρχιμήδους, Πράγματι ὁ 
Ραβδᾶς ἐξετάζει ἐννέα τάξεις ἀριθμῶν, ἤτοι ἐκείνας ποὺ δύνανται νὰ πα- 
Ρασταθοῦν συμβολικῶς ὡς ἑξῆς: 


ἤ τα 01η Ι105ῃ 
101 105ᾳ 101ᾳ 0η 10η 


ἔνθα π εἶναι ἀριθμὸς μεταξὺ 1] καὶ 9, «Πέραν τούτου», λέγει ὁ συγγρα-- 
φεύς, «δὲν ὑπάρχει πλέον τάξις». Νέα ἀπόδειξις τῆς ὁλοσχεροῦς λήθης,, 
εἰς τὴν ὁποίαν εἶχε τότε περικέσει ὁ µέγας γεωμέτρης τῶν Συρακουσῶν ! 

Τὸ γινόµενον δύο ἀριθμῶν τῆς μορφῆς Ίθ-α, 10: Ὁ εἶται Ι0ος, ὅπου 
4, Ὁ, 6 ἀριθμοί περιεχόµενοι μεταξὺ Ἰ καὶ 9 καὶ Ρ ἀριθμός ἴσος πρὸς 
πι ἢ πι --ῃ--]. 

Ἡ ἐπιστολὴ τελειώνει μὲ μερικοὺς πίνακας ἐτοίμων ὑπολογισμῶν, 
τοὺς ὁποίους πίνακας χαρακτηρίζει ὡς «παλαμήδειον ἐφεύρεσιν», φράσις 
ὑποδεικνύουσα ὅτι οὗτοι εἶναι προϊὀν τῆς ἀρχαίας παραδόσεως, ᾿Εκτὸς. 
Φρισμένων πινάκων ἀναφερομένων εἰς πολλαπλασιασμούς, εὑρίσκονται 
καὶ ἄλλοι σχετικοὶ μὲ τὴν διαίρεσιν, δυνάµενοι μάλιστα ν᾿ ἀνασυνδεθοῦν- 
μὲ τὸν πάπυρον τοῦ ΕΠίπά, καθ ὅσον διδάσκουν τὴν ἀνάλυσιν κλασµα- 
τικῶν ἀριθμῶν εἰς θεμελιώδη κλάσματα. 


97. Μεγαλύτερον ἐνδιαφέρον παρουσιάζει ἡ δευτέρα τῶν Ἐπκιστο- 
λῶν τοῦ Ραβδᾶ. Εἰς τὰς πρώτος σελίδας αὐτῆς ὁ συγγραφεὺς διδάσκει 
τὸν τρόπον ἐκτελέσεως τοῦ πολλακλασιασμοῦ (εἰδικώτερον τὴν Όψωσιν- 
εἰς τὸ τετράγωνον καὶ τὸν κύβον], τῆς διαιρέσεως δύο ἀριθμῶν καὶ τῆς. 
ἐξαγωγῆς τῆς τετραγῶνικῆς ρίζης ὑπὸ τὸν περιορισµόν, ὅπως τὰ δεδοµένα 
ὑκφράζωνται ἕκαστον ὡς ἄθροισμα ἀκεραίου καὶ θεμελιωδῶν κλασμάτων, 
Τό τεἔχνασμα εἰς τὸ ὁποῖον σταθερῶς ἀνατρέχει συνίσταται εἰς τὸν μετα- 
σχηματισμὸν τῶν δεδοµένων ἀριθμῶν εἰς συνἠήθη κλάσματα. Μετὰ τὴν 
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ὀκτέλεσιν τῆς σημειουμένης πράξεως, λαμβάνεται ἕνα σύνηθες κλάσμα, 
τὸ ὁποῖον, ἀντιστρόφως, μετασχηματίζεται εἰς ἄθροισμα ἀκεραίου καὶ 
θεμελιωδῶν κλασμάτων. Εἰς αὐτοὺς τοὺς Χχειρισμοὺς θά ἔλεγε κανείἰς δτι 
κατοπτρίζεται ὁ ἀγὼν ἐπιβιώσεως μεταξὺ τῆς ἀρχαίας ἑλληνο - αἴγυπτια- 
κῆς λογιστικής καὶ τῆς ἀριθμητικῆς τῶν κοινῶν κλασμάτων, ἡ ὁποία 
σὺν τῷ χρόνφ ἐπεκράτησε. 

Μόλις εἶναι ἀνάγκη νά σηµειώσωμεν ὅτι αἱ σελίδες, ποὺ ἀφοροῦν 
τὴν ἐδαγωγὴν ρίζης, εἶναι ἐκεῖναι ποὺ παρουσιάζουν τὸ μεγαλύτερον ἐν- 
διαφέρον. Ἔπεται µία νέα μέθοδος ὑπολογισμοῦ τῆς χρονολογίας τοῦ 
Πάσχα, τὴν ὁποίαν παρατρέχοµεν, ὡς εὑρισκομένην ἐκτὸς τοῦ προγράµ- 
µατός µας, ταύτην δὲ ἀκολουθεῖ µία γενικὴ θεωρία, χρήσιμος εἰς τὴν 
λύσιν προβλημάτων τοῦ πρακτικοῦ βίου, στηριζοµένη ἐπὶ τῆς θεωρίας τῶν 
ἀναλογιῶν. Προτοῦ κάµη ἐφαρμογὰς αὐτῆς εἰς εἰδικά προβλήµατα, παρου- 
σιάζει µίαν ἀκριβολογημένην σύνοψιν τοῦ συστήµατος µέτρων, βαρῶν 
καὶ νομισμάτων, ἐν χρήσει τὴν ἐποχὴν ἐκείνην εἰς τὸν ἑλληνικὸν κὀ- 
σµον. Αὲν τὸ ἀναφέρομεν, καθ ὅσον δὲν ἀνήκει εἰς τὰ µαθηµατικά, ἀλλὰ 
εἰς τὴν µετρολογίαν. ᾿Αρκούμεθα µόνον νὰ σημειώσωμεν ὅτι ὁ ῬΡαβδᾶς 
προσθέτει κάποιον κανόνα χρήσιµον εἰς τοὺς ἀργυραμοιβοὺς κατά τὴν 
ἀνταλλαγὴν νομισμάτων. 

Κατόπιν ἐκθέτει τὰς λύσεις 18 προβλημάτων ὠρισμένων, μὲ δεδο- 
μένα συγκεκριµένα, ἂν καὶ ἕνα πρόβλημα, ἐκ παραδρομῆς, προκύπτει 
ἀκροσδιόριστον. Αἱ ἐκφωνήσεις παρουσιάζουν μεγάλην ὁμοιότητα μὲ 
ἐκείνας τῶν προβλημάτων τῆς Ἑλληνικῆς ᾿Ανθολογίας. 'Ἐπειδὴ 
ὅμως συνοδεύονται ἀπὸ τὰς λύσεις, τὸ µέρος τοῦτο τῶν γρακτῶν τοῦ 
Ραβδᾶ ἀποτελεῖ πολύτιμον συμπλήρωμα εἰς τὴν συλλογὴν τῶν προβλη- 
µάτων ἐκείνης. Αἱ ἐκτιθέμεναι λύσεις παρουσιάζουν ἀξιόλογον ἑνδιαφέ- 
ρον, διότι δεικνύουν πῶς δύνανται νὰ λυθοῦν καὶ πῶς πράγµατι ἐλύθησαν 
χωρὶς τὴν ἐπικουρίαν τῆς ἀλγέβρας, προβλήματα ἀρκετὰ πολύπλοκα, άνα- 
Τόμµενα σήμερον εἰς ἐξισώσεις πρώτου βαθμοῦ. Εἰς ἀπόδειξιν τούτου άνα- 
φέροµεν τὸ ἀκόλουθον πρόβλημα (1): 

«Δύο ἔμποροι µεταβαίνουν ὁμοῦ εἰς τὴν ἀγοράν' ἐκεῖ συναντοῦν ἕνα 
πρόσωκον ποὺ πωλεῖ ἕνα σµάραγδον, τοῦ ὁποίου ζητοῦν νἁ πληροφορη- 
θοῦν τὴν ἀξίαν, ἀνερχομένην εἰς 10 χιλιάδας χρυσᾶ νομίσματα. ᾽Ανοίγουν 
τότε τὰ χρημµατοφυλάκιά των καὶ μετροῦν ὅσα ἔχει ἕκαστος, ὁπότε δια- 
πιστώνουν ὅτι δὲν ἔχει κανείς ἐπαρκῆ χρήματα διὰ τὴν ἀγορὰν τοῦ σµα- 
ράγδου. Ὁ πρῶτος λέγει τότε εἰς τὸν δεύτερον: Δάνεισέ µου τὸ 1/5 τῶν 
χρημάτων σου, ὁπότε µαζί μὲ τὰ ἴδικά µου χρήματα θὰ ἡμπορέσω ν᾿ ἆγο- 
ῥράσω τὸν σµάραγδον. Ὁ δεύτερος ἀπαντᾷ: ὄχι, δάνεισέ µου μᾶλλον τὸ 
1/7 τῶν χρημάτων σου καὶ θὰ ἡμπορέσω νὰ όλο.» Ζητεῖται ποῖον 
ποσὸν χρημάτων είχεν ἕκαστος ἔμπορος», 


Ι66 Ἡ Τέχνη εσῦ ᾿Αριθμητικοῦ Λογισμοῦ κλπ. 


Μόλις εἶναι ἀνάγκη νὰ σηµειώσωμεν ὅτι τὸ πρόβλημα τοῦτο ἀνά- 
γεται σήμερον εἰς τὸ ἀκόλουθον σύστημα : 


κ /- Υ --10000, γ -- κ--10008, 


τοῦ ὁποίου ἡ λώσις εἶναι : 
3 9 
χ-- 8235 -----, -β823 ---.. 
17 , 17 


Ὁ Ραβδᾶς φθάνει εἰς τὸ ἀποτέλεσμα τοῦτο µέσῳ σειρᾶς εὐφυῶν καὶ 
λεπτῶν συλλογισμῶν, πολὺ ὅμως ἐκτενῶν διά νὰ ἀναφερθοῦν ἐδῶ, Ἔπι- 
θυμοῦμεν ὅμως νὰ παρατηρήσωµεν, ὅτι ὁ θαυμασμός τόν ὁποῖον θά ἐδι- 
καιοῦτο νὰ ἐπισύρῃ ὁ ἕλλην ἀριθμητικὸς ἀπὸ τοὺς ἀναγνώστας του ὀχριῇᾷ, 
ὅταν λάβώμεν ὑπ ὄψιν ὅτι ἔγραφεν ἕνα καὶ ἥμισυ αἰῶνα μετὰ τὴν ἔπο- 
χήν, κατὰ τὴν ὁποίαν ἔζησε καὶ ἔγραψεν ὁ μέγας Λεονάρδος τῆς Πίζης. 
(Εσοπαςς{). 


98. Ἡ μεγάλη ὑπόληψις, τῆς ὁποίας ἔχαιρεν ὁ Ραβδᾶς εἰς τὴν ἐπο- 
χἠν του, διαπιστοῦται ἀπὸ τὸ γεγονός, ὅτι εἰς αὐτὸν ἀφιεροῦται ἕνα ση- 
μαντικὸν ἔργον, ὀφειλόμενον εἰς ἄλλον μαθηματικὸν τοῦ Βυζαντίου. Ὅμι- 
λοῦμεν διὰ τὸν ᾿Εμμανουὴλ Μοσχόπουλον, ὁ ὁποῖος ἔγραψεν κατὰ τὰς 
ἀρχὰς τοῦ ΧΙΥ αἰῶνος, Θέμα τοῦ ἔργου του εἶναι ἡ κατασκευἠ τῶν οὕτα. 
καλουµένων «μαγικῶν τετραγώνων», τὰ ὁκοῖα εἶναι σύνολα ἀριθμῶν δια- 
τεταγµένων εἰς σχῆμα τετραγώνου οὕτως, ὥστε τὸ ἄθροισμα τῶν ἀριθμῶν' 
ἑκάστης γραμμῆς, ἑκάστης στήλης καὶ ἑκάστης τῶν δύο διαγωνίων νὰ 
εἶναι τὸ αὐτό, ᾿Εὰν οἱ ἀριθμοί οἱ ἀποτελοῦντες τὸ μαγικὀν τετράγωνον' 
εἶναι οἱ ἀνήκοντες εἰς τὴν φυσικἠν σειράν : 

ι, 2, νοοὰ πὲ, 
τότε τὸ ἄθροισμα ὅλων τῶν ἀριθμῶν, θὰ εἶναι : 


ς.- ΏΣ (η |- 1} 
2 
τὸ δὲ σταθερὀν ἄθροισμα ἑκάστης σειρᾶς θὰ εἶναι 5; ῃ, ἤτοι ; 
α (11) 
. 7 


Τὸ ἔργον τοῦ Μοσχοπούλου εἶναι τὸ κρῶτον ἑλληνικὸν κείµενον' 
ἐπὶ τοῦ ἀντικειμένου τούτου, ἐπὶ τοῦ ὁποίου περισσότεραι ἐργασίαι ἁπαν- 
τῶνται εἰς τὴν ἰνδικὴν καὶ ἀραβικὴν βιβλιογραφίαν. Τίποτε δὲν ἐπιτρέπει 
ὅμως νἁ κρίνωµεν κατὰ πόσον ὁ Μοσχόπουλος ὑπῆρξεν ὁ τελενταῖος 
ἐκπρόσωπος κ ἑλληνικῆς παραδόσεως ἐπὶ τοῦ θέματος ἢ ὁ πρῶτος 
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μετενεγκὼν εἰς τὴν Εὐρώπην καρποὺς ὠριμάσαντας εἷς τὴν ᾿Ανατολήν. 

Ὁ Μοσχόπουλος διακρίνει ὅλους τοὺς ἀκεραίους ἀριθμοὺς εἰς τρεῖς 
κατηγορίας, ὀνομάζων αὐτοὺς ἀντιστοίχως : 


περιττούς, ἔχοντας τὴν μορφὴν 241, 
ἁρτως ἀρίυς » » » 2”, 
περιττῶς ἀρτίους » Ν Ἄν (1 ἠ- 1]. 


Διδάσκει δὲ κανόνας κατασκευῆς μαγικῶν τετραγώνων τάξεως π, ὅπου 
ὁ ἀριθμὸς η ἀνήκει εἰς µίαν τῶν δύο πρώτων κατηγοριῶν. Τὰ τελευταῖα 
χωρία τῶν χειρογράφων τοῦ ἔργου δὲν παρέχουν στοιχεῖα διὰ νὰ κρίνω- 
μεν, ἂν ὁ Μοσχόπουλος ἐκέτυχεν ἢ ὄχι γὰ δώσῃ κανόνας µορφώσεως 
μαγικῶν τετραγώνων, ὅταν ὁ ἀριθμὸς ὁ δηλῶν τὴν τάξιν αὑτοῦ ἀνήκη 
εἲς τὴν τρίτην ἐκ τῶν ἀνωτέρῳ κατηγοριῶν. 

Χωρὶς νὰ ἑνδιατρίψωμεν εἰς λεκτοµερείας ἐπὶ τῶν ἐκτιθεμένων κανόύ- 
νων, ἀναφέρομεν µόνον τὰ ὑπὸ τοῦ Μοσχοπούλου µορφωθέντα μαγικά 
τετράγωνα ο τάξεως α”--7 καὶ ῃ”-δ. 


Μὲ αὐτὰ κλείοµεν τὰς συντόµους πληροφορίας µας γύρω ἀπὸ 
τελαυταῖα εἰς ἡμᾶς γνωστὰ μαθηματικὰ ἔργα, τὰ ὁποῖα ἐγράφησαν εἰς τὴν 
γλῶσσαν τοῦ Ομήρου. 


κΕεΦΑΛλλίον τῃ 


ΣΥΓΚΛΗΤΟΣ ΚΑΙ ΡΩΜΑΙΚΟΣ ΛΑΟΣ 


99, Καθ ὃν χρόνον οἱ Ἕλληνες, κατεχόµενοι ἀπὸ τὸ πλέον ὑψηλὸν 
καὶ εὐγενὲς φρόνημα, κατεγίνοντο εἰς τὴν ἐκπλήρωσιν τῆς ἀποστολῆς, 
τὴν ὁποίαν ἡ μοῖρα ἐνεπιστεύθη εἰς αὐτούς, ὁδηγοῦντες τὴν ἀνθρωπό- 
τητα εἰς βαθµιαίαν καὶ συνεχῆ ἀνύψωσιν τοῦ πνεύματος, συνεκδοχικῶς 
δὲ εἰς µίαν καλυτέραν ἐπίγνωσιν τοῦ κόσμου τῶν φαινομένων, ἀνεπτύσ- 
σετο ταχέως εἰς δύναμιν ἕνας ἄλλος μικρὸς λαός, ὁ ὁποῖος ἀρχικῶς εἴχε 
τὴν ἔδραν του εἰς τὰς ὄχθας τοῦ Τιβέρεως. Κατόπιν ὅμως, ἡ Ἐτρουρία, 
αἱ ἀνθοῦσαι ἀποικίαι τὰς ὁκοίας ἡ Ἑλλὰς εἶχεν ἐγκαταστήσει εἰς τὴν 
Μεγάλην Ἑλλάδα καὶ τὴν Σικελίαν, ἡ Καρχηδὼν καὶ ἁκόμη ἡ χώρα ἡ 
χουσα ἐπκίκεντρον τὰς ᾿Αθήνας, ἐγένοντο διαδοχικῶς λεία τῶν λατινικῶν 
ἠἀρτῶν 


Ἡ νία φυλή, γενοµένη κυρίαρχος ὅλου τοῦ γνωστοῦ τότε κόσμου, 
ἐδείχθη εἰς ὅλας τὰς φάσεις τῆς ἐξελίξεώς της ἀνυπέρβλητος εἰς τὸ νὰ µά- 
χεται καὶ νὰ νοµοθετῇ, ἀλλ ἑστερεῖτο ἐντελῶς τῆς [κανότητος νὰ καλλιεργῇ 
τοὺς κλάδους ἐκείνους τῆς γνώσεως, οἱ ὁποῖοι καµµίαν, οὐδὲ πόρρωθεν, 
σχύσιν ἔχουν μὲ τὴν τέχνην τοῦ πολέμου καὶ τὴν ἐπιστήμην τοῦ κυβερ- 
νᾶν. Παρήγαγε ρήτορας [κανοὺς νὰ παρασύρουν τὸν λαόν εἰς τὰς πλέον 
ρηδικελεύθους ἀποφάσεις, ποιητὰς εἰς θέσιν νἁ ἐξυμνοῦν ἐπαξίας τοὺς 
ἄθλους τῶν ἠρφων, ἱστορικοὺς διἁ νὰ διαιωνίζουν τὰ κατορθώματα τῶν 
ἱκανωτέρων ἡγετῶν, νομομαθεῖς τιµωµένους µέχρι σήμερον ὡς ἀνυπερ- 
βλήτους διδασκάλους. Εἰς τὴν φιλοσοφίαν ὅμως, ὅπως καὶ εἰς ὅλας τὰς 
ἐπιστήμας τοῦ Βεωρητικοῦ στοχασμοῦ καὶ τῆς παρατηρήσεως, ὄχι µόνον 
δὲν εἶχε τὴν δύναμιν ν᾿ ἀντικαραβληθῇ πρὸς τὸν μικρὸν λαόν, ὁ ὁποῖος 
παρήγαγε τὸν Πλάτωνα, τὸν ᾿Αρχιμήδη, τὸν Αριστοτέλη, ἀλλ᾽ ἀπεδείχθη 
τελείως ἀνίκανος νὰ κατανοήσῃ τὴν ἀξίαν καὶ νὰ θαυμάσῃ τὴν ὑπερτά- 
την ὡραιότητα μιᾶς καθαρᾶς ἐπιστημονικῆς ζητήσεως, 

Ἐκεῖνος ποὺ θά ἤθελε νὰ δώσῃ μὲ τὸν χρωστῆρα μίαν ἰδέαν τῆς 
θεμελιώδους διαφορᾶς εἰς τὴν πνευµατικὴν ἰδιοσυγκρασίαν τῶν δύο λαῶν, 
Ἑλλήνων καὶ Λατίνων, θὰ ἠδύνατο νὰ ζωγραφίσῃ ἀπὸ τὸ ἕνα µέρος τὸν 
Μέγαν ᾿Αλάξανδρον συμπαραλαμβάνοντα ὡς συνοδὀν του, χάριν ἔπιστη- 

165 
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μονικῶν σκοκῶν, τὸν ᾿Αριστοτέλη εἰς τὰς πλέον μακρυνὰς ἐκστρατείας 
του, καὶ ἀπὸ τὸ ἄλλο µέρος τὸν ἀγροῖκον λεγεωνάριον, ὁ ὁποῖος φονεύει 
τὸν Αρχιμήδη ἀπορροφημένον εἰς βαθεῖς διαλογισμούς. 

Τὴν οὐσιώδη αὐτὴν διαφορὰν ἐπεσήμανε καὶ ἀνωμολόγησεν ἕνας ἀπὸ 
ποὺς ἐξοχωτέρους ἄνδρας τοὺς ἐκπροσωπούντας τὴν λατινικὴν φυλήν, 
διότι καθ’ ὃν χρόνον εἰς τὸν κόσμον διεδίδετο τὸ πλῆρες σημασίας Ύνω- 
μικόν ; 

κἡ να ἠττηθεῖσα τὸν βάρβαρον νικητὴν καθυπέταξε 
καὶ εἰς τὸ ἄγριον Λάτιον τὰς τέχνας εἰσήγαγε », 


ὁ Κικέρων ἔγραφεν : «Οἱ Ἕλληνες ἀπέδιδον ὑψίστην τιµὴν εἰς τὴν γεω- 
µετρίαν καὶ ἐθεώρουν, ὅτι τίποτε δὲν ὑπάρχει εὐγενέστερον ἀπὸ τὰ µαθη- 
µατικἀ. 'Ἠμεῖς ὅμως περιωρίσαµεν τὸ µέτρον τῆς ἁξίας τῆς ἐπιστήμης 
αὐτῆς εἰς πρακτικοὺς ὑπολογισμοὺς καὶ καταµετρήσεις». 

Τόσον εἶναι τοῦτο ἀληθές, ὥστε εἰς τὴν ἐπιστήμην αὐτὴν οὔτε µαθη- 
ταὶ τῶν "Ελλήνων δὲν δυνάµεθα νἁ βεβαιώσωµεν ὅτι ἐγένοντο οἱ Ρωμαῖοι, 
ὅπως θά ἠδύνατο τοῦτο νὰ λεχθῇ προκειµένου δι᾽ ἄλλους κλάδους τῆς 
γνώσεως, Διότι ἂν καὶ ἀπὸ τῶν µέσων τοῦ ΠΙ π.Χ. αἰῶνος ὁ Λίβιος ᾿Αν- 
δρόμαχος διέδωσεν εἰς Ῥώμην τούς θησαυροὺς τῆς ἑλληνικῆς σκέψεως, 
οὐδεμίαν µαρτυρίαν ἔχομεν, ὅτι τὰ ἀριστουργήματα τοῦ Εὐκλείδου, τοῦ 
᾽Απολλωνίου καὶ τοῦ Διοφάντου ἀφύπνισαν τὸ παραμικρὸν ἐνδιαφέρον εἰς 
τοὺς ἀπογόνους τοῦ Ρωμύλου. 

Ἐν πάσῃ περιπτώσει, ἐπειδὴ ὑποχρέωσις τῆς ἱστορίας εἶναι ὄχι μό- 
νον ἡ ἀφήγησις τῶν ἄθλων τῶν κορυφαίων διανοουμένων, ἀλλ᾽ ἐπίσης ἡ 
ἐπισήμανσις τῶν ἀβεβαίων ἐκείνων μικρῶν φλογῶν, αἱ ὁποῖαι ἕστω καὶ 
ὑποτρέμουσαι, διακόπτουν τήν ἀπόλυτον κυριαρχίαν τοῦ σκύτους, δὲν 
δυνάµεθα, παρὰ νάἁ καταβάλωμεν µίαν προσπάθειαν περισυλλογῆς ὅλων 
τῶν δεδοµένων, ποὺ θὰ μᾶς ἐπιτρέψουν νά µάθωμεν ὑπὸ ποίαν ἔννοιαν 
καὶ κατά ποῖον µέτρον οἱ Ρωμαῖοι ἀφιέρώσαν µέρος τῆς προσοχῆς των 
εἰς τὰς ἀκριβεῖς ἐπιστήμας, 

Πρωτίστως πρέπει νὰ σημειώσωμεν, ὅτι ἀπὸ τῆς στιγμῆς αὐτῆς καὶ 
µέχρι τέλους τοῦ Μεσαίωνος ἡ ἱστορία τῆς ἐπιστήμης ἐπωμίζεται ἕνα 
ρόλον τελείως διάφορον ἐκείνου, τὸν ὁποῖον παίζει κατὰ τὰς γονιµωτέ- 
ρας περιόδους τῶν νέων ἀνακαλύψεων. ᾿Ενῷ δηλαδὴ κατὰ τὰς περιόδους 
τῆς Ὑονιμότητος ἔργον τῆς ἐπιστήμης εἶναι νὰ καθορίσηῃ μὲ ἀκρίβειαν 
τὰς συμβολὰς ποὺ ἐδόθησαν εἰς τὴν ἐπιστημονικήν µας κληρονοµίαν ἀπὸ 
Ένα ἕκαστον διανοούµενον, ἀντιθέτως, εἰς τὴν ἐποχήν, τὴν ὁποίαν τώρα 
ἐξετάζομεν, ἡ ἐπιστήμη δὲν δύναται παρὰ ν᾿ ἀναλάβη τὴν κοπιώδη ἀνα- 
ζήτησιν τῶν πηγῶν ἀπὸ τὰς ὁποίας ἕκαστος ἀντέγραψεν. Ἔργον ὄνσχε- 
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ῥέστατον διὰ λόγους διαφόρου φύσεως, μεταξὺ τῶν ὁποίων κροέχουσαν 
θέσιν ἔχουν οἱ δύο ἑπόμενοι : 

. Οἱ ἐρανισμοί, ποὺ χαρακτηρίζουν ἰδίως τὰς ἐποχάς τῆς παρακµῆς, 
εἶναι ἐκτεθειμένοι, πολὺ περισσότερον ἀπὸ τὰ ἔργα τῆς μεγάλης πρώὠτο- 
τυκίας, εἰς τὸν κίνδυνον νὰ διαφθαροῦν, ν᾿ ἀκρωτηριασθοῦν καὶ ν΄ ἄνα- 
ψηλαφηθοῦν μ ἐπιπολαιότητα ἀπὸ ἀνθρώπους, οἱ ὁποῖοι, ἓν τῇ ἀγνοίᾳ 
των, συχνὰ ἐσύγχισαν τὰ ἔργα τοῦ ἑνὸς μὲ ἐκεῖνα τοῦ ἄλλου καὶ ἄλλοτε 
ἀπέδωσαν εἰς τὸν δεῖνα ἕνα ἔργον διὰ τὸν µόνον λόγον ὅτι οὗτος, ὡς ἐκ 
τῆς νοοτροπίας του, ἤτο ὁ µόνος δυνάµενος νὰ τὸ συγγράψη. 

Π. Τὰ ἔργα τῆς ἐποχῆς, τὰ ὁποῖα ἐδόθησαν µέχρι τοῦδε εἰς τὴν δηµο- 
σιότητα, δὲν ἐλήφθησαν ὅλα ἐκ τῶν καλυτέρων ὑφισταμένων κὠδίκων, οὔτε 
ἡ δηµοσίευσίς των ἐγένετο κατόκιν ἐπισταμένης κριτικής καὶ ἀντιβολῆς 
τῶν διαφόρων ὀφισταμένων κειμένων ἑνὸς καὶ τοῦ αὐτοῦ ἔργου. 

100. Οἱ Ῥωμαῖοι, ὅπως ὅλοι οἱ ἄλλοι λκοὶ οἱ ὁποῖοι ἐξῆλθον ἀπὸ τὴν 
κατάστασιν τῆς βαρβαρότητος, πιεζόµενοι ἀπὸ τὴν ἀνάγκην ν᾿ ἀριθμοῦν 
καὶ νὰ ὑπολογίζουν, ἐδημιούργησαν μίαν πρακτικὴν ἀριθμητικὴν καί, 
πρὸ παντὸς ἄλλου, ἔδωσαν ὀνόματα καὶ σύμβολα, πρὸς ἔνδειξιν διὰ τῆς 
φωγῆς καὶ τῆς χειρὸς τῶν ἀριθμῶν τῆς φυσικῆς σειρᾶς, 

Ὅτι οἱ Ῥωμαῖοι, ἐξ ἰδίας πρωτοβουλίας ἢ ξενικῆς ἐπιδράσεως, υἱοθέ- 
τησαν ἕνα σύστημα ἀριθμήσεως μὲ βάσιν τὸν ἀριθμὸν 10, εἰς τὸ ὁποῖον 
ὅμως καὶ ὁ ἀριθμὸς 20 εἶχε κάποιαν διακεκριµένην θέσιν͵ προκύπτει ἀκὸ 
τὴν ἀκλῆν θεώρησιν τοῦ κατωτέρω λεξιλογίου, τὸ ὁποῖον ἐχρησιμοποίουν. 
διὰ τὴν ἔκφρασιν τῶν ἀκεραίων ἀριθμῶν (καὶ τὸ ὁποῖον περιλαμβάνει 
τὰ λεγόμενα ἀπόλυτα ἀριθμητικὰ ἐπίθετα, πυπεταίία σας. 
ἁἰπα]ία βὀ]εςιίνα). 

Χάριν περιεργείας προσθέτοµεν, ὅτι ἡ λέξις φεχεεη!]͵ πλὴν τῆς ώρι- 
σµένης ἀριθμητικῆς σηµασίας της, ἐσήμαινεν ἐπίσης ἀριθμὸν ἀνώτερον' 
παντὸς ἄλλου, ἤτοι τὸ ἄπειρον. 

Προκειμένου τώρα νὰ καθορίσωµεν τὰ σύμβολα, ποὺ ἐχρησιμοποίη- 
σαν οἱ Λατῖνοι, διὰ νἁ γράψουν τοὺς ἀκεραίους ἀριθμούς, δύο πηγαὶ 
ὑπάρχουν εἰς τὴν διάθεσίν µας, 

Ιον, Αἱ ἐπιγραφαί, αἱ ὁποῖαι εἰς σεβαστὸν ἀριθμὸν διέφυγον τήν µα- 
νίαν τῶν βαρβαρικῶν ἐπιδρομῶν. 

2ον. Τὰ Χειρόγραφα τὰ περιέχοντα τὰ πρῶτα µαθήµατα πρακτικῆς. 
ἀριθμητικῆς εἰς λατινικὴν γλῶσσαν. 

Τὰ δοκουµέντα αὐτὰ δὲν εἶναι βεβαίως τῆς ἰδίας ἀξίας, διότι τὰ πρῶτα 
ἔχουν αὐθεντικότητα, τὴν ὁποίαν οὐδεὶς μέχρι σήμερον ἑτόλμησε νὰ 
ἀμφισβητήσῃ, ἐνῷ τὰ δεύτερα, ὡς ὑποκείμενα εἰς πιθανὰς ἀλλοιώσεις ἐκ- 
µέρους τῶν ἀμαθῶν ἀντιγραφέων τοῦ Μεσαίωνος, δὲν δύνανται νὰ θεω- 
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ροῦνται τεκμήρια ἰσάξια πρὸς τὰς ἐπιγραφάς, Ἐκ τοῦ λόγου δὲ τούτου 
µεγάλαι διαφοραὶ ἀντιλήψεων ὑφίστανται μεταξὺ ἐκείνων, οἱ ὁποῖοι ἠσχο- 
λήθησαν εἰδικώτερον μὲ τὴν γρακτὴν ἀρίθμησιν τῶν Λατίνων”. 


Τὸ ἀριθμητικὸν λεδιλόγιον καὶ τὰ ἀριθμητικά σύμβολα τῶν Λατίνων 


οεἑυὕὕπα εἳ σας 
οεπίππη ἀθοθπι 
οµπίασι γρ]α 


. Τ' ἀφορῶντα τὴν καταγωγἠν τῶν ἀριθμητικῶν σηµείων τῶν Λατίνων περιβάλ» 
Άσνται ἀκόμη ὑπὸ ἀχλύος καὶ ἀπασχολοῦν τὴν καλαιογραφίαν καὶ τὴν φιλολοτίαν. 
Ὁ ἐκιθυμῶν λεπτοµερείας τοῦ εἴδους τούτου δύναται ν᾿ ἀνατρέξη εἰς τὸ περισπούδα- 
στον ἄρθρον τοῦ Ὀ. Ε. 8η : Το Βοπιαη Νυππεταῖν («δοκαία», τόμος ΧΙ., 1926]. 
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Ἐκεῖνο τὸ ὁποῖον εἶναι ἀνεπίδεκτον ἀμφιβολίας εἶναι, ὅτι εἰς τὴν ἀρ- 
χἠν οἱ Ῥωμαῖοι, διὰ νὰ παραστήσουν γραφικῶς ἕνα ἀριθμόν, ἐσυνήθιζον 
νὰ ἐπαναλαμβάνουν πολλὰς φορὰς τὸ αὐτὸ σημεῖον, εὑρισκόμενοι οὕτω 
εἰς πλήρη ἁρμονίαν πρὸς τὴν συνήθειαν, τὴν ὁποίαν εἶχον ἀκὸ ἀρχαιοτάτων 
χρόνων υἱοθετήσει, νὰ ἐμπήγουν δηλαδή καθ’ ἕκαστον ἔτος ἕνα «καρφί», 
τὸ οὕτω λεγόμενον «αἰανίς απηα]ί», εἰς ἕνα τοῖχον τοῦ ναοῦ τῆς ᾿Αθη- 
νᾶς, διὰ νὰ ἔχη ὁ λαὸς τοῦτο ὡς χρονολογικὸν δείκτην. 

Τὸ σύστηµα ὅμως αὐτὸ ἀποδειχθέν, ἔπειτα ἀκὸ ὀλίγα σχετικῶς ἔτη, 
ὡς ἐντελῶς ἀνεπαρκές, ἀντικατεστάθη ἀπὸ ἕνα ἄλλο, εἰς τὰ παρασκήνια 
τοῦ ὁποίου εἶναι εὔκολον νἁ διακρίνωµεν τὴν χαρακτηριστικἡὴν παρου- 
σίαν τῶν ἀριθμῶν 5 καὶ 10. Τοῦτο στηρίζεται ἐπί τῆς χρήσεως εἰδικῶν 
συμβόλων πρὸς παράστασιν μερικῶν στοιχείων τῆς φυσικῆς σειρᾶς, ᾖτοι 
τῶν ἀριθμῶν: 

Ἱ, 5, 1ο, 50, 100, 5ο, 1000 

Ὑπὸ πλείστων τὰ σύμβολα αὐτά ἑταυτίσθησαν ἀντιστοίχως μὲ τὰ 

γράμματα 

τς . ς Ὁ Μ, 
ὅπως συνάγεται, λόγου χάριν, ἀπὸ τὴν κερίφρασιν : 

«. .« ἕνας πεντακόσια δέκα κέντε» 
τὴν ὁκοίαν χρησιμοκοιεῖ ὁ Δάντης (Καθαρτήριον, ΧΧΧΙΗ, 43), ἀντὶ τῆς 
λέξεως ὈΙΙΧ (--ἡγεμών). Παρὰ ταῦτα μερικαὶ ἀρχαῖαι ἐπιγραφαὶ ἀκόμη 
ὑφιστάμεναι, ἄγουν εἰς τὴν παραδοχήν, ὅτι ἀρχικῶς ὑπῆρχον σύμβολα 
ἰδιαίτερα, προερχόμενα ἴσως ἀπὸ ἐπιγραφάς τῶν Ἐτρούσκων", τὰ ὁκοῖα, 
κατόπιν ἀθελήτων μετασχηματισμῶν, κατέληξαν νἁ ἐξομοιωθοῦν πρὸς 
Ὑράμματα τοῦ ἀλφαβήτου. 

Ἕνα εἰδικὸν σύμβολον, τὸ ὁκοῖον εἰς τὴν ἀρχὴν ἦτο ἴσως ἕνα Μ, ἐνῷ 
μεταγενεστέρως Έλαβε τὴν μορφὴν παύλας, ἡ ὁποία τοποθετουµένη ἑπάνω 
εἰς τὰ γράμματα : 

ἃ Σι ς Ὁ Μµ, 
ἐσήμαινε τὸν πολλαπλασιασμὸν αὐτῶν ἐπὶ χίλια. Εἰς χειρόγραφα μάλιστα 
τοῦ Χ αἰῶνος ὁ ἀριθμὸς χίλια καρίσταται ἐνίοτε, κατὰ τὴν µέθοδον αὐτήν, 
διὰ τοῦ συμβόλου Ἱ. 

Παρόμοιον κολλαπλασιαστικὀν σύστηµα ἐχρησιμοποιήθη διὰ τὰ πολ- 
λαπλάσια τοῦ (0.000 καὶ 100.000, ἀλλὰ δὲν εἶναι γνωστόν κατὰ πόσον 
τοῦτο υἱσθετήθη ὑπὸ τῶν Ῥωμαίων ἢ τῶν ἀμέσων διαδόχων των. Σηµειω- 


"Καμμία ἀμφιβολία ὡς πρὸς τὸ ὅτι Ῥωμαῖοι πολλὰ ἔμαθον ἀπὸ τοὺς ὑποτα- 
όντας Ετρούσκους. "Αλλά πόσα ἔμαβον, μᾶς εἶναι ἄγνωστον σήμερον καὶ [σας 
παραμείνῃ ἄγνωστον διὰ παντός. 


Σύγκλητος καὶ Ῥωμαϊκὸς Λαὸς 113. 
τίον δὲ ὅτι, ἐπειδὴ διὰ νὰ γράψουν µίαν χρονολογίαν οὗτοι δὲν εἶχον 
ἀνάγκην ἀριθμῶν μεγαλυτέρων τοῦ 1.000, ἑνῷ ἀφ᾿ ἑτέρου ἐχρειάζετο, πρὸς 
ἀποφυγὴν ἀμφιβολιῶν, νὰ ἐπιστηθῇῃ ἡ προσοχὴ τοῦ ἀναγνώστου ἐπὶ τῆς 
ἀριθμητικῆς σημασίας τῶν γραμμάτων, δὲν εἶναι φαινόµενον ἀσύνηθες 

εἰς σχετικῶς νέας ἐπιγραφάς, µία ὁμάς χαρακτήρων νὰ συμπληροῦται μὲ 
ωμό, σηµαίνουσαν ἀριθμὸν κατώτερον τῆς χιλιάδος, 

Μέσῳ τοιούτων συμβόλων, καταλλήλως λαμβανομένων καὶ ἐπαναλαμ- 
βανομένων κατὰ σειρὰν σύµφωνον πρὸς τὸν ανόµον τοῦ Ἠπηκεί», ἠδύναντο 
προφανῶς νὰ παραστήσουν τυχόντα ἀκέραιον ἀριθμόν. Πρὸς ἁπλοποίησιν 
ὅμως τῆς Ὑραφῆς ἐπροτάθη ἕνα τέχνασμα, («ἀφαιρετικὴ μέθοδος»), τοῦ 
ὁποίου εἶχον ἤδη κάμει χρῆσιν οἱ ᾿Ασσύριοι, καὶ τὸ ὁποῖον ὀύναται νά 
συνδεθῇ μὲ τὰς λέξεις «ἀωοφενίμίαυν (--18) καὶ υπάενἰρία αν (««19). Τὸ. 
τέχνασμα τοῦτο συνίστατο εἰς τὸ νά θεωρεῖται ἕνας ἀριθμὸς ὡς διαφορά 
δύο ἄλλων. Οὕτω διᾶ νὰ γράψουν τὸν ἀριθμὸν 9, ἀντὶ ΥΤΠ ἔγραφον ΤΙΝ, 
τὸ σύμβολον δὲ τοῦτο δὲν δύναται νὰ ἑρμηνευθῇ ὡς σημαῖνον καὶ 11, 
λόγῳ τοῦ «νόμου τοῦ Ηαπκεί», Ὁμοίῶς ἔγραφον ἩΧ. διὰ νὰ καραστήσουν 
τὸν 8, ΧΙ. διὰ τὸν 40, Χς διὰ τὸν 90 καὶ «Ώ διὰ τὸν 400. Ἡ ἀνάλογος 
ἀντικατάστασις τοῦ ΠΠ ὑπὸ τοῦ ΙΥ, ἡ ὁποία τόσον εἶναι συνήθης σήµε- 
ρον, δὲν υἱοθετήθη μολοντοῦτο παρὰ µόνον εἰς ἐποχὴν πολὺ πλησίαν 
πρὸς ἡμᾶς, 

Παρατηρητέον ὅτι ἡ αὐστηρά τήρησις τοῦ ἁπλοποιητικοῦ τεχνάσµατος 
δὲν ἧἦτο ὑποχρεωτικὴ καὶ κατὰ συνέπειαν οἱ συγγραφεῖς δὲν ἐδεσμεύοντο 
ὥστε νἁ μὴ ἀπομακρυνθοῦν τούτου, εἰς Φὠρισμένας κεριστώσεις, εἴτο δι 
ὡρισμένον λόγον, εἶτε χάριν ἰδιοτροπίας. Πρέπει ἀκόμη νἁ τονισθῇ, ὅτι 
ὑπὸ τὸ κράτος ἄλλων συστηµάτων ἀριθμήσεως, υἱοβετηθέντων προϊόντος 
τοῦ χρόνου, ἡ γραπτὴ λατινικὴ ἀρίθμησις ὑπέστη περιέργους τροποποιή- 
σεις, ὁρατὰς ὑπὸ μορφὴν ὑβριδίων, διὰ τὰς ὁποίας ὅμως δὲν εὐθύνεται 
ὁ λαὸς περὶ οὗ ὁ λόγος καὶ αἱ ὁποῖαι δὲν ἀξίζουν ἰδιαιτέρας µνείας. 


101. Κατὰ τὴν µετάβασιν ἀκὸ τοὺς ἀκεραίους εἰς τὰ κλάσματα, οἱ 
Λατῖνοι ἐγκατέλειψαν τὴν βάσιν δέκα’ ἕνεκα τῆς περιωρισµένης ἐπι- 
στημονικῆς νοοτροπίας τῶν, δὲν ἠδυνήθησαν νὰ συλλάβουν εἰς τὴν Ύενι- 
κότητά της τὴν ἔννοιαν τῶν νέων αὐτῶν ὀντοτήτων, ἀλλὰ περιώρίσθησαν 
εἰς τὰ µέρη τῶν ἐν χρήσει μετρητικῶν μονάδων, τὰς ὁποίας ἐθεώρουν διῃ- 
ρημένας εἰς 12, 144, 288 κλπ. ἴσα µέρη. Ἐντεῦθεν προῆλθον τὰ ὀνόματα 
καὶ τὰ σύμβολα τὰ χρησιμοποιούμενα διὰ νὰ δηλώσουν τὸ 1/13 καὶ τὰ 
πολλαπλάσια ἢ τὸ ἥμισυ τούτου, τὰ 2/3 κλπ. 

Πρόκειται πάντοτε διὰ κλάσματα ἔχοντα ἀριθμητὴν τὴν µονάδα, ὡς. 
προκύπτει ἀπὸ τὸν ἑπόμενον πίνακα. 


ιά Ἱστορία τῶν ΜαθηματικΏν 
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Ἡ ἀνάγκη τῆς εἰσαγωγῆς ἄλλων κλασμάτων ἔγινεν αἰσθητὴ εἰς τοὺς 
Λατίνους µόνον ἀπὸ τῶν ἀρχῶν τοῦ Χ αἰῶνος 

Ὁ ὑκολοτισμὸς μὲ ἀριθμοὺς ἀποτελουμένους ἀπὸ ἀκεραίους καὶ δω- 
δεκαδικοὺς παρουσιάζει κάποιαν δυσκολίαν εἰς τὸν μὴ ἔμπειρον ὑκολο- 
γιστήν, ἐντεῦθεν ἡ ἀνάγκη «πινάκων ἐτοίμων ὑπολογισμῶν», οἱ ὁπκοῖοι 


ἰδέαν τοῦ περιεχοµένου λαμβάνοµεν ἀπὸ μερικοὺς πίνακας καταστρωθέν- 
τας ἀπὸ κάποιον Βίκτωρα ἐξ ᾽Ακουϊτανίας, τοῦ ὁποίου ἡ ἐποχὴ καθορίζε- 
ται ἐκ τῆς παρατηρῄσεως, ὅτι κατὰ τὸ ἔτος 457 μ.Χ. συνέταξεν ἕνα Οοπι- 
Ρυῖυς Ραφολα]ἰς ὀκτὼ δὲ ἔτη κατόπιν, ὁ πάκας Ἰλαρίων προσέφυχεν εἰς 
αὐτὸν διὰ θέσῃ τάδιν εἰς τὸ ἐν χρήσει ἡμερολόγιον, αν. 

Τὸ κύριον µέρος τοῦ Ολ]ουίας γΥιοοςί, ὅπως τιτλοφορεῖται τὸ ἔργον 


Σύγκλητος καὶ Ρωμαϊκός Λαὺς [15 


ποῦ Βίκτωρος, ἀποτελεῖται ἀπὸ πίνακας οἱ ὁποῖοι παρέχουν ἔτοιμα τὰ 
γινόμενα τῶν ἀριθμῶν : 

1000, 900, 800, 700, 600, 500, 

400, 100, 200, 100, οὗ, 80, 70, 60, 

50, 40, 30, 20, 10, 9, 8, 1, 6, 5, 4, 3, 2, !, 

12, 1012, 9/11 812, 7/11, 6/13, 

«[12, 4/12, 3/12, 2/12, 1/ 12, 1/24, 

48, 1/72, 1) 144 καὶ [1244 


ἀπί ὄλους τοὺς ἀκεραίους τοὺς περιλαμβανομένους μεταξὺ 2 καὶ 49, Τὰ 
γινόμενα ἐκφράζονται ὡς ἀθροίσματα ἀκεραίων καὶ ἀναγώγων κλασμάτων. 

Εἰς τοὺς ἀνωτέρω πίνακας εὑρίσκονται προσηρτηµένοι ἄλλοι, οἱ 
ὁποῖοι προσφέρουν ἀναλόγους ὑπηρεσίας εἰς ὅσους ἐκτελοῦν ἀριθμητικάς 
πράξεις ἄλλου εἴδους ἐπί ἀριθμῶν συγκειµένων ἐξ ἀκεραίων καὶ δώδεκα- 
δικῶν κλασμάτων. 

Ἐκτὸς τῶν βοηθητικῶν τούτων πινάκων, οἱ Ρωμαῖοι κατέφευγον καὶ 
εἰς τὴν χρῆσιν ὀργάνων (ἀβάκων) διαφόρων τύπων, τὰ ὁκοῖα ἐδιδάχθησαν 
μὲν ἀναμφιβόλως ἀπὸ τοὺς λαοὺς μὲ τοὺς ὁποίους ἤρχοντο εἰς ἐπαφήν, 
ἐτροκοποίησαν ὅμως καταλλήλως, ὥστε νὰ προσαρµόζωνται καλύτερον 
πρὸς τὴν ἀριθμητικήν των, ἀλλά καὶ εἰς τὴν νοοτροπίαν των. 

Ἕνα τελευταῖον ἁπλουστευτικὸν τέχνασμα ἐφηρμόσθη ἀπὸ τοὺς ἰδίους, 
γνωστὸν ὡς «συμπληρωματικὸς πολλαπλασιασμὸς», στποιζόµενον ἐπί τῆς 

αυτότητος : 
αὖ -«(10---α) (10-59) 4- Ἰθία -- ο--- 190). 


Τὸ τέχνασμα τοῦτο ἀνάγει τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ γινομένου δύο ἄρι- 
θμῶν περιεχομένων μεταξὺ τοῦ 5 καὶ τοῦ 10 εἰς τὸ γινόµενον δύο ἀριθμῶν 
περιελαμβανομµένων μεταξὺ 1 καὶ 5. 


102, Μεταγενέστερα: πληροφορίαι γύρω ἀπὸ τὴν ρωμαϊκὴν λογιστικὴν 
δύνανται νὰ ληφθοῦν ἀπὸ τοῦς ἀρχαιοτέρους μεσαιωνικοὺς συγγραφεῖς. 
Ὁ ἐπιχειρῶν ὅμως νὰ συμβουλευθῇ αὐτὰς τὰς πηγὰς πρέπει νὰ ἀναλάβῃ 
ἀναριθμήτους φροντίδας προκειµένου νὰ διαχωρίσῃ ἐκεῖνο, τὸ ὁποῖον 
ἀνήκει εἰς τοὺς Ῥωμαίους, ἀπὸ ἐκεῖνο τὸ ὁποῖον προσετύθη ἀπὸ µακρυ- 
νοὺς ἀπογόνους τῶν καὶ ἀπὸ ἄλλας ἐπιδράσεις. Διά νά λάβωμεν γνῶσιν 
ἔπειτα τῆς φύσεως καὶ τῆς σπουδαιότητος τῶν ἀριθμητικῶν προβλημάτων, 
τὰ ὁποῖα αἱ περιστάσεις ἐκέβαλλον εἰς τοὺς νοµοθέτας τοῦ κόσμου, εἶναι 
σκόπιµον ν᾿ ἀναφέρωμεν εἰς τὴν πρώτην Ὑραμμὴν τὸν «ὑπολογισμὸν 
τόκων», συνηθέστατον εἰς τὰς τοκογλυφικἁς συναλλαγάς τῶν Ῥωμαίων, 


116 "Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 

αἱ ὁποῖαι ἦσαν τόσον διαδεδοµέναι, ὥστε κατὰ τὸ 342 ἐδέησε νὰ περιο- 
ρισθοῦν ὑπὸ εἰδικῶν κρατικῶν διατάξεων (εκ Οεπασία), εἰς δευτέραν 
γραμμὴν δὲ τὴν ἐφαρμογὴν τῶν διατάξεων, αἱ ὁποῖαι ἐρρύθμιζον τὰ δικαιώ- 
µατα συντάξεως διαθήκης, (εκ Εαϊοϊάϊα, ἔτος 40 π.Χ.), αἱ ὁποῖαι κατὰ 
τὴν ἐφαρμογὴν εἰς πολυπλόκους περιπτώσεις ἔδιδον λαβὴν εἰς ζητήµατα 
λαπτὰ καί δύσκολα. 

Εἰς ποίας αὐθεντίας κατέφουγον οἱ Βωμαῖοι πρὸς ὑπερνίκησιν τῶν 
ἀναφυομένων ἀριθμητικῶν δυσκολιῶν δὲν εἶναι τελείως οὔτε ἀσφαλῶς. 
γνωστόν. Γνωρίζομεν μολοντοῦτο ὅτι ὁ πλατωνικὸς σοφιστής, συγγραφεὺς 
καὶ δικαστικὸς ἀνὴρ᾽Απουλαῖος ἢ ᾿Απουλήιος, Τεννηθεὶς ἐν Μαδούρῳ τῆς 
Νουμιδίας, τὸ 125 μ.Χ., ἀφοῦ συνεπλήρωσε τὰς σπουδὰς του εἰς Αθήνας, 
µετέφρασεν ἐκ τοῦ ἑλληνικοῦ εἰς τὴν λατινικὴν τὴν Αριθμητικὴν 
τοῦ Νικομάχου τοῦ Γερασηνοῦ (356), συμπληρώσας αὐτὴν πιθανῶς μὲ 
ἀριθμητικάς ἐφαρμογάς. Λέγομεν πιθανῶς, διότι τὸ ἔργον τοῦ ᾿Απουλαίου 
δὲν ἔφθασε μέχρις ἡμῶν. | 

Καλυτέραν τύχην εἴχεν ἕνα εἶδος Ἐγκυκλοπαιδείας, εἰς ἐννέα 
βιβλία, γραφέντα κατὰ τὸ 470 ἀπὸ ἕνα Καρχηδόνιον, ὅστις ἀπέκτησε τὸ 
διακεκριµένον ἀξίωμα τοῦ ῥρωμαίου ἀνθυπάτου, καὶ εἶναι γνωστὸς ὑπὸ τὸ 
ὄνομα Μαρτιανὸς Καπέλλας. Εἰς τὸ ἔργον τοῦτο μετὰ τὴν Γραμματικήν, 
τὴν Διαλεκτικὴν καὶ τὴν Ῥητορικήν, ἐκτίθενται καὶ ἡ Γεώμετρία, ἡ ᾿Αρι- 
θµητική, ἡ ᾿Αστρονομία καὶ ἡ Μουσική. 

Τὸ µέρος τὸ ἀφιερωμένον εἰς τὴν ἐπιστήμην τοῦ διαστήµατος εἶναι 
µία ἁκλῆ ἀνασύνταξις τῶν ὁρισμῶν τοῦ Εὐκλείδου, ἡ ὁποία τελειώνει 
μὲ µίαν ἁκλῆν ἐκφώνησιν τοῦ πρώτου προβλήματος τῶν Στοιχείων, 
(σημειοῦμεν παρὰ ταῦτα ὅτι εἰς τὸν µέγαν ἀλεδβανδρινὸν ἀφιερώνονται 
µερικαὶ φράσεις ἐνθουσιαστικοῦ ἐγκωμίου)”, ἐνφ ἡ ἐπιστήμη τῶν ἀριθ. 
μῶν ἔχει περιεχόµενον καὶ μορφὴν ἐμπνευσμένα ἀπὸ τὰς ἰδέας τοῦ Πυ- 
θαγόρου καὶ τῶν νεωτέρων ἀνακαινιστῶν τοῦ Πυθαγορισμοῦ. Τὸ ἐν λόγφ 
κείµενον δὲν ἀποδεικνύει µόνον τὴν παντελῆ ἕλλειψιν πρωτοτυκίας τοῦ. 
συγγραφέως του, ἀλλά μαρτυρεῖ ἐπίσης τὴν πτωχὴν ἱκανότητα τῶν Λατί- 
νων νά κατανοήσουν τὰ ἀριστουργήματα τοῦ ἑλληνικοῦ πνεύματος ὡς 
καὶ µίαν ἀνωφελῆ ἐπιστροφὴν εἰς τὴν σύγχισιν μαθηματικῶν καὶ φιλο- 
σοφίας, ἡ ἐξάλειψις τῆς ὁποίας, ὅπως εἴδομεν, ἐπισημαίνει (καὶ ἴσως 
προσδιορίζει) τὴν χρυσῆν περίοδον τῶν ἑλληνικῶν μαθηματικῶν. 


108. Ὅπως εἴκομεν ἀνώτέρῳ, ἕνας ἐκ τῶν δύο μεγάλων κλάδων τῶν 


. Παρατηροῦμεν ἐπίσης, ὅτι ἕνα καλίµψηστον ἀναγόμενον εἰς τὸν ΙΧ αἰῶνα καὶ 
τὸ ὁποῖον εἶναι Ιδιοκτησία τῆς Δημοτικής Βιβλιοθήκης τῆς Ἠερόνας, παρέχει ἄλλας, 
ἀποδείξεις τῆς λατρείας μερικῶν Ρωμαίων πρὸς τὸν µέγαν διδάσκαλον τοῦ Μουσείου. 


178 Ἱστορία οῦν Μαθηματικῶν μυ 
31-20 π.Χ. ἔχουν ἱστορικὴν σπουδαιότητα διά τὴν γεωδαισίαν, οἵαν ἔχει 
τὸ ἔτος 46, ἀπὸ τοῦ ὁποίου ἐγκαινιάσθη τὸ ἴσυλιανὸν ἡμερολόγιον, διὰ 
τὴν ἀστρονομικὴν χρονοµετρίαν. 

Μερικαὶ ἐνδιαφέρουσαι λεκτοµέρειαι ὡς πρὸς τὴν φύσιν καὶ τὰ δρια 
τῆς ρωμαϊκῆς ἀγρονομίας, προκύπτουν ἀπὸ τὴν ἀναδίφησιν τῆς περισω- 
θείσης Ὑραμµατείας, Οὕτω µανθάνοµεν, ὅτι ὁ πρῶτος συγγραφεὺς ἐπί τοῦ 
θέματος τούτου ὑπῆρξεν ὁ Μάρκος Τερέντιος Βαρρόνε (116 - 27 π.Χ.], 
θεωρούµενος ὑπὸ τῶν Ῥωμαίων ὡς ἕνας νέος Πλάτων. Μνημονεύονται τοῦ- 
λάχιστον τρία ἔργα του (Μεησυγα]ία, Οκεοπιείτία καὶ Απίσυς αἶνε ὁς πυπις- 
Γἱ6), ἱκανὰ νὰ παράσχουν πληροφορίας ἐπὶ τοῦ θέματος, εἰς τὰ ὁποῖα 
προστίθεται µία µεγάλη ἐγκυκλοπαιδεία, τιτλοφορουµένη Ός ἀἰεοίριίπίς 
καὶ περιλαμβάνουσα κατὰ σειρἀν Γραμµατικήν, Διαλεκτικήν, Ῥητορικήν, 
Γεωμετρίαν, ᾿Αριθμητικήν, ᾽Αστρολογίάαν, Μουσικήν, Ἱατρικὴν καὶ ᾿Αρ- 
Χχιτεκτονικήν. Δυστυχῶς ὅμως κανένα ἐξ αὐτῶν δὲν ἔφθασε μέχρις ἡμῶν 
καὶ οὕτω ἐχάθη σήμερον ἡ δυνατότης νὰ κροσδιορίσωµεν ὁποῖοι ὑπῆρξαν 
οἱ δεσμοὶ μεταξὺ τῆς ρωμαϊκῆς ἐπιστήμης καὶ ἐκείνης τῶν Ἐτρούσκων 
καὶ Ἑλλήνων. 

Ἐπιχειροῦντες ν᾿ ἀντλήσωμεν τοιαύτας πληροφορίας ἀπὸ τὸ μέγα ἕἔρ- 
γον εἰς δέκα βιβλία Ώςε Αποηῄιισωγα, τὸ ὁποῖον ἀφιέρωσεν (14 π.Χ.) εἰς 
τὸν αὐτοκράτορα Αὔγουστον ὁ διάσηµος ρωμαῖος μηχανικὸς καὶ ἀρχιτέκτων 
Βιτρούβιος (Ματίας ἨὙμτανίας Ῥο]ιο), δὲν θά διαψευσθῶμεν τελείως 
εἰς τὰς ἐλπίδας µας, Ἡ δίψα τοῦ «εἰδέναι» µόνον ἐν μέρει [κανοκοιεῖται 
πράγµατι ἐκ τοῦ βιβλίου τούτου, διότι ἑνῷ δυνάµεθα ἐξ αὐτοῦ νὰ συμπερά- 
νῶµεν τὴν ἐκ µέρους τοῦ συγγραφέως γνῶσιν μερικῶν ἐκ τῶν µαθηµατι- 
κῶν ἀνακαλύψεων τῶν Ἑλλήνων, δὲν εἶναι ἓν τούτοις δυνατὸν νὰ σχη- 
µατίσωμεν πλήρη πίνακα τῶν ὅσων οἱ Λατῖνοι ἠδυνήθησαν νάἁ μάθουν ἀπὸ 
τοὺς ἕλληνας μαθηματικούς, πρᾶγμα ἄλλωστε τὸ ὁπκοῖον, λογικῶς, δὲν 
ἦτο δυνατὸν ν΄ ἀναμένεται ἀπὸ ἕνα ἀρχιτέκτονα ἀσχολούμενον μὲ τὰ ἂν- 
τικείµενα τῆς ἁρμοδιότητός του. 

Προσθέτοµεν ὅτι ὁ Βιτρούβιος εἶναι ὁ ρώμαῖος ἐκεῖνος συγγραφεύς, 
τοῦ ὁποίου ἡ νοοτροπία πλησιάζει περισσότερον πρὸς τὴν ἰδικήν µας. 
᾿Αποδεικνύεται ἐμπεποτισμένος ἀπὸ τὴν ἑλληνικὴν ἐπιστήμην, τῆς ὁποίας 
εἶναι εἰλικρινὴς θαυμαστής. Τὸ γεγονὸς ὅτι μεταξὺ τῶν μεγάλων, τοὺς 
ὁποίους ἀναφέρει, δὲν εὑρίσκεται οὔτε ἕνα λατινικὸν ὄνομα παρέχει σιω- 
πηράν ἐπιβεβαίώσιν τοῦ ὅτι οἱ Ῥωμαῖοι οὐδεμίαν συμβολὴν προσεκόµι- 
σαν εἰς τὴν ἑλληνικὴν ἐπιστήμην. 

Εἰς τοὺς προλόγους τῶν ἑννέα βιβλίων τῆς Αρχιτεκτονικῆς του ὅ Βι- 
τρούβιος ἀρέσκεται νὰ ἐνημερώνῃ τὸν ἀναγνώστην ἐπὶ θεμάτων ἑχόντων 
μικράν ἢ ἀμφισβητουμένην συνάφειαν μὲ τὴν τέχνην τοῦ κατασκευάζειν. 
Οἱ πρόλογοι οὗτοι, ἐνῷ δύνανται νὰ παραλειφθοῦν ἀπὸ τὸν σπουδαστὴν 
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µηχανικόν, ὡς ἀνωφελεῖς δι’ αὐτόν, ἓν τούτοις διὰ τὸν ἱστορικὸν τῆς ἔπι- 
στήµης παρουσιάζουν ἰδιαίτερον ἐνδιαφέρον ὡς πηγαὶ κληροφοριῶν. Αξιό- 
λογοι εἶναι π.χ. ὁ πρόλογος τοῦ βιβλίου ΥΠ, διότι περιέχει ἕνα περίφη- 
μον «ἐγκώμιον τοῦ βιβλίου» καὶ ὁ πρόλογος τοῦ βιβλίου τοῦ ΙΧ, ὅπου γί- 
γεται σύγκρισις μεταξὺ ἀθλητοῦ καὶ διανοουµένου καὶ ὑποστηρίζεται ἡ 
ἄκοψις, ὅτι ὁ δεύτερος πολὺ κερισσότερον τοῦ πρώτου εἶναι ἄξιος τῶν 
ὑψηλῶν τιμῶν, ποὺ ἀπονέμονται, κατὰ τὴν συνήθειαν, εἰς τοὺς διακρινοµέ- 
νους ἀθλητὰς τῶν ὀὁλυμπιακῶν ἀγώνων. 

Κάποιαν ἄλλην πληροφορίαν γύρω ἀπὸ τὴν πρακτικήν γεωµετρίαν 
τῶν Ῥωμαίων μᾶς παρέχει ὁ Χχιλίαρχος Μοδερᾶτος Κολουμέλλας (1 ασίας 
(ἱα]ίας Μοάσταίας Οοἰαπιείια), ἐκ Γαδείρων τῆς Ἱσπανίας, μὲ τὸ ἔργον 
του, εἰς δώδεκα βιβλία, Ώε τὲ γυφίσα, γραφὲν πιθανώτατα κατὰ τὸ ἔτος 
62 μ.Χ. Ἔκ τοῦ βιβλίου τούτου καταφαίνεται ὅτι ὁ συγγραφεύς του εἶναι 
εἰς θέσιν νὰ ὑκολογίζη ἐπακριβῶς τὸ ἐμβαδὸν τετραγώνου, ὀρθογωνίου 
καὶ ὀρθογωνίου τριγώνου. Διὰ τὸν θπολογισμὸν τοῦ ἐμβαδοῦ ἑνὸς ἰσο- 
πλεύρου τριγώνου καὶ ἑνὸς κανονικοῦ ἐξαγώνου, δέχεται Ἰ 3 -- 26/15, τι- 
μὴν δηλαδἡ ἀξιολόγου προσεγγίσεως, ἑνῷ διὰ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ κύκλου 
καὶ τοῦ ἡμικυκλίου δέχεται σιωπηρῶς τὴν τιμήν τοῦ π ἴσην πρὸς 22/7. 
Οὔτε διστάζει νὰ ὑπολογίαῃ κατὰ προσέγγισιν τὸ ἐμβαδὸν κυκλακοῦ τµή- 
µατος µικροτόρου ἡμιπεριφερείας, ἔχοντος δοθεῖσαν βάσιν καὶ δοθὲν Όψος, 
χρησιμοπκοιῶν τὸν κανόνα, τὸν ὁποῖον εἶχεν ἐφαρμόσει ὁ Ηρων εἰς τὸ 
ὑπ' ἀριθμὸν 31 πρόβλημα τοῦ βιβλίου Γτῶν Μετρικῶν. ὍὉ Κολου- 
µέλλας, κατὰ τὸ παράδειγµα τῶν ἀρχαίων Αἰγυπτίων, δὲν διδάσκει Ύγενι- 
κοὺς κανόνας, ἀλλ’ ἀφήνει τὸν ἀναγνώστην νἁ ἐξαγάγη τοιούτους ἐκ τῶν 
παρατιθεµένων ἐφαρμογῶν. 

Εἰς πεδίον ἐφαρμογῶν ἀμεσώτερον συνδεσµένων μὲ τὴν πρακτικὴν 
γεωμετρίαν μᾶς ἐπαναφέρει ἡ ἐξέτασις ἑνὸς ἄλλου ἑλληνικοῦ κειµένου 
τοῦ ΠΙ αἰῶνος μ.Χ., Ἰραφὲν πρὸς χρῆσιν τῶν στρατοπεδενόντων, ὑπὸ τοῦ 
πολυγράφου Σέξτου Ιουλίου ᾿Αφρικανοῦ, γεννηθέντος εἰς ᾿Ἱερουσαλὴμ 
καὶ ἀκμάσαντος κατὰ τοὺς χρόνους τῆς βασιλείας τοῦ Αλεξάνδρου Σεβή- 
ρου (222 -235). Ἐκ τοῦ κειµένου τούτου, τὸ ὁποῖον ἐδημοσίευσεν ὁ Ύπη- 
οεπί καὶ φέρει τὸν τίτλον Κεστοί, ἀξίζει νὰ μνημονευθῇ ἡ προτεινο- 
µένη μέθοδος προσδιορισμοῦ τοῦ ὕψους ἑνὸς τοίχου καὶ τοῦ πλάτους 
ἑνὸς ποταμοῦ. Θ᾽ ἀναφέρωμεν ἐκείνην ἡ ὁποία συνίσταται εἰς µίαν κοµ- 
ψὴν ἐφαρμογὴν τοῦ θεώρήµατος αἰάν ἐκ τοῦ μέσου μιᾶς τῶν καθέτων 
πλκυρῶν ὀρθογωνίου τριγώνου ἀχθῇ κάθετος ἐπ αὐτὴν καὶ ἂν ἐκ τοῦ 
σημείου καθ’ ὃ αὕτη τέμνει τὴν ὑποτείνουσαν ἀχθῇ κάθετος ἐπὶ τὴν τρί- 
την πλευρὰν τοῦ τριγώνου, ὅλαι αἱ πλευραὶ θἀ ἔχουν διχοτομηθῆ». Ἡ 
χρῆσις τοῦ λήμματος τούτου διὰ τὴν µέτρησιν τοῦ πλάτους ἑνὸς ποτα- 
μοῦ εἶναι φανερά: ἔστωσαν πράγματι (σχ. 14) Α ἕνα σημεῖον τῆς ἄντι- 
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ἐπιστήμης εἰς τὴν ὑπηρεσίαν τῶν ἐπιχειρηματιῶν καὶ τῶν νομομαθῶν, Τὸν 
χαρακτῆρα τοῦτον δυνάµεθα ππωἰατία πιπίαπάἰα νά ἐπανεύρωμεν καὶ εἰς τὸν 
ἄλλον κλάδον τῶν μαθηματικῶν, καίτοι οἱ Ῥωμαῖοι ἐκέδειξαν πρὸς τήν 
γεωµετρίαν ἔφεσιν ἀκόμη μικροτέραν ἐκείνης, τὴν ὁποίαν ἐξεδήλωσαν 
πρὸς τὴν ἀριθμητικήν. 

'Απὸ τῶν ἁρχαιοτάτων χρόνων οἱ Ῥωμαῖοι παρωρµήθησαν ἐκ τῶν 
ἀναγκῶν τῆς λατρείας νὰ στραφοῦν πρὸς τὴν πρακτικἠν γεωμετρίαν. Ἵνα 
πραγματοποιηθοῦν τὰ μηνύματα τῶν οἰωνῶν, ἦτο ἀνάγκη νὰ ὑπάρχουν 
εἰς τοὺς ναούς, χαραγµέναι μὲ μεγάλην ἀκρίβειαν, δύο εὐθεῖαι µεταδύ των 
κάθετοι, αἱ ὁποῖαι ἐκαλοῦντο «Φεείπιαπας» καὶ αοπτάο», Ἡ µία τῶν εὔ- 
βειῶν τοὐτων ἐφέρετο ἀπὸ ᾿Ανατολῶν πρὸς Δυσμάς, ἡ ἄλλη ἀπὸ Βορρᾶ 
πρὸς Νότον, οὕτως ὥστε ἐσχηματίζοντο ἐμβρυωδῶς οἱ ἄξονες ἑνὸς ὀρθο- 
γωνίου καρτεσιανοῦ συστήµατος συντεταγμένων. Ὅταν ἐχαράσσετο ἡ µία, 
ἡ ἄλλη ἠδύνατο νὰ εὑρεθῇ μὲ τὴν χρῆσιν τοῦ βασικοῦ ἐργαλείου τῆς 
ρωμαϊκῆς γηκεδοµετρίας. Ἐννοοῦμεν τὸ ὄργανον ἐκεῖνο ποὺ καλεῖται κοι» 
νῶς εἰεῖία ἢ ἀστερίσκος, τὸ ὁποῖον ὅμως οἱ Λατῖνοι μὲ λέδιν σκοτεινῆς 
ἐτομολογίας ἐκάλουν «βτοπια» (ἐξ οὗ καὶ ἡ λέξις τοπικοί, μὲ τὴν 
ὁποίαν καλοῦνται ἐν Ἱταλίᾳ οἱ ἀγρονόμοι τοπογράφοι) καὶ τὸ ὁποῖον 
ἀκετελεῖτο οὐσιωδῶς ἀπὸ δύο εὐθυγράμμους ράβδους, διατεταγµένας κατ 
ὀρθὴν Ὑωνίαν καὶ διατηρουµένας ὁριζοντίως µέσφ κατακορύφου ποδός, 
διερχοµένου ἐκ τοῦ σηµείου διασταυρώσεως τῶν δύο καθέτων ράβδων. 

Ἄλλη ἰσχυρά παρόρµησις πρὸς τὴν σπουδὴν τῆς πρακτικῆς γρωµδ- 
τρίας ἐδόθη εἰς τοὺς Λατίνους ἀπὸ τὸν Ἰούλιον Καΐσαρα, ὅταν, συντε- 
λεσθείσης ἐπιτυχῶς τῆς µεταρρυθµίσεως τοῦ ἡμερολογίου μὲ τὴν βοή- 
θειαν τοῦ σοφοῦ Σῶσιγένους ", ἀπεφάσισεν ἓν συνεχείᾳ τὴν καταμέτρησιν 
τῶν γηΐνων ἐκτάσεων, ἐπὶ τῶν ὁποίων ἁπλώνετο ἡ ἔνδοξος δημοκρατία. 
Τὸ δολοφονικὀν ἐγχειρίδιον τοῦ Βρούτου ἡμπόδισε τὸν µεγάλον πολατικὸν 
ἄνδρα νὰ ἴδῃ περατούμενον τὸ κολοσσιαῖον ἐκεῖνο ἔργον, δὲν ἡμπόδισεν 
ὅμως ν᾿ ἀχθῇ τὸ ἔργον εἰς πέρας ὑπὸ τοῦ διαδόχου του. Τὰ ἔτη λοιπὸν 


γλυφικὴν καὶ δηµοτικήν γραφήν. ᾿Ανεγράφετο ἐκεῖ ἕνα διάταγμα τῶν ἱερέων τοῦ τὸ” 
που, δυνάµει τοῦ ὁποίου ἀπὸ τῆς Της Μαρτίου 238 (δηλαδἠἡ ὀλίγον μετὰ τὸν θάνατον τοῦ 
Συρακουσίου), εἰς τὰς 5 ἑἐμβολίμους ἡμέρας ποὺ προσετέθησαν ἤδη εἰς τὸ ἔτος τῶν 
300 ἡμερῶν, ἔπρεπε νὰ προσθέτουν µίαν ἕκτην ἡμέραν ἀνὰ τετραετίαν, ᾿Αποτημί δὲ 
τοῦτο τὴν βάσιν τῆς Ισολιανῆς µεταρρυθµίσωως, ἡ ὁποία, μετὰ πάροδον δύο αἰώνων, 
ἐκόστρεψεν εἰς τὴν Ἴπαλίαν, 
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κειµένης ὄχθης, ΑΦ ἡ ζητουμένη διάστασις, Ι σημεῖον τῆς εὐθείας ΑΦ’ 
καὶ ΠΓ ἕνα τμῆμα εὐθείας αὐθαιρέτου µήκους διευθύνσεως ὅμως καθέτου, 
ἐπὶ τὴν ΑΙ. Σημειοῦται τὸ µέσον Χ τοῦ τμήματος Π, ἄγεται δ᾽ ἐξ αὐτοῦ 
κάθετος ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν ΙΥ καὶ προσδιορίεται ἡ τομή μετὰ τῆς ΑΥ. 


Σχ. Ἰά 


Τέλος ἐκ τοῦ Η ἄγεται ἡ κάθετος ἩΡ ἐπὶ τὴν ΑΙ. Συμφώνως πρὸς τὸ. 
λῆμμα θὰ εἶναι ΑΡ -ΡΙ, ἐπομένως τὸ ζητούμενον πλάτος τοῦ ποταμοῦ θά 
ἰσοῦται πρὸς τὴν διαφορὰν 1Ρ--.Ρῷ τῶν μετρησίμῶν ἀποστάσεων Ἰβκαὶ ΡΦ. 


104. Μίαν νέαν πηγὴν πληροφοριῶν γύρω ἀπὸ τὴν γεωδαισίαν τῶν. 
Ῥωμσίων (καὶ ἡμποροῦμεν ἀκόμη νὰ προσθέσωµεν; γύρω ἀπὸ τὴν λογι- 
στικἠν ποὺ ἐφήρμοζον) ἀκοτελοῦν τὰ ἔργα ἐκείνων, οἱ ὁποῖοι ἐθεωροῦντο 
ὡς θεµατοφύλακες τῆς ἐπισήμου ἐπιστήμης, δηλαδὴ τῶν ρωμµαίων ἄγρο- 
νόμων, Τά ἔργα αὐτὰ ἔχουν συγκεντρωθῆ εἰς ἕνα τόµον, ὁ ὁποῖος κατὰ 
τὴν περίοδον 1566 - Ι604 ἦτο ἰδιοκτησία ἑνὸς σοφοῦ τῆς Οτοπίπρα, φέρον- 
τος τὸ ὄνομα ἰοναηπί Αγοεηο. Τώρα τὸ βιβλίον εὐρίσκεται εἰς τὴν βι- 
βλιοθήκην τοῦ Ἠ/οἰ[επβΏμεϊί καὶ εἶναι περίφηµον εἰς τὴν ἱστορίαν τῶν. 
μαθηματικῶν ὑπὸ τὸ ὄνομα Ἁρκεριανὸς Κῶδιξ (Οοάίος Αγοῦ 
γἰαπο]. Προσφάτως μερικὰ ἁκοσπάσματα ἐκ τοῦ περιεχομένου του έπανευ- 
ῥέθησαν εἰς ἕνα χειρόγραφον τῆς Βιβλιοθήκης τοῦ Μονάχου (Βαυαρία). 
καὶ ἐδημοσιεύθησαν. 

Οἱ παλαιογράφοι βεβαιώνουν ὅτι ὁ Κῶδιξ ἐκεῖνος ἐγράφη τὸν ΥΠ 
αἰῶνα ἢ τὸν προηγούµενον, διὰ τῆς χρήσεως ὑλικῶν ἀναγομένων εἰς 
τὸ 450 μ.Χ., τῶν ὁποίων ἐγίνετο συχνοτάτη χρῆσις ὑπὸ τῶν ὑπαλλή- 
λων τοῦ ρωμαϊκοῦ κτηµατολογίου. Δὲν εἶναι ὅμως βέβαιον ὅτι τὰ διάφορα. 


Σύγκλητος καὶ ΡῬαμαϊκὸς Λαὸς 151 


µέρη τοῦ Κώδικος προέρχονται κατ εὐθεῖαν ἀπὸ τοὺς συγγραφεῖς ποὺ 
ἀναφέρονται ἐκεῖ μὲ τὰ ὀνόματά τῶν: Ἐγοπίπυως, Τείπμς, Βαΐδας, Νίρεας, 
Ερα[τοάίτω», ὙΠγανίας, Ευ Γα5). Ἐκ τούτων ὁ πρῶτος θεωρεῖται ὡς ἡ πρώτη 
ρωμαικἡ αὐθεντία εἰς τὸν τοµέα τῆς πρακτικῆς ὑδραυλικῆς, Χάρις εἰς τὸ 
ἔργον του Ώς αφιαοάισεἰς υσδίς Ἐσπιαε, καὶ ἕνα ἄλλο ἐκτεταμένον ἔργον 
ἐκὶ τῆς τοπογραφίας ἀπολεσθέν. ὍὉ δεύτερος εἶναι σύγχρονος τοῦ Ἐτο- 
πίπυς, παλαίμαχος μιᾶς ἐκστρατείας Ἰενομένης ὑπὸ τὸν Τραϊανόν, συγ- 
χράψας ἓν ἄλλο ἔργον τοῦ ἰδίου τύπου, ἐπίσης ἀπολεσθέν. Οἱ ἄλλοι εἶναι 
πρόσωπα τελείως ἄγνωστα, ἴσως δὲ καὶ ἀμφιβόλου ὑπάρξοως. 

Ἡ ἐξέτασις τοῦ Κώδικος τούτου φανερώνει ὅτι ὅλοι ἐκεῖνοι, οἱ ὁποῖοι 
συνέγραψαν τὰ µέρη του, ἠκολούθησαν τὰ ἴχνη τοῦ "Ἠρωνος (Ἠ κάποιου 
ἀρχαιοτέρου συγγραφέως, ἀπὸ τὸν ὁποῖον πιθανῶς εἴχεν ἀντλήσει καὶ 
ὁ ἀλεξανδρινὸς γεωδαίτης). Μεταξὺ τῶν προβλημάτων, ποὺ περιέχονται 
εἰς τὸν Κώδικα, περιοριζόµεθα ν’ ἀναφέρωμεν τὴν ἀναξζήτησιν ὀρθογωνίου 
τριγώνου, τοῦ ὁποίου δίδεται ἡ ὑποτείνουσα α καὶ τὸ ἐμβαδὸν Α., Πρό- 
κειται κατ οὐσίαν περὶ τῆς λύσεως ἑνὸς συστήµατος τῆς μορφῆς; 


κ. η  Υἳ --αἳ 
ΧΥ:-2Α, 
ἡ ὁποία δὲν ἁπαντᾶται εἰς τὸν Διόφαντον. Τὸ σύστημα τοῦτο ἀνάγεται 


εἰς τὸ ἰσοδύναμον : 
κΕΥ- «ανά 


κ--Υ--3]αἲ--4Α, 


ἐκ τοῦ ὁποίου ὃ Νίρευς -- ὑπὸ τὸ ὄνομα τοῦ ὁποίου ἔχει καταχωρηθῆ 
τὸ πρόβλημα -- ἐξάγει τὰς ἁρμοζούσας τιμὰς τῶν ἀγνώστων εἰς µίαν εἰδι- 
κἠν περίπτωσιν. 

Ἐνῷ τὸ µεγαλώτερον µέρος τῶν περιεχομένων τοῦ Κώδικος στερεῖται 
πρωτοτυπίας, χωρὶς ὅμως νὰ περιέχη ἀνακριβείας, ὑπάρχει ἓν τούτοις ἕνα 
χωρίον, τὸ ὁποῖον δὲν ἀποδεικνύει παρὰ Ελλειψιν νοημοσύνης ἐκ μέρους 
ἐκείνου ποὺ τὸ ἔγραψεν. 'Εννοοῦμεν τὸ χῶρίον ἐκεῖνο, ὅπου ὁ συγγρα- 
φεὺς διὰ νὰ ὑπολογίσῃ τὸ ἐμβαδὸν ἑνὸς κανονικοῦ πολυγώνου δεδομένης 
πλευρᾶς ἀνατρέχει εἰς τὴν ἔκφρασιν, ποὺ εἶναι ἤδη γνωστὴ ἀπὸ τῶν χρό- 
νων τοῦ Ὑψικλέους, τῶν πολυγώνων ἀριθμῶν. Αὐτὸ εἶναι τὸ πρῶτον αὖ- 
Βεντικὸν χονδροειδὲς σφάλμα ἐξ ὅσων ἀπαντῶνται εἰς τὰ μαθηματικά 
κείµενα. 

Εἰς ἀντισιάθμισμα, τρόπον τινα, εὑρίσκομεν εἰς τὸν ἴδιον Κώδικα, 
ὀκτὸς τῶν γνωστῶν ἐκφράσεων διὰ τὸ ἄθροισμα τῶν διαδοχικῶν ἀκεραίων 
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καὶ διὰ τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν, διὰ πρώτην φορὰν τὴν ἀνάλο- 
γον ἔκφρασιν διὰ τὸ ἄθροισμα τῶν κύβων; 


ο με] 

Μολονότι ληφθεῖσα ἴσως ἀπὸ ἄλλο ἑλληνικὸν ἕἔργον, γραφὲν εἷς συµ- 
πλήρωσιν ἢ σχολιασμὸν τῆς ᾿Αριθμητικῆς τοῦ Νικομάχου (ἡ 86), ἐντού- 
τοις ἡ ἔκφρασις αὕτη ἥδιζε ν᾿ ἀναγραφῇ ἐδῶ ὡς µία µοναδικἡ προσθήκη 
εἰς τὰς μαθημµατικὰς Ίἤνώσεις, τὰς ὁκοίας δυνάµεθα νὰ λάβωμεν ἀπὸ τὰ 
κατάλοιπα τῶν ρωμαίων εἰδικῶν περὶ τὴν τοπογραφίαν. 

Τὰ ἔργα τῶν µετρίων τούτων ὑπαλλήλων, ἑστερημένα πρωτοτυπίας 
καὶ μὴ ἔχοντα ἀξιώσεις, ἐφαίνοντο προρισµένα νἁ γρησιμεύσουν ἄπο- 
κλειστικῶς ὡς βοηθήµατα τῶν ὑπαλλήλων εἰς τὰς νέας ἐπικρατείας, αἱ 
ὁποῖαι ἀνέκυψαν ἐπί τῶν ἐρειπίων τῆς ραμαϊκῆς αὐὑτοκρατορίας. "Αλλά 
µέσα εἰς τὴν ὠχρὰν ἀθλιότητα τῶν χρόνων, τοὺς ὁποίους πρόκειται μετ᾽ 
ὀλίγον νὰ ἐξετάσωμεν, τὰ ἔργα αὐτὰ ἦσαν ἐν τούτοις προῶρισµένα νά 
γίνουν περιζήτητα ἀκόμη καὶ ἀπὸ ἐκείνους, οἱ ὁποῖοι, λόγφ ἀνωτέρας πνευ- 
µατικῆς ἀνακτύξεως, ἐκλήθησαν νἁ καταλάβουν ἐξεχούσας θέσεις εἰς τὰς 
ἰθυνούσας τάξεις τῆς νέας κοινωνίας, ἥτις διεμορφώνετο ἐπὶ τῶν ἐρειπίων 
τῆς αὐτοκρατορίας. 


κεφλαλλΙον τΠ 


ΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΕΙΣ ΤΗΝ ΕΥΡΩΠΗΝ 
ΚΑΤΑ ΤΟΥΣ ΣΚΟΤΕΙΝΟΥΣ ΧΡΟΝΟΥΣ’ 


Κασσιόδώρος, ἈἨοήθιος, Ἰσίδωρος 


108. Μὲ τὴν ἀνακήρυξιν τοῦ ᾿Οδοάκρου εἰς «βασιλέα φυλῶν» (τεκ 
βεπ απο], ἡ ὁποία ἔλαβε χώραν εἰς τὴν Ρανία τὴν 23ην Λὑγούστου τοῦ ἔτους 
476, κατελύθη ἐπισήμως ἡ Ρωμαϊκὴ Αὐτοκρατορία τῆς Δύσεως καὶ ἔγκαι- 
νιάζεται ἡ περίοδος τῶν βαρβάρων (Ἔρουλοι, Γότθοι, Λογκοβάρδοι) καὶ 
ἡ θλιβερά ἐποχὴ τῶν ξένων κατακτήσεων ἓν Ἴταλίᾳ, περίοδος κατὰ τὺ 
µέγιστον µέρος τῆς ὁποίας ὁ λατινικὸς πολατισμὸς εὑρόθη εἰς τὴν ἀνάγ- 
κην νὰ διεξαγάγη ἀγῶνας τραγικοὺς καὶ ὄχι πάντοτε νικηφόρους ἔναν» 
τίον τοῦ σκοταδισμοῦ φυλῶν ἀγροίκων καὶ ἀμαθῶν, 

ατῶν ὁποίων ἀνδρεία ἦταν τὸ πλῆθος, 
φρόνησις ἡ ἐπιθετικὴ μανία, 

δίκαιον τὸ αἷμα, καὶ δόξα τῶν 

ἡ ἕλλειψις κάθε ἀνθρωπισμοῦ». 

Λὲν εἶναι ἄσχετα μὲ τὴν ἱστορίαν µας δύο μακρυνά ἐπεισόδια τῆς θλι- 
βερᾶς ἐκείνης ἐποχῆς, πρωταγωνισταὶ τῶν ὁποίων ὑπῆρᾶαν δύο ὀνομαστοί 
ἄνδρες, διαδραµατίσαντες κάποιον σημαίνοντα ρόλον εἰς τὴν ἱστορίαν τοῦ 
πολατισμοῦ. Πρόκειται διὰ τὸν Μάγνον Αὐρήλιον Κασσιόδωρον (ζ.5- 
εἰσάοτας, Ύενν, περίπου τὸ 475, ἀποθ. τὸ 570) καὶ τὸν ᾽Ανίκιον Μάνλιον Σε- 
βερῆνον Βοήθιον (Βοευήυς, γενν. μεταξὺ 4δῦ καὶ 4δ2, ἀποθ. 324). 

Ὁ πρῶτος, καταγόμενος ἐκ Νοτίου Ἰπαλίας, κατὰ τὸ ἔτος 500, ὅτε 
ἦτο μόλις εἰκοσαετής, προσελήφθη ὡς ἰδιαίτερος γραμματεὺς τοῦ Θευδε- 
ρίχου, ὀλίγον μετὰ τὴν στέψιν τούτου ὡς βασιλέως τῶν Γότθων καὶ 
ὑπῆρξε σύμβουλος αὐτοῦ, μὲ μεγάλην ἐπιρροήν, µέχρι τοῦ θανάτου τοῦ 
ἡγεμόνος του. ᾿Απεσύρθη κατόπιν εἰς τὸ µοναστήριον τοῦ Μοπίςςασαίπο, 

. Κατὰ τὴν περίοδον ταύτην ἐξηκολούθησεν ἡ χρῆσις τῆς γραπτῆς ἀριθμήσεως 
τῶν Ρωμαίων, τροποκοιηθεῖσα κατὰ διαφόρους τρόπους καὶ κατὰ τὸ μᾶλλον η ἧττον 
ἐκιτυχῶς. Λεπτομέρειαι σχετικαὶ δόνανται νὰ ληφθοῦν ἀπὸ τὸ ἄρθρον τοῦ δαν (Ρ)., 
ὑποσημείωσιν { 100). 

με) 


1δ4 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 


διὰ ν᾿ ἀφόσιωθῇ ἀποκλειστικῶς εἰς τὴν µελέτην καὶ τὴν περισυλλογἠν. 
Καρπός τῶν ἐπιμόνων ἐκείνων κόπων του εἶναι µία ἐγκυκλοπαιδεία 
εἰς ἑπτὰ βιβλία, φέρουσα τὸν τίτλον Ώς ατίδως ἂς ἀἰκοιρηπίς Ἠοετα πι 
Πήεγαγαπι (περὶ τεχνῶν καὶ ἐπιστημῶν ἐλευθέρας παιδείας], ἡ ὁποία παρου- 
σιάζει καταφανῆ ὁμοιότητα μὲ τὸ ἀνάλογον ἔργον τοῦ Μαρκιανοῦ Κα- 
πέλλα (8102), καθ ὅσον πραγματεύεται κατὰ σειρὰν τὰ ἑξῆς θέµατα : 
Γραμμµατικήν, Ρητορικήν, Διαλεκτικήν' κατόπιν, ᾿Αριθμητικήν, Μουσικήν, 
Γεωμετρίαν καὶ ᾿Αστρονομίαν (δηλαδὴ κλάδους ἀποτελοῦντας τὴν τρίοδον 
καὶ τετράοδον). Εἶναι ἕνα ἀπὸ τὰ πολυάριθµα ἐκεῖνα ἀπανθίσματα, εἰς τὰ 
ὁκοῖα ὁ συγγραφεύς, μὴ ἔχων τὴν δύναμιν νὰ ἐξερευνήσῃ νέας χώρας, 
περιορίζεται εἲς τὴν περιγραφἠν ἐκείνων, τὰς ὁποίας ἄλλοι ἀνεκάλυψαν. 

Πολὺ ὑψηλοτέρα ὑπῆρξεν ἡ διάνοια, ἀλλὰ πολὺ σκληροτέρα ὑπῆρξεν 
ἡ τύχη τοῦ Βοηθίου, ὁ ὁποῖος ἀποκαλεῖται δικαίως «ὁ τελευταῖος τῶν 
ἀρχαίων Ρωμαίων» καὶ θεωρεῖται ὡς ὃ πρῶτος τῶν σχολαστικῶν φιλο- 
σόφων. Γεννηθεὶς εἲς τὴν Ῥώμην ἀπὸ ἐξέχουσαν οἰκογένειαν καὶ παρα- 
µείνας ὀρφανὸς εἰς τρυφερὰν ἠλικίαν, ἐφείλκυσε τὴν κροσοχήν, κατέ- 
κτησε τὴν συµπάθειαν καὶ ἐπέτυχε τὴν προστασίαν τοῦ πατρικίου Συµ- 
µάχου, τοῦ ὁποίου κατόπιν ἔγινε γαμβρός. Ἡ φήµη τὴν ὁποίαν πολὺ 
νωρίς ἀπέκτησε, λόγῳ τοῦ πνεύματος καὶ τοῦ χαρακτῆρος του, ἔφθασεν 
εἰς τὰ ὥτα τοῦ Θευδερίχου, ὁ ὁποῖος τὸν ἐκάλεσεν εἰς τὴν ἰδιαιτέραν του 
ὑπηρεσίαν. Συκοφαντηθεὶς ὅμως ἀκὸ ἐμπαθεῖς αὐὑλοκόλακας, ζηλοτυποῦν- 
τας διά τὴν ἐπιρροήν, τὴν ὁποίαν ἤσκει οὗτος ἐπὶ τῆς πορείας τῶν δηµο- 
σίων πραγμάτων, ἐρρίφθη εἰς τὰς φυλακάς, ὅπου ὑπεβλήθη εἰς βασανι- 
στήρια, τῶν ὁποίων ἡ περιγραφἡ προκαλεῖ τὸν τρόµον καὶ τὴν φρίκην 
ἐκ τῶν ὁποίων τέλος ἀπέθανε (524). 

Δὲν εἶναι ὀλιγώτερον σκληρὰ ἡ τύχη, τὴν ὁποίαν εἴχε καὶ ὁ Σύμ- 
µαχος, τοῦ ὁποίου µοναδικὀν ἴἔγκλημα ὑπῆρξεν, ὅτι ἔκλαυσε δηµοσίᾳ 
τὸν θάνατον ἑνὸς ἐνδόξου καὶ ἀτυχοῦς συγγενοῦς του. 

Βαθὺς γνώστης τῆς ἑλληνικῆς γραμματείας ὁ Βοήθιος διεκήρυδε καὶ 
ἀνοικτὰ ὑπεστήριξε τὴν ἀνάγκην ἐπιστροφῆς τῆς ἀνθρωπότητος εἰς τὰς 


᾿ Ἐνεταφιάσθη εἰς Παβίαν καὶ εἰς τὴν ἐκκλησίαν τοῦ Αγ. Πέερου εἰς τὸν 
Χρυσοῦν Οὐραν ό ν,ὅπας διαμνημονεύει ὁ Ώαρτο εἰς τοὺς ἀκολούθους στίχους: 


«Ἠ ἅγια ψυχή, ποὺ τὴν ψευτά τοῦ κόσμου 


Ὅ θεῖος ποιητής τοποθετεῖ τὸν Ἠσήθιον µεταξὺ τῶν δώδεκα µεγίστων λογίων 
τῆς Θεολογίας. 


Τὰ Μαθηματικά εἰς τὴν Εὐρώκην κατά τοὺς σκοτεινοὺς χρόνους 185 
γνησίας ἑλληνικὰς πηγὰς καὶ λέγεται, ὅτι εἰργάσθη πρὸς αὐτὴν τὴν κα- 
τεύθυνσιν (ὅσον ἀφορᾷ τὰς ἀκριβεῖς ἐπιστήμας) µεταφράζων εἰς λατινι- 
κὴν γλῶσσαν μερικά Έργα ταῦ Πνθαγόρου (;), τοῦ Πτολεμαίου, τοῦ Νικο- 
µάχου καὶ τοῦ Εὐκλείδου, 

Ἡ πρώτη καὶ ἀναμφισβήτητος συμβολὴ τοῦ Βοηθίου, ἂν ὄχι εἰς τὴν 
πρόοδον, τοὐλάχιστον εἰς τὴν διάδοσιν τῶν μαθηματικῶν γνώσεων, ἄντι- 
προσωπεύται ἁπὸτὸ ἔργοντου Μαθήματα ἀριθμητικῆς, περὶ τοῦ 
ὁποίου εἶναι καθῆκον µας νά ὁμιλήσωμεν δι’ ὀλίγων, ἂν καὶ ὅσοι γναωρί- 
ζουν τὸν Νικόμαχον δὲν πρόκειται νά εὕρουν εἰς τὸ ἔργον τοῦ Βοηθίου 
καρὰ ἐλάχιστα νέα πράγματα. 

Ὁ ἨΒοήθιος εἷς τὴν ἀρχὴν τῆς κραγµατείας του διακρίνει τὰ ἀντικεί- 
µενα τῆς γνώσεώς µας εἰς «σύνολα» καὶ «μεγέθη», παρατηρεῖ δὲ ὅτι τά 
πρῶτα δύνανται νὰ θεωρηθοῦν μόνα ὮἨ ὁμοῦ μὲ ἄλλα πράγματα, ἑνῷ τὰ 
δεύτερα δύνανται νὰ θεωρηθοῦν ἐν ἠρεμίᾳ ἢ ἓν κινήσει. Περὶ τῶν πρώτων 
πραγματεύονται ἡ α᾿Αριθμητικὴ» (ἡ ὁποία ἐξετάζει τὰ σύνολα καθ’ ἑαυτὰ) 
καὶ ἡ «Μουσική» (ἡ ὁποία τὰ ἐδετάζει ἓν συναφείᾳ πρὸς ἄλλας ὀντότη- 
τας), ἑνῷ περὶ τῶν μεγεθῶν ἀσχολοῦνται ἡ «Γεωμετρία» καὶ ἡ «Αστρο- 
νοµία», ἐκ τῶν ὁποίων ἡ πρώτη ἐδετάζει τὰ μεγέθη ἐν ἠρεμίᾳ, ἡ δευτέρα 
ἐν κινήσει. Μεταξὺ τῶν τεσσάρων τούτων κλάδων (οἱ ὁποῖοι ἀποτελοῦν 
ὅτι ὅ Ἠοήθιος ἀποκαλεῖ αυαάτίγίαπα, ---τετραόδιον ἢ τετράοσδος --, ὡς 
πρόγραµµα τῆς ἐπιστημονικῆς παιδείας, ἐνῷ ἡ Γραμματική, Ρητορικὴ καὶ 
Διαλεκτικὴ ἀπετέλουν τὸ (πνίωπι ---τρίοδος ἢ τριόδιον --ἥτοι τὸ πρό- 
γραµµα τῆς κλασσικῆς παιδείας] τὴν πρώτην θέσιν διεκδικεῖ ἡ «Αριθμη- 
τική», καθ ὅσον ἡ ἕννοια τοῦ ἀριθμοῦ ὑπεισέρχεται καὶ εἰς τοὺς ἄλλους 
τρεῖς. ᾿Ἐπειδὴ δὲ ἡ µελέτη τῆς κινήσεως τῶν ἄστρων ἀπαιτεῖ γεωμετρι- 
κἁς γνώσεις, ὁ Βοήθιος συμπεραίνει, ὅτι ἡ τάξις κατὰ τὴν ὁκοίαν πρέπει 
νὰ διδάσκωνται τὰ µαθήµατα αὐτὰ εἶναι ἡ ἀκόλουθος: ᾿Αριθμητική, 
Μουσική, Γεώμετρία, ᾿Αστρονομία. Σκοπός του ἤτο προφανῶς νὰ σογ- 
γράψη μµεθοδικὴν ἀνάπτυξιν δι) ἕνα ἕκαστον κλάδον χωριστά. Ἔφθασαν 
πράγματι µίέχρις ἡμῶν οἱ δύο κρῶτοι, ἐκ τῶν ὁποίῶων καταφαίνεται ἡ 
πλήρης προσκόλλησις τοῦ συγγραφέως εἰς τὰς ἰδέας τῶν ἀνακαινιστῶν 
τοῦ Πυθαγόρου καὶ τοῦ Πλάτωνος. 

Αν καὶ ἡ ΑἈριθμητικ ἡ τοῦ Βοηθίου δὲν ἀποτελεῖ µετάφρασιν 
ἐκείνης τοῦ Νικομάχου (θά ἧτο ἄλλωστε περιττή, ἀφοῦ τοιαύτη ἐγένετο 
ἤδη ἀπὸ τὸν ᾽Απουλαῖον, (8 102), ἐν ταύτοις δὲν εἶναι κατ οὐσίαν παρὰ 
µία ἀνακατασκευὴ τοῦ περιεχοµένου της, ἀφοῦ ἐπαναλαμβάνει τὰς μακρᾶς 
διερευνήσεις ὑπὶ τῶν διαφόρων κατηγοριῶν τῶν ἀριθμῶν καὶ τῶν ἰδιοτή- 
των τῶν ὣς καὶ τῶν ἀναλοχιῶν, αἱ ὁποῖαι δύνανται νὰ σχηματισθοῦν μὲ 
ἀκεραίους ἀριθμούς, πράγµατα τὰ ὁποῖα συνηντήσαµεν ἤδη εἰς τοὺς ἕλλη- 
νας ἀριθμητικοὺς καὶ ἰδίως εἷς τὸν Νικόμαχον τὸν Γερασηνόν. 


186 Ἱστορία τῶν ΜαθηματικΏν 


106. 'Ὑπάρχουν ἄραγε ἢ τοὐλάχιστον ἐγράφησαν αἱ ἀνάλογοι πρα- 
γματεῖαι τῶν δύο ἄλλων κλάδων τῆς τετραόδου; Ὅσον ἀφορῇ τὴν ΄Αστρο- 
νοµίαν ἡ ἀπάντησις εἶναι ὁμοφώνωῶς ἀρνητική, καθ’ ὅσον δὲν εὑρέθη µέχρι 
σήμερον κείµενον τοιούτου περιεχοµένου, φέρον τὸ ὄνομα τοῦ ἀτυχοῦς 
φιλοσόφου. 

Πολὺ δυσχερέστερον εἶναι τὸ ἀνάλογον ζήτημα ὅσον ἀφορᾷ τὴν 
Γεωμετρίαν, διότι πολλὰ χειρόγραφα εἶναι γνωστά, ἀναγόμενα εἰς 
τὸν ΧΙ αἰῶνα, τὰ ὁποῖα ἀποτελοῦνται ἀπὸ γεωμετρικἠν ὕλην, κατανεµη- 
μένην εἰς δύο βιβλία, ἀποδιδόμενα ἀκριβῶς εἲς τὸν Βοήθιον. Εἰς τὸ βιβλίον 
Ι ἀπαντῶνται κυρίως λατινικαὶ μεταφράσεις, σχεδὸν κατὰ λέξιν͵ τῶν ὁρι- 
σμῶν, μὲ τοὺς ὁποίους ἀρχίζουν τὰ ΣἙτοιχεῖα τοῦ Εὐκλείδου, καὶ 
τῶν ἐκφωνήσεων τῶν προτάσεων τῶν περιεχομένων εἰς τὰ πρῶτα τέσσαρα 
βιβλία τῆς μεγάλης ἐκείνης συγγραφῆς. Λί ἐκφωνήσεις συνοδεύονται ἀπὸ 
τὰ σχετικὰ σχήµατα, οὐχὶ ὅμως ἀκὸ ἐπεξηγήσεις, σχόλια ἢ ἀποδείξεις. 
᾿Αξίζει νἁ σημειωθῇ, ὅτι οἱ ἀρχαιότεροι ἐκδύόται τοῦ ἐν λόγφ ἀπανθίσμα- 
τος ἔθεσαν εἰς τήν εἰκονογράφησιν τῆς προτάσεως ΧΙ τοῦ ΤΝ βιβλίου 
(εἰς δοθέντα κύκλον νὰ ἐγγραφῇ κἀνονικὸν πεντάγωνον) παρὰ τὸ κυρτὸν 
πεντάγωνον καὶ ἕνα ἀστεροειδές, Τὸ γεγονὸς τοῦτο ὠδήγησε μερικοὺς εἰς 
τὸ συμπέρασμα, ὅτι ὁ Βοήθιος ὑπῆρξεν ὁ πρῶτος ποὺ διέδωσε τὴν γνῶ- 
σιν ἑνὸς σχήματος, µελετηθέντος ἤδη ἀπὸ τὸν Πυθαγόραν (6 23), περιελ- 
θόντος ὅμως κατόπιν εἰς λήθην. Παρά ταῦτα, ἡ ἐξέτασις τῶν καλυτέρων 
κωδίκων, εἰς τοὺς ὁποίους περιέχεται τὸ ἔργον τοῦ Ἡοηθίου, ἀπέδειξεν, 
ὅτι τὸ ἀστεροειδὲς πολύγώνον προσετέθη αὐθαιρέτως ἀπὸ ἀναξιοκίστους 
ἀντιγραφεῖς, οἱ ὁποῖοι ἤντλουν ἐξ ἄλλων πηγῶν. 

Τὸ βιβλίον Π τῆς οὕτω καλουµένης Γεωμετρίας τοῦ Ἠοηθίου 
συνίσταται εἰς γνώσεις τοπογραφίας, αἱ ὁποῖαι συμπίπτουν, εἰς τὰς ἆλη- 
θείας καὶ εἰς τὰς πλάνας, μὲ ὅσα περιέχονται εἰς τὸν Αρκεριανὸν 
Κώδικα (0οάςκ Ατοζιαμιμ). Συνάγεται ἐκ τούτου ὅτι εὐρισκόμεθα 
ἐνώπιον ἑνὸς ἔργου στερουµένου ὀργανικῆς ἑνότητος, εἰς τὸ ὁποῖον ὁ 
δημιουργός του ἔδώσεν ὡς συγγραφέα τὸν Βοήθιον, εἴτε ἀπὸ µίαν ἀφελῆ 
ἀπροσεξίαν, εἴτε διὰ νὰ θέσῃ τὸ βιβλίον του ὑπὸ τὴν προστασίαν ἑνὸς 
ἐνδόδου ὀνόματος, μὲ τὴν αὐταπάτην ὅτι µία σημαία ἄσπιλος θὰ ἔπρο- 
στάτευεν ἐπαρκῶς ἕνα λαθραῖον ἐμπόρευμα καὶ ὅτι µία ἀδιαφιλονίκητος 
αὐθεντία ϐ ἀπέδιδεν εἰς τὸ ἔργον τὴν σπουδαιότητα, τῆς ὁποίας τοῦτο 
ἑστερεῖτο. 

Ἐν κατακλεῖδι, τὸ ἔργον μὲ τὸ ὁποῖον ἀσχολούμεθα ἔχει ἐσωτερικὴν 
ἀξίαν τόσον πενιχράν, ὥστε ἀσφαλῶς δὲν θὰ εἴχεν ἐφελκύσει τόσον πολὺ 
τὴν προσοχἠν τῶν [στορικῶν, ἐὰν δὲν περιεῖχεν εἰς τὸ τέλος τοῦ κρώτου 
Βιβλίου µίαν σελίδα, ἡ ὁποία, ἐὰν εἶναι αὐθεντική, δύναται ν᾿ ἀναγάγῃ 
τὴν ἐπινόησιν τῶν ἐν χρήσει σήμερον συμβόλων διὰ τὴν γραφὴν τῶν 


τή Μαθηματικά εἰς τὴν Εὐρώκην κατά τοὺς σκοτείνους χρόνους 157 


ἀριθμῶν 1, 2, 4,...ν 3 (ὄχι τὸ 0), εἲς τοὺς μαθητὰς τοῦ Πυθαγόρον, ὄχι 
βεβαίως ἐκείνους οἱ ὁποῖοι συνηθροίζοντο διά ν᾿ ἀκούσουν τὸν λόγον 
του, ἀλλὰ τοὺς µεταγενεστέρους πιστοὺς τῶν δογμάτων του. Χωρὶς νά 
ἐπιμείνωμεν εἰς τὴν ἄποψιν ὅτι οἱ ἐν λόγφ χαρακτῆρες ἐνδέχεται νὰ προ- 
σετέθησαν ἀπὸ κάποιον µεταγενέστερον ἀντιγραφέα, παρατηροῦμεν, ὅτι 
δὲν ἀποκλείεται τὰ σύμβολα αὐτά νὰ ἠλθον ἐξ Ἰνδιῶν εἰς τὴν Εὐρώπην, 
µέσῳ ἐμπορευομένων περιηγητῶν, οἱ ὁποῖοι μὲ τὰς συναλλαγάς των διε- 
τήρουν πάντοτε ζωηράς σχέσεις μεταξὺ ᾿Ανατολῆς καὶ Δύσεως. ᾿Επειδὴ 
ὅμως εἰς τὴν οὕτω καλουµένην Γεωμετρίαν τοῦ Βοηθίου γίνεται 
ὑπαινιγμὸς διά µίαν µέθοδον ἀναπτυχθεῖσαν ἀπὸ ἐμβριθεῖς μελετητάς, δὲν 
εἶναι διόλου ἀπίθανον τὰ σύμβολα αὐτὰ νά ἐπενοήθησαν εἰς τὴν Ελλάδα, 
µέσα εἷς τὰ ἐντευκτήρια τῶν νεοπυθαγορείων, καὶ νὰ διεδόθησαν ἐκεῖ- 
ϐεν πρὸς ὅλας τὰς διευθύνσεις, ὅπως ἀκριβῶς διαδίδονται τὰ κύματα τὰ 
παραγόμενα εἷς τὴν ἐπιφάνειαν ἠρεμούντων ὑδάτων ἀπὸ τὴν πτῶσιν ἑνόὸς 
λίβου. 

Κατ’ αὐτὸν τὸν τρόπον εἶναι δυνατὸν νὰ Έγιναν γνωστά εἰς τοὺς 
Πέρσας, οἱ ὁποῖοι πιθανῶς τὰ ἐδίδαξαν εἰς τοὺς Ἰνδοὺς καὶ κατόκιν εἰς τοὺς 
"Αραβας µετά τὴν μουσουλμανικὴν κατάκτησιν, ᾿Απὸ τοὺς "Αραβας τῆς 
᾿Ανατολῆς θἀ ἑπέρασαν ἴσως εἰς τοὺς Βυζαντινοὺς καὶ τοὺς ᾿Αραβας τῆς 
Δύσεως, διὰ μέσου δὲ τῶν τελευταίων εἰσέδυσαν εἰς τὴν Ἱσπανίαν, 
ὅπου τέλος περιῆλβον εἰς γνῶσιν τοῦ Γκερβέρτου (6 110), ὁ ὁποῖος τόσον 
εἰργάσθη διὰ τὴν διάδοσιν αὐτῶν εἰς τὴν Εὐρώπην. Ἐκ τῆς ἰδίας πηγῆς 
τὰ ἔμαθεν ἄραγε καὶ ὁ Βοήθιος; Τίποτε δὲν ἐπιβάλλαι νὰ τὸ ἀποκρού- 
σωµεν, ἀλλά καὶ τίποτε δὲν ὑπάρχει εἰς τὸ βιβλίον, ποὺ φέρει τὸ ὄνομά 
του, ἐπιτρέκον νὰ τὸ βεβαιώσωμεν." 

Ἔξ ἄλλου, ἐπὶ τῆς αὐθεντικότητος τοῦ κειµένου ἀνεφύησαν µακροἱ 
διαφωνίαι, αἵ ὁποῖαι λέγοµεν συνήθως, ὅτι ἀχοτελοῦν τὸ «Βοηθιακὸν ζή- 
τηµα», Δυνάμεθα νὰ εἴκπωμεν ὅτι μετά τὸν θάνατον τοῦ Μ. (ακ]ες (1191 
1380), ὁ ὁποῖος ὑπῆρξεν ὅ γενναιότερος ὑποστηρικτὴς τῆς αὐθεντικότη- 
τος, τὸ ζήτημα τοῦτο ἑτερματίσθη μὲ ὁμόφωνον ἀναγνώρισιν ὅτι ἡ οὕτω 
λεγομένη Γεωμετρία τοῦ Βοηθίου δὲν ἔχει δικαίωµα νά φίρῃ τὸ ὄνομα 
ἐκείνου, ὁ ὁποῖος Έγραψε τὸ ΡΗἱοφορμίας εοπεο]αίίο, Καὶ διὰ νὰ πείσωµεν 


΄ "Επί τοῦ ζητήματος τῆς προελεύσεως τοῦ ἐν χρήσει σήμερον ἀριθμητικοῦ σν- 
στήµατος ἔχομεν ἐμπεριστατωμένας ὀργασίας τοῦ Ν. Βυσπον τὸ μεγαλύτερον µέρος 
τῶν σχετικῶν δημοσιευμάτων του ἔχουν γραφῆ εἷς ρωσικήν γλῶσσαν. 'Εδαίρεσιν ἄπο- 
τελεῖ τὸ βιβλίον, ποὺ φέρει τὸν τίτλον Απημηεισςἒς Ἰεεισιδπάϊμκείί 4ες ευκορᾶΐς- 
εἶνεα Κωνμς (Βετία, 1911). Τὸ πλήθος ὅμως τῶν παραπομπᾶν εἰς ἄλλα ἔργα, τὰ ὁποῖα 
γενικῶς εἶναι ἀπρόσιτα, καθιστᾷ δύσκολον νὰ κρίναµεν κατὰ πόσον εἶναι ἀποδεκτήὴ 
ἡ θΐσις ἡ ὑποστηρκομένη ἐκεῖ. 
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τὸν ἀναγνώστην, ὅτι τὸ συµπέρασµα τοῦτο ὑπαγορεύεται ὑπὸ τῆς φρο- 
νήσεως, ἀναφέρομεν τὸ γεγονὸς ὅτι ἕνα βιβλίον, γραφὲν μεταξὺ 1163 καὶ 
1165, φέρει τὸν ἀκόλουθον τίτλον; «Εἰς τὸ βιβλίον τοῦτο περιέχεται ὁλό- 
κληρος ἡ τετράοδος, δηλαδἡ ἡ ᾿Αριθμητικὴ τοῦ Βοηθίου, ἡ ᾿Αστρονο- 
µία, ἡ Μουσικἡ τοῦ Ἡοηθίου, ἡ Γεωμετρία τοῦ Εὐκλείδου» (Μοπα κ πσβιο 
Γ. Μα). α. Ῥὴψς., τ ΥΙΠ, 1897, σ. 194), Εάν λοιπὸν ὁ Βοήθιος εἶχε γράψει 
τὸ προτεινόµενον ἔργον εἰς τὴν τετράοδον, διά ποῖον λόγον ϐ) ἀπεκλείοντο 
ἀπὸ τὸ ἀνωτέρω βιβλίον τὰ τµήµατα ἐκεῖνα, τὰ ὁποῖα εἶχεν οὗτος ἀάφιε- 
ρώσει εἰς τὴν Γεωμετρίαν καὶ τὴν ᾿Αστρονομίαν ; 

Κατὰ τὴν γνώµην µας, ἡ οὕτω καλουµένη Γεωμετρία τοῦ Βοη- 
θίου πρέκει νὰ θεωρηθῇ ὡς ἕνα συµπίληµα, συντεθὲν πέντε αἰῶνας μετὰ 
τὸν θάνατόν του ἀπὸ πρόσωπον χαµηλῆς συνειδήσεως καὶ πιωχῆς ὅδια- 
Υοίας, διὰ τὸ ὁποῖον ἡ εἰς τὴν λήθην παραµονἠ τοῦ ὀνόματός του εἶναι 
µία πολὺ ἐλαφρά τιμωρία. Δὲν συντρέχει λοιπὸν λόγος νὰ ἐνδιατρίψωμεν 
περισσύτερον ἐπὶ τοῦ Έργου ἑνὸς πλαστογράφου (κατά τινας πρόκειται 
περί ἑνὸς μοναχοῦ τῆς Λωρραίνης τοῦ ΧΙ αἰῶνος], τοῦ ὁποίου ἡ πρᾶξις 
δύναται ἴσως νὰ εὕρῃ κάποιαν δικαιολογίαν, µόνον ἂν λάβωμεν ὑπ ὄψιν, 
ὅτι ὁ σεβασμὸς πρὸς τὰ προϊόντα τοῦ πνεύματος ἀποτελαῖ συναισθηµα- 
τικὀν στοιχεῖον τῶν νεωτέρων χρόνων. 

᾽Αλλὰ πρὶν τὸ ἐγκαταλείψωμεν ἀξίζει τὸν κόπον νὰ ἐπισημάνωμεν τὴν 
παρουσίαν δύο λέξεων ἁἱρίτα» (δάκτυλος) καὶ αγείσυ]υς (ἄρθρώσις), αἱ ὁποῖαι 
χρησιμοποιοῦνται διὰ νὰ δηλώσουν ἀντιστοίχως ἕνα ἀριθμὸν µικρότερον 
τοῦ 10, ἢ ἕνα πολλακλάσιον τοῦ 10, καὶ τὴν λεγομένην απυθαγόρειον τρά- 
πεζαν», ὅπως ὠνομάζετο ὁ ἄβαξ (κατὰ κακἠν ἑρμηνείαν, ἐθεωρήθη μετέπειτα 
ὁ ὄρος οὗτος ταυτόσηµος πρὸς τὸν πίνακα τοῦ πολλαπλασιασμοῦ). Δὲν 
πρέπει δὲ νὰ παρασιωπήσωµεν, ὅτι κατὰ τὴν διάρκειαν τῶν ἐριστικῶν σιζη- 
τήσεων περὶ τῆς αὐθεντικότητος τῆς εἲς τὸν Βοήθιον ἀκοδιδομένης Γεω- 
µετρίας, ἐνεφανίσθη εἰς τὴν ἱστορίαν ἕνα νέον πρόσωπον, κάποιος Λατῖνος 
Αρχύτας, ἐφευρέτης τῆς μεθόδου κατασκευῆς ὀρθογωνίου τριγώνου μὲ 
ἀκεραίους ἀριθμούς, τὴν ὁποίαν µέθοδον ἀπεδώσαμεν ἤδη εἰς τὸν Πλά- 
τωνα ( 85). Δὲν ἑβράδυναν ὅμως ν᾿ ἀναγνωρίσουν εἰς τὸ πρόσωπον τοῦτο 
µίαν ἁπλῆν µεταμφίεσιν τοῦ διασήµου Ταραντίνου, εἰς τὸν ὁποῖον ἴσως νἁ 
ὀφείλεται ἡ ἐπινόησις τῆς ἐν λόγῳ µεθύδου, 

Τέλος εἶναι σκόπιµον νὰ τονίσωµεν, ὅτι τὸ ὄνομα τοῦ Βοηθίου (ὅπως 
ἄλλωστε τοῦ Πυθαγόρου καὶ τοῦ Γκερβέρτου) ἔχει συνδεθὴ μὲ ἕνα ἀριθμη- 
τικὸν παίγνιον καλούμενον κ«ἀριθμομαχία» 5ο περὶ τοῦ ὁποίου πολλὰ 
ἐγράφησαν κατὰ τὴν διάρκειαν τοῦ Μεσαίωνος. ᾿Εὰν ἡ παράδοσις εἶναι 
σύμφωνος πρὸς τὴν ἀλήθειαν, ὁ Βοήθιος ἐπενόησε καὶ ἐχρησιμοποίησε 
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τοῦτο, διὰ νὰ εὕρῃ τρόπον νἀ ὑποφέρῃ τὰς μακράς ὥρας τῆς παραμονῆς 
του εἰς τὴν φυλακήν”. 


107. Ἡ µελέτη τῶν μαθηματικῶν ἔργων ἑνὸς προσώπου µεγίστης 
φήμης, ὅπως ἦτο ὁ Ἠσήθιος, ἐν συνδυασμῷ μὲ τὴν διακίστωσιν παντελοῦς 
ἐλλείψεως πρωτοτυπίας, προκαλεῖ µίαν τόσον λυπηρὰν διάψευσιν ἐλπίδων, 
ὥστε δύναται κανεὶς εὐκόλως, παρασυρόµενος ἀπὸ τὸν πειρασμὀν, νὰ συγκα- 
ταριθµήσηῃ μεταξὺ τῶν παρανόμως ἰδιοποιουμένων φημῶν καὶ ἐκείνην τοῦ 
ἀτοχοῦς θύματος τοῦ Θευδερίχου. Πρόκειται περὶ ἑνὸς συναισθήματος, τὸ 
ὁποῖον συχνά δοκιµάζοµεν, ὅταν εὑρισκώμεθα ἐνώπιον τῶν σπανίων ἐκείνων 
προσωπικοτήτων, τῶν ὁποίων ἡ φήμη ἠδυνήθη νά διαπεράσῃ τὰ µεσαιώ- 
γικἁἀ σκότη καὶ νά φθάσῃ μέχρις ἡμῶν. Καθῆκον ἔχομεν ν΄ ἀντιστῶμεν εἰς 
παρόµοιον συναίσθηµα, διότι τοῦτο εἶναι ἀποτέλεσμα ἀνακριβοῦς ὄκτι- 
µήσεως τῶν συνθηκῶν τῆς ζωῆς εἰς µίαν ἀπὸ τὰς σκοτεινοτέρας ἐποχάς, 
ποὺ ἀναφέρει ἡ ἱστορία."'" ᾿Αρκεῖ νὰ σκεφθῶμεν πράγματι, ὅτι τὴν ἐποχὴν 
ἐκείνην τὸ ν’ ἀφοσιωθῇ κανεὶς εἰς τὴν ἀπερίσπαστον ἔρέυναν τῆς ἀληθείας 
δὲν ἦτο κάτι εὐνοούμενον ἀπὸ τὴν κοινἠν γνώµην ἢ τὰς ἀποκατεστημένας 
ἀρχάς, ἀλλά κάτι τὸ ὁποῖον ἀπήτει ἀπὸ τοὺς σοφοὺς νἁ πλεύσουν θαρραλέως 
ἑναντίον τοῦ ρεύματος. Διὰ τοῦτο ὅσοι ἠσθάνοντο ἐκ φύσεως κλίσιν πρὸς 
τὴν ἐπιστημονικὴν ἔρευναν ἔπρεπε νἁ ἦσαν διστακτικοί, προκειµένου νἁ 
ριψοκινδυνεύσουν εἰς µίαν ὁδόν, ἡ ὁποία ὅχι µόνον δὲν θά προσεπόριζεν 
εἰς αὐτοὺς τιμάς καὶ δόξαν, ἀλλ’ οὐδὲ μικρὸν κύκλον ἀκροατῶν ἢ άναγνα- 
στῶν. 'Ἐπί πλέον αἱ ἀλλεπάλληλοι ἐπιδρομαὶ τῶν βαρβάρων, οἱ πόλεμοι, 
αἱ λεηλασίαι καὶ τὰ τοιαῦτα, ἡμπόδιζον τὴν διαμόρφωσιν τοῦ ἠρέμου ἑ- 
κείνου περιβάλλοντος, τὸ ὁποῖον θεωρεῖται ἀπαραίτητος προῦπόθεσις διά 
µίαν ἄνετον ἐξερεύνησιν τῆς ἀληθείας. Ὅσοι εἶναι εἰς θέσιν, ἐπί τῶν ἡ- 
μερῶν µας, νὰ ἐκτιμήσουν τὰ καταστρεπτικἁἀ ἀποτελέσματα μιᾶς γενικῆς 
ἀναστατώσεως διαρκείας µικροτέρας τῶν πέντε ἐτῶν, δὲν θά ἐκπλαγοῦν 
διαπιστώνοντες παρόμοια ἀποτελέσματα, εἰς κλίμακα μάλιστα ἕκατοντα- 
πλασίαν, μιᾶς ἀναλόγου καταστάσεως πραγμάτων, διαρκείας δέκα περίπου 
αἰώνων, "Εάν δὲ σκεφθῶμεν ὅτι τὴν ἐποχὴν ἐκείνην ὁ διανοούµενος ἦτο 


» Τά Εργα τοῦ Βοηθίου συμβουλεύονται ἐπαφελῶς ὅσοι ἐνδιαφέρονται διὰ τὴν µαθη- 
µατικήν ὀρολογίαν, τῆς ὁποίας ἐγίνετο χρῆσις εἰς τὰς λατινικὰς χώρας τῆς ἐποχῆς ἑκείνης, 
Ακριβῶς μὲ αὐτὸν τὸν σκοπὀν, ἡ Ἁριθῤμητική τοῦ Βσηθίου ὑπεβλήθη εἰς µίαν 
ἀνάλυσιν ἀπὸ τὸν Β. Ὑεγααά, καρπὸς τῆς ὁποίας ὑπῆρδν ἡ ἐπιμελής πραγματεία του : 
δορεν ἵα εεγπάποἰορία πικίεπιαύκα ὀοεῖί κοτήτιο Ἰκήπή (Μεπι. Φε Αοζαδεπαία ϊ Μοάεπο, 
ι. Ν, μη. 

.. Ὁ Μι ευά, ἕνας ἀπὸ τοὺς βαθυτέρσυς γνώστας τῆς ἱστορικῆς ταύτης περιόδου, 
ὑεέφρασε τὴν Τνώµην, ὅτι ἡ ἀξία της ἕναντι τοῦ πολιτισμοῦ στηρέᾳται εἰς πρίας ος 
Οµαεσοί, Οκεἱράταϊ, Οχοείαίε (τραγούδια, μητροπόλεις, σταυροφορίαι). 
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δέσµιος τῆς ἀνάγκης ν᾿ ἀκοκαταστήσῃ µίαν συμφωνίαν μεταξὺ τῶν ἐπι- 
στημονικῶν του πορισµάτων καὶ τῶν ἀρχῶν ἐκείνων, αἱ ὁποῖαι ἐπιστεύοντο 
καὶ διεκηρύσσοντο ὡς θεῖαι ἀποκαλύψεις, ϐ' ἀντιληφθῶμεν τὸν λόγον 
διὰ τὸν ὁποῖον ἦσαν, κατ’ ἀνάγκην, πολὺ ὀλίγα τὰ πρόσωπα ἐκεῖνα, ποὺ 
εἶχον τὸ θάρρος νὰ προκαλέσουν νέα ἐπεισόδια εἰς τὸν αἰώνιον ἀνταγω- 
νισμὀν μεταξὺ ἐπιστήμης καὶ πίστεως, 

Λαμβάνοντες λοικὸν ὑπ ὄψιν ὅλας αὐτάς τὰς δυσμενεῖς περιστάσεις, 
δὲν δυνάµεθα παρὰ νὰ συμπεράνωμεν ὅτι ὁ Κασσιόδωρος, ὁ Βοήθιος καὶ 
οἱ ἄλλοι, μὲ τοὺς ὁποίους ἐν σννεχείᾳ θ' ἀσχοληθῶμεν, μὲ τὸ νά προσπα- 
θήσουν καὶ νά ἐπιτύχουν νά κρατήσουν ἀνημμένην μίαν μικρὰν φλόγα ἓν 
µέσῳφ φοβερᾶς λαίλαπος, εἶναι ἄξιοι μεγάλης τιμῆς καὶ εὐγνώμοσύνης ἐκ 
μέρους τοῦ πολιτισμοῦ, ἐὰν ὄχι μάλιστα μεγαλυτέρας τῆς ὀφειλομένης εἰς 
πολλοὺς μεγάλους, οἱ ὁκοῖοι εἰς καλυτέρους καιροὺς ἐπέτυχον ν᾿ αὐξήσουν 
διὰ τῆς πρωτοτύπου συµβολῆς των τὴν ἐπιστημονικὴν κληρονοµίαν τῆς 
ἀνθρωπύτητος, 


108. Μεταξὺ τῶν προσώπων τούτων τῶν ἀξίων εὐγνωμοσύνης ποὺ ἔζη- 
σαν εἰς ἐποχὴν κατὰ τὴν ὁποίαν ἡ Εὐρώπη εὑρίσκετο εἷς τὸ ναδἰρ τῆς παι- 
δείας (μεταξὺ Ἠ] καὶ ΥΠ αἰῶνος), συναντῶμεν ἕνα Ἱσπανόν, γεννηθέντα εἰς 
Καρχηδόνα ἢ Σεβίλλην περὶ τὸ 560 καὶ ἀποθανόντα εἰς τὴν τελευταίαν ταύτην 
πόλιν κατὰ τὸ 663. Διατελέσας ἐπίσκοπος τῆς Σεβίλλης µέχρι τὸ 601, φέρεται 
συχνὰ ὑπὸ τὸ ὄνομα Ἰσίδαωροςτῆς Σεβίλλης, κατὰ τὴν μεσαιωνικὴν 
συνήθειαν νὰ ὀνομάζουν τὰ ἐνδοξώτερα κρόσωκα τῆς ἐκκλησίας ἐν συνδυα- 
σμῷ μὲ τὸν τόπον, ὅκου ἐσημείῶσαν τὸ ἀπόγειον τῆς σταδιοδροµίαςτων. Τοῦ 
ἀνδρὸς τούτου, περιφήµου ὡς διανοουµένου καὶ ἐκπαιδευτικοῦ, ὑπάρχει 
ἕνα ἔργον, χαρακτῆρος ἐγκυκλοπαιδικοῦ, φέρον τὸν τίτλον Οτἰρίπες (ἀρχαί). 
Τὸ ἔργον εἶναι ἀνάλογον πρὸς ἐκεῖνα τοῦ Κακέλλα καὶ Κασσιοδώρου, ἔχει 
ὅμως ἕνα ἰδιάζοντα χαρακτῆρα, ὁ ὁποῖος ὀφείλεται εἰς τὴν ἐπιχειρουμένην 
ἀναζήτησιν (κατά τὸ μᾶλλον ἢ ἧττον εὔστοχον) τῆς ἐτυμολογίας τῶν χρησι- 
μοποιουμένων ὅρων. Καὶ ἐπειδὴ εἰς τὸ ἔργον τοῦτο ἐξετάζονται διαδοχικῶς 
ὅλοι οἱ κλάδοι οἱ ἀποτελοῦντες τὸν κύκλον τοῦ ἐπιστητοῦ τῆς ἐκοχῆς ἑἐ- 
κείνης, δὲν ἦτο δυνατόν νὰ ἐξαιρεθοῦν οἱ κλάδοι οἳ ἀκοτελοῦντες τὴν κα- 
θιερωμένην τετράοδον, Μολονότι ὁ εὑρυμαθὴς ἐπίσκοπος δὲν ἔκαμε καµ- 
µίαν προσωπικὴν συμβολἠν εἰς τὴν ἐπιστήμην τῆς ἐποχῆς του, εἶναι ἄξιον 
ἐξάρσεως, πρὸς τιµήν του, τὸ φιλομαθηματικὸν πνεῦμα ὑπὸ τὸ ὁποῖον ἕ- 
Ίραψε καὶ τὸ ὁποῖον εἶναι εὐδιάκριτον εἰς φράσεις, ὅπως π.χ. αἱ ἀκόλουθοι : 
«᾿Αφαιρέσατε τὸν ἀριθμὸν ἀπὸ ὅλα τὰ πράγµατα καὶ τὰ πάντα καταστρέ- 
φονται, ᾿Αφαιρέσατε ἀπὸ τὴν ἀνθρωκότητα τὸν λογισμὸν καὶ ὁλόκληρος 
βυθίζεται εἰς τυφλἠν ἁμάθειαν, Οὔτε διαφέρει ἀπὸ τὰ λοιπὰ Γῷα ἐκεῖνος, 
ὁ ὁποῖος ἀγνοεῖ τοῦ λογισμοῦ τὴν χρῆσιν». 
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Ἠέδας καὶ ᾽Αλκουῖνος 


109. Παρόμοια συναισθήματα ἔτρεφε πρὸς τὴν ᾿Αριθμητικὴν καὶ ὁ 
αἰδέσιμος Βέδας (Βεάα νεπεγαδἰ]ς ἢ Βεάς, γεννηθεἰς εἰς τὴν Ἴρλαν- 
δίαν περὶ τὸ 673 καὶ ἀποθανὼν ἐκεῖ τὴν 26 Μαΐου 135], ὁ ὁποῖος ἐκτὸς 
ἄλλων συγγραφῶν του, ἀφιερωμένων εἰς τὰς φυσικὰς ἐπιστήμας καὶ εἷς τὴν 
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διάλεκτος τῶν δακτύλων), διδάσκει µίαν µέθοδον παραστάσεως τῶν ἀριθμῶν 
διὰ τῆς χρήσεως τῶν χειρῶν. Πρόκειται περὶ ἑνόὸς συστήµατος, τὸ ὁποῖον 
εἶχεν εὑρεῖαν διάδοσιν καὶ ἀπέκτησε μεγάλην φήµην. Εἰς τὴν βάσιν αὐτοῦ 
εὑρίσκεται σιωπηρῶς ὁ ἀριθμὸς 10, κρᾶγμα διόλου περίέργον, ἀφοῦ στηρἰ- 
ζεται εἰς τὴν χρῆσιν τῶν δακτύλων. Διά νὰ δώσώωμεν µίαν ἰδέαν τοῦ ἐν λόγφ 
συστήµατος, θά εἴπωμεν ὅτι ὁ Βέδας καθιερώνει μερικάς χειρονομίας, ἔκ- 
τελεστέας διὰ τῆς ἀριστερᾶς χειρός, πρὸς παράστασιν τῶν ἀριθμῶν 1,2...9, 
10,20,.., 90. 'Ἐὰν αἵ αὗταί χειρονοµίαι ἐκτελεσθοῦν διὰ τῆς δεξιᾶς χειρός, 
παριστοῦν κατ ἀντιστοιχίαν τοὺς ἀριθμοὺς 1000, 2000,.,, 9000, 100, 200, 
εκ 100. "Αλλαι χειρονοµίαι τῆς ἀριστερᾶς χειρὸς δηλοῦν ἀντιστοίχως 
τοὺς ἀριθμούὺς 10.000, 20.000... 90.000, ἐνῷ αἱ ἀντίστοιχοι τῆς δεξιᾶς τὰ 
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410. Τὸ ἔτος 735, κατὰ τὸ ὁποῖον ἀπέθανεν ὁ Βέδας εἶδε τὸ φῶς εἰς 
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τὴν ἱστορίαν ἡ συνἀάντησίς του --- εἰς Πάρμαν τὸ 782 --- μὲ τὸν μοναδικὸν 
µέγαν µονάρχην τῆς ἐποχῆς ἐκείνης, ὁ ὁποῖος κατώρθωσε ν’ ἀφίσῃ εἰς τὴν 
νοµοθεσίαν ἴχνη διαρκοῦς ἀξίας καὶ χρησιµότητος (ἐννοοῦμεν τὸν Κάρολον 
τὸν Μέγαν ἢ Καρλομάγνον, 142 - 814). Ἡ συνδιάλεξις τῶν δύο ἀνδρῶν δὲν 
ἦτο βεβαίως ἄσχετος πρὸς τὰς προσπαθείας (αἱ ὁποῖαι καίτοι παραµείνασαι 
ἄκαρποι, δὲν στεροῦνται ἀξίας) τοῦ βασιλέως τῶν Φράγκων νὰ καταστήση 
εἰς τοὺς ὑκηκόους του ὀλιγώτερον ἑλλιπῆ καὶ χλιαρᾶν τὴν ἔφεσιν πρὸς τὴν 
µόρφωσιν. Προωρισμένος νὰ εἰσέλθῃ βραδύτερον εἰς τὸ µοναστήριον τῆς 
Τουγς, ὁ ᾽Αλκουΐνος εἰργάσθη μὲ ἐξαιρετικὸν ζῆλον διά τὴν πρόοδον τῶν 


192 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 
μα οολιλάωρως, ααώκΜΜΜΗ 
σχολείων καὶ τῆς βιβλιοθήκης, κοὺ ἐλειτούργουν ἐκεῖ, ὅκου καὶ ἀπέθανε 
τὴν Ίδην Μαΐου ΑΟ. 

1ὁ ἔργον του Ργοροείίοπες αὐ Ἀσυεηάος Ίωνοπες (θέµατα πρὸς ἄσκησιν 
τῶν νέων], εἲς τὸ ὁποῖον ὁ ᾽Αλκουΐνος ὀφείλει τὴν θέσιν του εἰς τὴν ἱστορίαν 
τῶν μαθηματικῶν (παρὰ τὸ γεγονὸς ὅτι δὲν ἑλλείπουν ἐξ αὐτοῦ τὰ σφάλματα 


εἰς τοὺς ἀργοσχόλους, Περιοριζόµεθα ν’ ἀναφέρωμεν μεταξὺ τῶν τελευ- 
ταίων τούτων τὸ πολὺ γνωστὸν πρόβλημα τῆς διαµετακομίσεως, χωρὶς 

Ὀννρπείας, ἑνὸς λύκου, ὀνὸς προβάτου καὶ ἑνὸς λαχάνου, 
µέσῳ μιᾶς λέμβου, ἡ ὁποία εἶναι τόσον µικρά, ὥστε Ένα µόνον ἐξ αὐτῶν 
ὄύναται νὰ παραλάβη καθ ἑκάστην μεταφορὰν ἀπὸ τῆς μιᾶς ὄχθης τοῦ 


Γκερβέρτος 


1411. Ἕνας πλήρης κατάλογος τῶν προσώπων ἐκείνων, τὰ ὁποῖα εἰς 
τὴν καρδίαν τοῦ Μεσαίωνος ἔστρεψαν τὴν σκέψιν κρὸς τὰς ἀκριβεῖς ἐπι- 


νάγκης νὰ ἀναπτυχθῇ ἡ ἐπιστημονικὴ παιδεία καὶ συγχρόνως εἶχεν εὕρει 
ἐντός της τὴν δύναμιν νὰ συνεργασθῇ πρὸς ἐπιτυχίαν ἑνὸς τόσον εὐγενοῦς 


Ἔν δὲν σταματῶμεν διὰ νὰ περισυλλέξωµεν τὰ Ίχνη τῶν ἔργων των, 
τοῦτο συμβαίνει διότι, κατὰ τὸ δεύτερον ἤμισυ τοῦ Χ αἰῶνος, ἀνεφάνη ἑκεῖ 
µία προσωπικότης πολὺ µεγαλυτέρας δυνάµεως, ὁ Γκερβέρτος, Γεννηθεὶς 
καὶ ἐκπαιδευθεὶς εἰς τὸ Αιτῆζας, ἀφιερώθη εἰς τὸ ἐκκλησιαστικὸν στάδιον. 
ο) διένρρρς μὸ τν Ἡ Τνώμη, ἂν καὶ ἀσθενῶς θομελιωμένη, ὅτι περὶ τὸ ἔτο. 
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Τὰ Μαθηματικά εἰς τὴν Εὐρώπην κατὰ τοὺς σκοτεινοὺς χρόνους .. 


διήγειρεν εἰς τὴν ψυχἠν τούτου τόσον θαυμασμόν, ὥστε ὁ αὐτοκράτωφρ 
ἐκεῖνος τὸν ἔθεσεν ἐπικεφαλῆς τοῦ ἀββαείου τοῦ Βοδδίο (εἰς Λομβαρδίαν), 
διασήµου διὰ τοὺς βιβλιογραφικοὺς θησαυροὺς τῆς βιβλιοθήκης του. 'Ἐκεῖ 
ἔλαβεν ἀσφαλῶς γνῶσιν τοῦ περιεχοµένου τῶν φύλλων, ποὺ ἀποτελοῦν 
σήµερον τὸν Οοάεκ Ατοζτίαπις, καὶ ἴσως συνέγραψε τὴν Γεωμετρίαν 
ἐκείνην, ἡ ὁποία, εἰς ἕνα κώδικα τοῦ Χ αἰῶνος, φέρει τὸ ὄνομά του, Απο 
θανόντος τοῦ "Όθωνος, ἐπανῆλθεν εἰς Εείπις ὡς κεφαλἡ τῆς ἑκεῖ µητρο- 
πόλεως. Τὸ 996 μετέβη εἰς τὴν Ῥώμην ὣς σύμβουλος τοῦ πάκα Γρηγορίου 
Υ, κατὰ θέλησιν τοῦ ὁποίου ἐγένετο ἐπίσκοπος Ῥαβέννης (998]. ᾽Ανυψωθεὶς 
τέλος εἰς τὸ ὑπέρτατον ἐκκλησιαστικὸν ἀξίωμα τὴν 2αν ᾿Απριλίου ο09, 
προσέλαβε τὸ ὄνομα Σίλβεστρος Π. 'Απέθανε τὴν Ί2ην Μαΐου 1001. 

Παραλλήλως πρὸς τὴν εὑρυμάθειάν του, ἡ ὁποία ἐθεωρεῖτο ἀπεριόρι- 
στος, ἐπάτυχε νὰ καλλιεργήσῃ µίαν ἁγνότητα ἠθῶν, ἀνωτέραν παντὸς ἐγ- 
κωµίου, πρᾶγμα τὸ ὁποῖον εἶναι τόσον περισσότερον ἀξιοσημείῶωτον, ὅσον 
εἶναι βέβαιον ὅτι ἔζησεν εἰς µίαν ἐποχὴν τοιαύτης ἠθικῆς καταπτώσεως 
εἰς ὅλα τὰ κοινωνικἀ στρώματα, οὐδενὸς ἐξαιρουμένου, ὥστε δὲν ἦτο ἄστο- 
Ίος ὁ δοθεὶς εἰς τὴν ἐποχὴν αὐτὴν χαρακτηρισμὸς τῆς πορνοκρατίας. 

Εἰς τὴν ὑψηλὴν καὶ γενικὴν ὑπόληψιν, ἡ ὁποία περιέβαλλε τὸν Γκερ- 
βέρτον, δὲν ἀνταποκρίνεται βεβαίως ἀνάλογος στάθµη εἰς τὰ ἐπιτεύὐγματά 
του ὡς μαθηματικοῦ. Διότι ἡ Γεωμετρία, ἡ ὁποία τοῦ ἀποδίδεται δὲν 
προχωρεῖ πέραν τῶν γνώσεων, τὰς ὁποίας κατεῖχον ἤδη οἱ σύγχρονοι τοῦ 
Πλάτωνος. Ἐιναι ἔργον συντεταγµένον κατὰ μέγα µέρος μὲ βάσιν τὰ κεί- 
μενα τῶν Ρωμαίων ἀγρονόμων τοπογράφων, τῶν ὁποίων ἀντανακλῇ τὴν 
| έθοδον χωρίς μάλιστα ν᾿ ἀπορρίπτῃ καὶ τὰ σφάλματά των. 

Όσον ἀφορᾷ τὰ ἀριθμητικά κείµενα, τὰ ὁποῖα φέρουν τὸ ὄνομά του, 
ταῦτα ἀφοροῦν ἀποκλειστικῶς τὴν τεχνικὴν τοῦ ὑπολογισμοῦ, τοὐτέστι 
ἕνα «λάδον χρήσιμον διὰ τὰς κρακτικὰς ἀνάγκας τῆς ζωῆς, ἀλλ’ ἐπιστη- 
µονικ {ς βαρύτητος τόσον µετρίας, ὥστε οἱ ἀρχαῖοι Ἓλληνας, ὅπως εἷ- 
ποµεν ἤδη, οὐδέποτε κατεδέχθησαν νὰ λάβουν τοῦτον ὡς ἀντικείμενον τῶν 

Τοιουτοτρόπῶς ὁ Γκερβέρτος --- ἀκόμη καὶ μετὰ τὴν ἀνάγνωσιν μιᾶς 
ἐκιστολῆς, τὴν ὁποίαν ἀπηύθυνεν ὁ ἴδιος εἰς κάποιον Ατάσυοϊάο καὶ εἰς 
τὴν ὁποίαν μερικοί ἱστορικοὶ ἐνόμισαν, ὅτι ἀναγνωρίζουν µίαν ἀξίαν καὶ 
µίαν σπουδαιότητα, τὰς ὁποίας αὕτη πραγματικῶς δὲν κατέχει --- μᾶς δίδει 
τὴν ἐντύπωσιν ἑνὸς ἀνθρώπου ἀνωτέρου ἀπὸ τὰς γραπτὰς ἐργασίας του, 
Γεγονὸς παράδοξον, ἀλλ᾽ οὐχὶ σπάνιον, εἰς ἐποχὰς σκοτεινὰς καὶ ταλαι- 
πὠρηµένας, κατὰ τὰς ὁποίας αἱ ἐξοχώτέραι προσωπικότητες ἧσαν, ἐκ τῶν 
πραγμάτων, ὑποχρεωμέναι νὰ στρέφουν τὴν δραστηριότητά των εἰς ἀνάγκας 
περισσότερον ἐπιτακτικὰς ἀπὸ ἐκείνας τοῦ συγγράφειν, ἀκόμη καὶ ὅταν 
Φθοῦντο ἀπὸ τὴν εὐγενῆ φιλοδοξίαν νὰ ἐξασφαλίσουν ἕνα καλύτερον μὲλ- 
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194 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν | 

| 'Ὑ------------ααώα- ααλκασπωροωωµας.. ο 
Μον εἰς τὴν ἀνθρωπότητα, ἡ ὁποία ἀβεβαία καὶ παραπαίουσα, ἐπροχόρει 
µέσα εἰς τὸ γενικὸν σκότος, 


Εἰκάζεται ὅτι καλύτερα ἀποτελέσματα εἶχον αἱ διδασκαλίαι τοῦ Γκερ- 
Βόρτου εἰς τὸν τοµέα τῆς ἀριθμητικῆς, ἐάν ληφθῇ ὑπ' ὄψιν ὅτι φέρεται ὡς 
μαθητής του κάποιος Βετηείίπο, ὁ ὁποῖος εἰς Παρισίους εἶχε γράψει ἕνα 
χρήσιµον βιβλίον περὶ ἄβακος. Τὸ βιβλίον τοῦτο, κατ’ ἀναλογίαν πρὸς 
ὅλα τὰ μεσαιωνικά ἐγχειρίδια τῆς ρώμαικῆς λογιστικῆς, δὲν ἀναφέρει τὰς 
δύο πρώτας πράξεις τῆς ἀριθμητικῆς, λόγῳ τῆς εὐκολίας των, ἐνῷ πρα- 
Ὑματεύεται εἰς ἕκτασιν τὸν πολλαπλασιασμὸν καὶ τὴν διαίρεσιν. 


Ἑρμᾶννος καὶ Φράνκων 
Μπκὲν Ἔσδρα καὶ Σαβαζόρντα 


ἀσυλλήκτου θεάματος ἑνὸς γερμανοῦ µονάρχου, Ἐρρίκου τοῦ [ν (1056 - 1106] 
νὰ προσπίπτῃ ἀνυπόδητος εἰς τοὺς πόδας τοῦ εὐφυεστάτου πάπα Γρηγορίου 


Μεταξὺ τῶν σπανίων προσώπων, τὰ ὁποῖα ἠσχολήθησαν τότε μὲ τὰς 
ἀκριβεῖς ἀπιστήμας, ἀναφέρεται πρὸ πάντων ἕνας σουαβὸς κόµης, φέρων 
τὸ ὄνομα Ἑρμᾶννος (εν, 1013, ἀποῦ, 24 Σεκτ͵ 1054) καὶ ἐπονομαζόμενος 
Κολοβὸς (Ἠεγπιαπβιας Οσπίτας(με), ἕνεκα φυσικῆς του ἀναπηρίας, Οὗτος, 
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Τὰ Μαθηματικὰ εἰς τὴν Ἑδρώπην κατὰ τοὺς σκοτεινοὺς χρόνους 195 


ἀκολουθῶν τὸ παράδειγµα τοῦ Ῥοηθίου, ἔγραψε περὶ ἄβακος καὶ περὶ ἀρι- 
Δμομαχίας, Γενικῶς ἔχομεν νὰ κάµωμεν μὲ ἕνα ἀμυδρὸν πλῆθος ἐρανιστῶν, 
μεταξὺ τῶν ὁκοίων εὑρίσκεται κάποιος Οει]απά ἐκ Ἡσεαπςου, κατόπιν δὲ 
ὁ Επρείσετι ἐκ Λιέγης, ὁ σετ ἐκ Τὐείΐεακ, ὁ Εαου! ἐκ ἴαοπ, ἀδελφὸς τοῦ 
«διασήµου θεολόγου ᾿Ανσέλμου (1030 - Τ11Ώ, ὣς ἐπίσης ὁ Ο’ Όγεαι, τὸν ὁ- 
ποῖον ἔχομεν ἤδη ἀναφέρει ὁμιλοῦντες περὶ Νικομάχου (6 86) καὶ τὸν ὁκοῖον 
Ένα μικρὸν ἔργον, ὑφιστάμενον σήμερον, θεωρεῖ µαθητὴν τοῦ ᾿Αδελάρδου 
τοῦ ἐκ Βαιμ. ᾽Αναφέρονται ἀκόμη κάποιος ἄλλος Οετ]απά «ἐκ Λοτεριγκίας 
καταγόμενος» (1 οιετίιησίιαε ογἴαπάας], κατὰ τὸν τρόπον ἐκφράσεως τῶν 
πειρογράφων τῆς ἐποχῆς καὶ ἄλλοι µικροτέρας σημασίας, τοὺς ὁποίους 
παρασιωπῶμεν χάριν τῆς συντοµίας. Ἡ παρουσία τῶν ἄλλωστε δὲν χρησι- 
μεύει εἰς τίποτε ἄλλο παρὰ εἰς τήν διακίστωσιν, ὅτι ἧτο διάχυτος εἰς τὸν 
τότε κόσμον ἡ ἀνάγκη τῆς εὐρυτέρας διαδόσεως τῶν κανόνων τοῦ ἀριθµη- 
τικοῦ λογισμοῦ καὶ τοῦ προσδιορισμοῦ τῶν ἐμβαδῶν ἁπλουστάτων γεωὼ- 
μετρικῶν σχημάτων. 

Μεταξὺ τῶν κειμένων, ποὺ ἀνάγονται εἰς τὴν ὑπ' ὄψει χρονικὴν κερίοδον 
ἀξίζει τὸν κόπον νὰ ρίψωµοεν ἕνα βλέμμα εἰς τὸ μικρὸν ἔργον κάποιου Εγαη- 
οσα ἐκ Λιέγης (συγχρόνου τοῦ Ὄθωνος ΠΠ, διευθυντοῦ σχολῆς προσηρτη- 
µένης εἰς τὴν µητρόπολιν δαίπί - [απιῦετι. Καὶ τοῦτο διότι τὸ περὶ οὗ 
ὁ λόγος ἔργον ὄχι µόνον ἀφορῇ τὸ ἐνδοξώτερον πρόβλημα τῆς γεωμετρίας, 
ἀλλὰ καὶ διότι χρησιμεύει εἰς τὸ νὰ ἐκτιμήσωμεν ὁποία ἁβυσσαλδα ἀμάθεια 
εἑδηκολούθει νὰ ἐπισκοτίζῃ τὰ πνεύματα, ἀκόμη καὶ ἐκείνων, τοὺς ὁκοίους 
ἡ φύσις ἐπροίκισε μὲ ἐπαρκὴ διάνοιαν. Τὸ ἐν λόγῳ κείµενον ἐγράφη κατὰ 
τὴν περίοδον 1036 - 1056, πραγματεύεται τὸν τετραγωνισμὸν τοῦ κύκλου, 
διαιρεῖται εἰς 6 βιβλία καὶ λαμβάνει ὡς ἀφετηρίαν τὴν πρότασιν, ἡ ὁποία 
βεβαιώνει, ὅτι ὁ λόγος τῆς περιφερείας πρὸς τὴν διάµετρον εἶναι ἴσος 
ἀκριβθς πρὸς 22/7. ᾿Απὸ τὴν ἀρχὴν αὐτὴν συνάγεται, ὅτι ἕνας κύκλος 
μὲ διάµετρον 14 ἰσοδυναμεῖ πρὸς τὸ ὀρθογώνιον 1 κ 14. Οὕτω τὸ πρό- 
βληµα τοῦ τετραγώνισμοῦ τοῦ κύκλου ἀνάγεται εἰς τὸ πρόβλημα µετασχηµα- 
τισμοῦ τοῦ ὀρθογωνίου εἰς ἰσοδύναμον τετράγῶνον, πρόβλημα τὸ ὁποῖον πε- 
ριέχεται εἰς τὸν Εὐκλείδην. Ὁ Φράνκων ὅμως, ὁ ὁποῖος φαίνεται ν᾿ ἀγνοῇ 
τὴν ὕπαρξιν τῶν Στοιχείων, κατατρίβεται ἐκ᾽ αὐτοῦ εἰς πολλὰς σε- 
λίδας, διά ν’ ἀποδείξῃ ὅτι ἀγνοεῖ τὴν διαφορὰν μεταξὺ ἀκριβοῦς καὶ προσεγ- 
Τιστικῆς λύσεως ἑνὸς προβλήματος, ὥς καὶ τὴν ἔννοιαν τῶν ἀσυμμέτρων 
μεγεθῶν, βεβαιώνων ὅτι τὸ πρόβλημα τοῦ τετραγωνισμοῦ τοῦ κύκλου εἶναι 
«αἀριθμητικῶς ἀδύνατον», ᾿Απὸ ποίους συγγραφεῖς ἤντλησεν εἶναι ἄγνωστον, 
διότι οὐδένα ἀναφέρει εἰς τὸ βιβλίον του, συνεπῶς ἡ εὐθύνη διὰ τὰ σφάλ- 
-µατα κοὺ διαπράττει, πρέπει νὰ τοῦ καταλογισθῇ ἀκεραία. 

Πολὺ ἀνώτερος ἀπὸ τοὺς προαναφερθέντας παρουσιάζεται ὁ ἵσπανο - 
«βραῖος Αβραάμ μπὲν Ἔσδρα (Αὔταβαπ Όσα Ἐκάτα) γεννηθεὶς εἰς Το- 
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ἱεάο, ζήσας εἲς Ἱσπανίαν µέχρι τοῦ 1140 καὶ ἀποθανών εἰς Ῥώμην, ὕπερε-- 
βδομηκοντούτης, τὸ 1167. Εἰς τὰ πολλὰ φιλοσοφικά ἔργα ποὺ φέρουν τὸ 
ὄνομά του, ἀπαντῶνται συχνὰ πληροφορίαι καὶ ἀριθμητικαί θεωρίαι, αἱ 
ὁποῖαι ἂν καὶ ἐμπεκοτισμέναι ἀπὸ καβαλιστικὰς φαντασιοπληξίας, πιστο-- 
ποιοῦν τὴν στερεὰν µόρφωσιν τοῦ συγγραφέως, 

Τοῦ ἰδίου εἶναι γνωστὸν ἕνα μικρὸν βιβλίον ἀριθμητικῆς εἰς ἑβραϊκὴν 
γλῶσσαν, τοῦ ὁκοίου λατινικὴ µετάφρασις ὑπὸ τὸν τίτλον 118. αυρτησπίί 
ει ἀιπιπυβοπίς, ἐδημοσιεύθη διὰ τοῦ τύπου ὑπὸ τοῦ Ο. Πεί (Ηει, ὁες 
οίεποες πιαῖἡ. εη Παμςα, τόμος Ι). Ὅτι τὸ βιβλίον τοῦτο ἐξετιμᾶτο δικαίως 
καὶ πρὸ τῆς µεταφράσεώς του ἀπὸ τοὺς μἡ ὁμοθρήσκους τοῦ συγγραφέως, 
προκύπτει τόσον ἀπὸ τὴν γενομένην τιµητικὴν µετάφρασιν αὐτοῦ εἰς τὴν 
λατινικὴν ὅσον καὶ ἀπὸ τὰ πολυάριθµα σωζόμενα χειρόγραφα ἀντίγραφα. 
τούτου. 

Εἰς τὴν ἰδίαν φυλἠν ἀνήκει ἐκεῖνος, ὁ ὁποῖος, ἀφοῦ κροσεχώρησεν 
εἰς τὸν Χριστιανισμόν, ἔλαβε τὸ ὄνομα Ἰοναππες Ἡιεραπίεπςίς (Ἰωάννης 
ὁ ἐκ Σεβίλλης). Δικαιοῦται δὲ τιμητικῆς µνείας διὰ τὸ ἔργον του Τ48το 
αἱρΠοατὶσιηϊ ἆς ργασείσα αγΗπιειίσαε, τὸ ὁποῖον ἔγινε πασίγνωστον, µετά τὴν, 
Εκδοσίν του ὑπὸ τοῦ Β. Βοπουπιραρπί. 

Τέλος πρέπει νὰ γίνῃ εὔφημος μνεία τοῦ ἔργου ἑνός ἄλλου Ἰσραηλίτου,. 
τὸ ὁπκοῖον εἰς τὴν λατινικὴν µετάφρασιν, ποὺ ἕἔκαμεν ὁ Ῥ]αίου 4ς Τινοῖί τὸ 
1116, πιθανῶς μὲ τὴν βοήθειαν τοῦ συγγραφέως, φέρει τὸν τίτλον Τ1δες 
επιαάοτωπι Ἀαναφογάκε. Είναι ἐγχειρίδιον πρακτικῆς γεωμετρίας, τοῦ 
ὁποίου τὸ πρωτότυπον ἀνεδημοσιεύθη τὸ Ι9ἱ3, εἶχε δὲ κατὰ τὸν λατινικὸν- 
Μεσαίωνα εὑρεῖαν διάδοσιν. Ὅ Ιεοπατάο Εϊδοπαοσεί ἔκαμε χρῆσιν αὐτοῦ 
διὰ νὰ γράψη τὸ ἰδικόν του ἔργον Ργασϊίσα βεοτηείτίας, Τὸ πρωτότυκον περι- 
έχει, ἐκτὸς τῆς µεταφρασθείσης ὕλης, τὴν εἰσαγωγὴν καὶ ἕνα ἀκόμη τελευ- 
ταῖον κεφάλαιον, τὰ ὁποῖα ἐφάνησαν εἲς τὸν μεταφραστὴν ὡς ἔχοντα ἓν- 
διαφέρον µόνον διὰ τοὺς ὁμοθρήσκους τοῦ συγγραφέως, ᾿Αξιοσημείωτον 
πάντως εἶναι, ὅτι εἰς τὸ βιβλίον αὐτὸ ἀπαντᾶται, διὰ πρώτην φορᾶν εἷς τὸν 
λατινικὸν Μεσαίωνα, ἡ λύσις τῶν δευτεροβαθµίων ἐξισώσεων. 'Επὶ πλέον 
διὰ τὸν τετραγωνισμὸν τοῦ κύκλου χρησιμοποιεῖται µία σειρά συλλογι- 
σμῶν, παρουσιάζουσα μεγάλην ὁμοιότητα πρὸς τὴν µέβοδον τῶν ἁδιαι- 
ρέτων, τὴν ὁποίαν, ὅπως θὰ ἴδωμεν, ἐδημιούργησε πολὺ βραδύτερον ὁ σ- 
γαἡστὶ, Τὸ ὄνομα τοῦ συγγραφέως ἦτο Αὔταμαπι Όσα ΟἨΐα, ἐνῶ Φανακοτόα 
ἦτο ἁπλοῦς τιµητικὸς τίτλος. Ἔζησεν εἰς Βαρκελώνην καὶ ὀλίγον εἰς 
τὴν Προβηγκίαν, ἀπέκτησε δὲ μεγάλην καὶ ἐπαξίαν φήμην, διότι ἀνέλαβε 
νὰ ἐκθέσῃ εἰς τὴν ἑβραϊκήν, χάριν τῶν εἰς Προβηγκίαν διαβιούντων 
ὁμοεθνῶν του, ὁλόκληρον τὴν µαθηµατικὴν ἐπιστήμην τῆς ἐποχῆς του. 
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Μεταφρασταί ἐκ τῆς ἀραβικῆς 


144. Κατά τὴν ἐποχὴν ταύτην, ἑνῷ τόσον ὀλίγοι καὶ τόσον μέτριοι 
ὑπῆρξαν οἱ ἄξιοι µνείας συγγραφεῖς, πολυάριθμοι καὶ πολλοῦ λόγου ἄδιοι 
ὑκῆρξαν οἱ µεταφρασταί, οἱ ὁποῖοι διὰ τοῦ μεταφραστικοῦ ἔργου των ἕ- 
θεσαν ἐκ νέου εἰς κυκλοφορίαν ἰδέας καὶ μεθόδους ὀφειλομένας εἰς τοὺς 
μεγάλους διανοητὰς τῆς ᾿Αρχαίας Ἑλλάδος καὶ τὰς ὁποίας ἔλαβον ἀφορμὴν 
νἁ γνωρίσουν κατὰ τὴν διάρκειαν ἀποδημιῶν, τὰς ὁποίας οὗτοι ἐπεχείρουν 
εἰς τὴν ᾽Ανατολὴν χάριν ἐκπαιδευτικῶν σκοπῶν, 

Μεταξὺ τῶν Ἰταλῶν ἀναφέρεται ὁ Γεράρδος τῆς Κρεμµώνης. 
Γεννηθεὶς περὶ τὸ 1114, ὁ Γεράρδος κατελήφθη ἀπὸ ἀκατανίκητον ἕλξιν πρὸς 
τὴν ἀστρονομίαν καὶ ἀκριβῶς διὰ νὰ γνωρίση τὸ µέγα ἀστρονομικόν σύγ- 
Ἴραμμα τοῦ Κλαυδίου Πτολεμαίου μετέβη εἰς Τολέδο, ὅπου τὸ 1175 ἑπεράτωσε 
τὴν µετάφρασιν τῆς ᾽Αλμαγέστας ἐκ τῆς ἀραβικῆς εἰς τὴν λατινικήν, 
Αλλά τὸ ἔργον του δὲν περιωρίσθη µόνον εἰς τοῦτο. ᾿Οφείλομεν εἰς αὐτὸν 
καὶ µίαν ἄλλην ἀνάλογον μετάφρασιντῶν Στοιχείων τοῦ Εὐκλείδου (μὴ 
ἐξαιρουμένων μάλιστα καὶ τῶν οὕτω καλουμένῶν βιβλίων ΧΙΥ καὶ ΧΥ), 
µίαν ἄλλην µετάφρασιν τῶν Δεδομένων τοῦ Εὐκλείδου καθὼς καὶ τῆς 
Σφαιρικῆς τοῦ Θεοδοσίου, εἰς τὴν ὁποίαν μάλιστα προστίθενται καὶ 
ἄλλα κείµενα, περὶ τῶν ὁποίῶν θὰ ὁμιλήσωμεν εἰς τὸ κεφάλαιον ΧΙ. Δικαία 
ὅθεν ἡ ἔκφρασις πρὸς αὐτὸν τῆς εὐγνωμοσύνης µας. Ὁ Γεράρδος ἀπέθανε 
τὸ Έτος 1187. 

Σύγχρονος τοῦ Γεράρδου ὑπῆραεν ὁ εὑρυμαθής, γνωστὸς εἰς τὴν ἱστορίαν 
ὑπὸ τὸ ψευδώνυµον Πλάτων Τιμπουρτῖνος ἢ Πλάτων τοῦ Τίβολι, 
(Ρ]αϊοῃ ἆς Τινοί), τὸ ἀληθὲς ὄνομα τοῦ ὁποίου θά παραμείνῃ ἴσως διά παν- 
τὸς ἄγνωστον, Οὗτος, κατὰ τὸ Τ120, µετέφρασεν ἐκ τῆς ἀραβικῆς τὴν Σφαι- 
ρικἠὴν τοῦ Θεοδοσίου καὶ μερικά ἄλλα κείµενα, ὀφειλόμενα εἰς τοὺς ὅπα- 
δοὺς τοῦ Μωάμεθ, μεταξὺ τῶν ὁποίων ἐξέχουσαν θέσιν κατέχει ὁ Αἰδα- 
Ίορπο (ὗ 146). 

Μακρὰά ἐκπαιδευτικά ταξίδια ἐπεχείρησεν ἐπίσης ὁ "Άγγλος Αδελάρ- 
δος ὁ ἐκ Βαίμ, ὁ ὁποῖος ἑσπούδασε καὶ ἀργότερα ἐδίδαξεν εἷς Γαλλίαν 
(Τουτς καὶ Γαοπ). Ὠβούμενος ἀπὸ τὴν δίψαν τῆς µαθήσεως, ἐπεσκέφθη τὴν 
Αἴγυπτον, τὴν Μικρὰν 'Ασίαν καὶ τὴν Ἱσπανίαν, Τοῦ ὀφείλομεν εὐγνῶμο- 
σύνην, διότι διέδωσεν εἰς τὴν Εὐρώπην τὴν γνῶσιν τῶν Στοιχείων 
τοῦ Εὐκλείδου, τὰ ὁποῖα οὗτος ἐθαύμαζεν ὑπὸ τὸ ἁραβικὸν ἔνδυμα καὶ τὰ 
ὁποῖα παρουσίασεν ὁ ἴδιος, περὶ τὸ 1120, ὑπὸ λατινικὴν µορφήν. Μἡ {κανο- 


πας αὐτὸς ἠΔιωσυγορωσίας εἴνια καὶ ὄνως ἄλλος εὐρομώθᾶς, οὖρον ὁ 
λατινικὸν ὄνομα Κοῦστίις Κευπεησίς, ταυτόσηµος πρὸς τὸν Ῥοβέρτον τοῦ 
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(Ἠεμίετ. Ἔζησεν ἐπὶ μακρὸν εἰς τὴν Ἱσπανίαν ὑπὸ τὴν ἰδιότητα τοῦ ἀρχι- 
διακόνου τῆς Ῥαπιρίοπα, ἀλλὰ κατὰ τὸ 1150 εὑρίσκεται πάλιν εἰς τὴν ᾽Αγ- 
λίαν. Ἡ τιµητικἡ θέσις, τὴν ὁποίαν κατέχει εἰς τὴν [στορίαν τῶν µαθη- 
ματικῶν, ὀφείλεται εἰς τὴν ὑπ' αὐτοῦ γενομένην λατινικὴν µετάφρασιν τοῦ. 
σημαντικωτέρου ἔργου ἀλγέβρας, ἐξ ὅσων διέσωσεν ἡ µνήµη τῆς ἱστορίας. 
Ἐννοοῦμεν τὸ ἔργον, τὸ ὁκοῖον ἔγραψεν ὁ ΄Αραφ Μοβαπιπιοά δη Μυσα 
ἢ ἄλλως Αἱ- ΚΠονατἰσπι, 

ἜἘνῷ γνωρίζοµεν πολὺ ὀλίγα ἢ σχεδὸν τίποτε διὰ τὰ περιστατικἀἁ τῆς 
ζωῆς τῶν ἀξίων τούτων ἀνδρῶν, μᾶς εἶναι ἀντιθέτως μὲ μεγάλην ἀκρίβειαν 
γνωστὴ ἡ βιογραφία ἑνὸς τελευταίου ἐξ αὐτῶν, περὶ τοῦ ὁποίου ὀφείλομεν 
Υ᾿ ἀσχοληθῶμεν τὴν στιγµὴν αὐτήν. Πρόκειται διὰ τὸν Γουλιέλμον τοῦ 
ΜοετδεΚκε, καλούμενον οὕτω, διότι ἐγεννήθη εἰς τὴν μικρὰν βελγικήν 
πόλιν Μοετδεκε - Τε - Οταπιππουί, τὸ 1215 περίπου. Αἰσθανόμενος ἕλξιν 
πρὸς τὴν µοναστηριακἡν ζωήν, εἰσῆλθεν εἰς τὸ τάγμα τῶν ἀδελφῶν ἱερο- 
κηρύκων τῆς Ι.ουναίη, ᾽Απὸ τὴν πόλιν αὐτὴν µετέβη μετ’ ὀλίγον εἰς Κολω- 
γίαν διὰ νὰ παρακολουθήσῃ ἐκεῖ τὰ µαθήµατα τοῦ ᾽Αλβέρτου τοῦ Μεγάλου. 
(1193 - 1280). Φαίνεται ὅτι ἑταξίδευσεν ἔπειτα εἰς τὴν ᾿Ανατολὴν µέχρι 
τοῦ 1268, ὅτε τὸν εὑρίσκομεν εἰς Ψπιεγδο ἐφημέριον καὶ ἐξομολογητὴν τοῦ. 
πάπα Κλήμεντος ΠΥ, ἀξιώματα τὰ ὁποῖα διετήρησε καὶ ἐπὶ τῶν διαδόχων 
τοῦ τελευταίου, Γρηγορίου Χ, Ἰννοκεντίου Υ καὶ ᾿Αδριανοῦ }Ύ. Τέλος, ὅ- 
πάπας Ἰωάννης ΧΙ τὸν διώρισε (1276) ἀρχιεκίσκοπον τῆς Κορίνθου, τὸ 
δὲ ἀξίωμα τοῦτο διετήρησε κατά πᾶσαν πιθανότητα μέχρι τέλους τῆς ζωῆς 
του, ἐπελθόντος ὀλίγον κρὸ τοῦ 1297. 

Ἐκεῖνο τὸ ὁποῖον βεβαίως μᾶς ἐἑνδιαφέρει περισσότερον ἐδῶ δὲν εἶναι 
ἡ εὐδόκιμος σταδιοδρομία του εἰς τὴν ἐκκλησίαν, ἀλλὰ τὸ Τεγονὺς ὅτι µετό- 
φρασε, πιθανῶς ἐκ τοῦ ἑλληνικοῦ, ἕνα µέγα µέρος τῶν ἔργων τοῦ ᾿Αρχι- 
µήδους, Ἰδιαιτέραν µάλιστα σπουδαιότητα ἔχει ἡ µετάφρασις τῶν δύο βι- 
βλίων Περί ὀχουμένων. Ὁ Νὶοοἰὸ Τατιαρ]ία παρουσίασε τὴν ἔργα- 
σίαν ταύτην (Βιβλίον 1, 1543, Βιβλίον ἩΠ, 1565) ὡς ἰδικήν του, μὲ τὴν δήλωσιν 
ὅτι εἶχεν ἀπωλέσει τὸ ἑλληνικὸν κείµενον, ἐπὶ τοῦ ὁποίου ἑστηρίζετο ἡ 
ἐργασία του. Ἡ λογοκλοκία ὅμως ἦλθεν εἰς κλῆρες φῶς, ὅταν τὸ 884 ὁ 
Υ. Κο5ο ἀνεκάλυψεν εἰς τὴν βιβλιοθήκην τοῦ Βατικανοῦ τὸ χειρόγραφον 
τοῦ Βέλγου ἱερέως, ὡς πρῶτον σχέδιον μιᾶς µεταφράσεως, ἀχθείσης εἰς 
πέρας τὸν Δεκέμβριον τοῦ 1269 καὶ χρηζούσης μιᾶς ἐπιμελοῦς άναψηλα- 
φήσεως. Παρά τὰς ἀτελείας της, ἡ ἐργασία τοῦ Γουλιέλμου τοῦ Μοετβεκοα 
κατέχει ἀδιαφιλονίκητον ἀξίαν, καθ ὅσον συνέβαλεν εἰς τὴν διάδοσιν τῆς 
γνώσεως τοῦ ᾿Αρχιμήδους καὶ τῶν ἀνακαλύψεών του, πολὺ προτοῦ ὁ Ηεί- 
Όετρ ἀνακαλύψῃ τὸ πρωτότυπον κείµενον Π ρὶ ὁχουμένων εἰς ἕνα 
παλίµψηστον τῆς Κωνσταντινουκόλεως. 
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Τὰ πανεπιστήμια 


4156. ᾿Ενῷ ἀκόμη ἐκυριάρχουν τὰ μεσαιωνικά σκότη καὶ ἐνῷ µόνον 
εἰς τὰ μοναστήρια ἐλάχιστοι διανοούμενοι ἐρημῖται ἐμελέτων τὰ ἔργα τοῦ 
Αριστοτέλους, ἀνεφάνησαν, διαρκοῦντος τοῦ ΧΠ αἰῶνος, αἱ οἰκονομικοῦ 
χαρακτῆρος συντεχνίαι μεταξὺ διδασκάλων καὶ μαθητῶν διαμενόντων εἰς τὴν 
ἰδίαν πόλιν, αἲ ὁποῖαι δὲν διέφερον ἀπὸ τὰ σύγχρονα ἀγγλικὰ ἰταάς υπίοηφ 
καὶ αἱ ὁποῖαι ἕλαβον τὸ ὄνομα «ιπίνετείας πιδβίφίτογυπη εἰ οοἑνοἰατίογυπη». 
Τὰ ἀρχαιότερα ἐξ αὐτῶν εἶναι : Βολωνίας 1100, Παρισίων 1150, Καίμπριτς 
Ι210, Πάδοβας 1222, Νεαπόλεως 1224, Βιέννης 1325 κλπ. Ἠτο ἕνας μικρὸς 
σκόρος, ὃ ὁποῖος μὲ τὴν πάροδον τοῦ χρόνου ἐπέπρωτο νὰ λάβῃ κατακλη- 
κτικὴν ἀνάπτυξιν, ἀποβάλλων βαθμηδὸν τὸν ἐμπορικὸν χαρακτῆρα. ᾿Ἠτο 
ἡ ἐμβρυώδης µορφἡὴ τῶν σημερινῶν ὀργανισμῶν ἀνωτάτης ἐκκαιδεύσεως, 

Ἐξελισσόμενος ὑπὸ διάφορα κλίµατα ὁ μικρὸς ἐκεῖνος σπόρος ἔδωσε 
ζωὴν εἰς ὀργανισμοὺς διαφέροντας µεταξύ των ὥς πρὸς τὸν χαρακτῆρα, 
τὴν δοµὴν καὶ τὴν σηµασίαν. Ἐνῷ εἰς μερικὰς πόλεις (π.χ. τοὺς Παρισίους) 
ἡ διακυβέρνησις τοῦ ὀργανισμοῦ εὑρίσκετο ἀποκλειστικῶς εἰς χεῖρας τῶν 
διδασκάλων, ἀλλαχοῦ (ὅπως π.χ. εἰς Βολωνίαν) ἐλάμβανον ἐπίσης µέρος εἰς 
τὴν διοίκησιν καὶ οἱ µαθηταί. Τοιουτοτρόπκως ἐνῷ μερικαὶ ἕδραι, κατ 
ἐκίδρασιν διδασκάλων μεγάλης φήμης, ἐξειδικεύθησαν εἰς ὠρισμένους 
κλάδους {π.χ. Νομικὴν εἰς Βολωνίαν, Ἱατρικὴν εἰς Σαλέρνον), ἄλλαι Εδραι 
κεριέλαβον ὅλους τοὺς κλάδους τοῦ ἐπιστητοῦ καὶ ἔλαβον, διὰ τοῦτο, τὸν 
τίτλον αγενικαὶ σπουδαί». 

Ἱδρυθέντες μὲ αὐὑθόρμητον θέλησιν ἐλευθέρων πολιτῶν οἱ ὀργανισμοὶ 
οὗτοι κροσέλαβον, εἰς τὴν ἁρχήν, χαρακτῆρα λαϊκόν καὶ δὲν εἶχον κανένα 
δεσμὸν μὲ πρόσωπα κατέχοντα ἐξουσίαν. Ἐν τούτοις οἱ διευθύνοντες τοὺς 
ὀργανισμοὺς τούτους ἐθεώρουν σκόπιµον νὰ προστρέχουν εἰς τὰς ἐκκλη- 
σιαστικὰς ἐξουσίας διά τὴν ἐξασφάλισιν ἁρμοζουσῶν ἑδρῶν ἢ εἰς τὰς 
κρατικὰς ἀρχὰς διὰ νὰ ἐπιτυγχάνουν διευκολύνσεις παντὸς εἴδους καὶ προ- 
νόµια. Μὲ τὸν καιρὸν ἡ ἐκκλησία καὶ τὸ κράτος ἀνεγνώρισαν τὴν ἀνάγκην 
νὰ ἐπέμβουν πρὸς τὸν σκοπὸν ἐπιβολῆς ἐλέγχου εἰς δυνάµεις πολυτίµους, 
ἀπὸ τὰς ὁποίας πολλὰ ἠδύναντο νὰ ὠφεληθοῦν, ἀλλά καὶ τὰ πάντα νὰ φο- 
βοῦνται. 

Δὲν περιλαμβάνεται εἰς τὸ πρόγραμμά µας νὰ παρακολουθήσωµεν, 
εἰς τὰς διαφόρους φάσεις των, τὴν ἐξέλιδιν τῶν πανεκιστημιακῶν ἱδρυμάτων. 
Εἴχομεν ὅμως ὑποχρέωσιν νὰ ἐπισημάνωμεν τὴν ἐμφάνισιν τούτων, ἄν µή 
τι ἄλλο, διότι ἡ δηµιουργία τῶν πανεπιστημίων ἀποτελεῖ τὴν σημαντικῷ- 
τέραν συµβολήν, τὴν ὁποίαν ἠδυνήθη νἁ προσφέρῃ ὅ Μεσαίων εἰς τὴν 
πρόοδον καὶ τὴν πνευµατικἠν ἀνάπτυξιν τῆς ἀνθρωπότητος, 

Ἐν τούτοις καίτοι ἀναγνωρίζομεν τὴν ἀδιαφιλονίκητον εὐεργετικὴν 


ἛὝῶῴῶἛθ ο  ἱἱἹ|. 
ἐπίδρασιν, τὴν ὁποίαν ἤσκησαν τὰ πανεπιστήμια, εἶναι ἐξ ἄλλου ἀνάγκη 
νὰ τονισθῇ, ὅτι δὲν ὀφείλεται µόνον εἰς αὐτὰ ὁ τερματισμὸς τῆς σκοτεινῆς 
παρενθέσεως, τὴν ὁποίαν ἐκπροσωπεῖ ἡ µεσαιωνικὴ βαρβαρότης. Τὸ βαρυ- 
σήµαντον τοῦτο ἀποτέλεσμα ὀφείλεται μᾶλλον εἰς τὴν ἐκίδρασιν, τὴν ὁποίαν 
ἤσκησαν ἐπὶ τοῦ πολιτισμοῦ µας ἄλλαι φυλαί, εἴτε μὲ ἔργα πρωτότυκα, 
εἴτε μὲ τὴν ἐκαναφορὰν τῆς ἀνθρωπότητος εἰς τὴν µελέτην τῶν ἀθανάτων 
ἔργων τῶν κορυφαίων ἐκείνων στοχαστῶν, οἱ ὁποῖοι ἐγεννήθησαν ἐπὶ ἑλ.- 
ληνικοῦ ἑδάφους καὶ οἱ ὁκοῖοι, ἐξ ὑπαιτιότητος τῶν Ῥωμαίων καὶ τῶν βαρ- 
βάρων ἐπιδρομέων, περιέπεσαν εἰς τὴν λήθην. 

Ποῖοι ἦσαν οἱ λαοί οὗτοι, κατὰ ποῖον τρόπον καὶ ἓν τίνι µέτρῳ ἑἐβοή- 
θησαν τὴν διανόησιν τῆς Δύσεως --- τοὐλάχιστον εἰς ὅ,τι ἀφορᾷ τὰς ἀκρι- 
βεῖς ἐπιστήμας --- νὰ ἐξέλθῃ ἀκὸ τὸν λήθαργον, ἀποτελοῦν τὸ ἀντικείμενον 
τῶν ὅσων προτιθέµεθα τώρα νὰ ἐκθέσωμεν. Παρατηροῦμεν ἐν τούτοις ἀκὸ 
τοῦδε, ὅτι τὰ χρονολογικὰ κυρίως δεδοµένα, ποὺ εὑρίσκονται εἰς τὴν διά- 
θεσίν µας, εἶναι τόσον πενιχρἀ καὶ ἀβέβαια, ὥστε ἀποβαίνει µαταία κάθε 
ἁλπὶς νὰ προσδιορίσωµεν μετ’ ἀκριβείας τὴν βαρύτητα τοῦ γνωμικοῦ ἐ- 
κείνου, τὸ ὁποῖον εἶναι τόσον συμπκαθὲς εἰς τοὺς θαυμαστάς τῆς ἐξω - ευρω- 
παϊκῆς σοφίας : εκ οτἰεπίς Ίαχ (ἐξ ἀνατολῶν τὸ φῶς], 


ΚΕΦΑΑΛΙΟΝ Σχ 
ΤΟ ΚΙΝΕΖΙΚΟΝ ΑΙΝΙΓΜΑ 


Ηρο)λεγόμενα 

116. ᾿Ἐπιθυμοῦντες νὰ ἐξακριβώσωμεν κατά πόσον κάποια ἀκτὶς φώ- 
τός, προερχοµένη ἐκ τῆς ᾿Ασίας, ἔρριψε τὴν λάμψιν της ἐπὶ τῆς Εὐρα- 
παϊκῆς ᾿Επιστήμης, θὰ ὁρμηθῶμεν ἀπὸ τὴν τεραστίαν συσσώρευσιν τῶν 
λαῶν, οἱ ὁποῖοι ζοῦν εἰς τὴν ΄Απω ᾽Ανατολήν, ἀφοῦ πρόκειται περὶ πληθυ- 
σμῶν καυχομένων διὰ πολιτισμὸν ἀρχαιότατον, ἡλικίας τριάκοντα καὶ πλέον 
αἰώνων. Αἱ πρῶται πληροφορίαι γύρω ἀπὸ τὰ μαθηματικὰ τῶν Κινέζων 
ἦλθον εἰς τὴν Εὐρώκην ἀπὸ ἱεραποστόλους, οἱ ὁκοῖοι εἰσήγαγον ἐκεῖ τὴν 
διδασκαλίαν τοῦ Χριστοῦ καὶ ἐξήγαγον γνώσεις, ἱκανὰς ν’ ἀφυπνίσουν 
εἰς ὅλους ὑψηλὸν θαυμασμὸν δι’ ἕνα λαόν, ὁ ὁποῖος πολὺ πρὶν ἀπὸ ἡμᾶς 
ἐφεῦρεν, ὡς λέγεται, τὴν πυξίδα, τὴν πυρίτιδα καὶ τὰ κινητά στοιχεῖα τῆς 
τυκογραφίας. ᾽Απὸ τὰς πληροφορίας αὑτὰς ἤντλησεν ἀφθόνως ὁ Μοπεωςἰαὶ 
(Ηιειοίτε ἆες Μαιμέπιαδφυες, τόµος Ἱ, ἔκδοσις 2α, Ῥατίς, ἔτος ΥΠ, σ. 
445 - 490), ὁ ὁκοῖος εἶχε τὴν ἔμπνευσιν νὰ περιγράψη τὰς εὑρείας γνώσεις 
τῶν Κινέζων ἐπὶ τῆς πορείας τῶν ἄστρων, πιστοποιουµένας, ἐκτὸς ἄλλων, 
ἀπὸ τὴν ἐφεύρεσιν τοῦ χρονολογικοῦ κύκλου, τοῦ φόροντος συνήθως τὸ 
ὄνομα τοῦ Μέτωνος. Ὅσον ἀφορῇ τὰ μαθηματικά ὁ Μοπιυς]ά περιωρίσθη 
νά βεβαιώσῃ ὅτι οἱ Κινέζοι κροηγήθησαν τοῦ Πυθαγόρου εἰς τὴν ἀνακά- 
λυψιν τῆς χαρακτηριστικῆς ἰδιότητος τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου (ἐπὶ τοῦ 
ὁποίου ὑκάρχουν σοβαροί λόγοι ν᾿ ἀμφιβάλλωμεν) καὶ νά ὑπενθυμίσῃ ὅτι 
ὁ 1 εἰσπίίΣ, εἰς ἕνα ὑπόμνημά του ὑποβληθὲν τὸ 1703 εἲς τὴν ᾿Ακαδημίαν 
τῶν Παρισίων (Μαΐννεσι. δεἩγίπεν, Π Αθ. ἐ ΤΠ, Ηαϊίο 1863, σελ. 223 -7), 
ἐφήρμοσε δυαδικἠν ἀριθμητικὴν πρὸς ἑρμηνείαν μερικῶν πινάκων περιε- 
χόντων μυστηριώδη σύμβολα, ποὺ θεωροῦνται ἔργα τοῦ Κινέζου αὐτοκρά- 
τορος Το - γἱ, ζήσαντος πρὸ 40 καὶ πλέον αἰώνων. ᾽Αλλ’ ὁ Μοπιυςία, ἐνῷ 
ἀνεγνώρισεν ὅτι «μόνον εἰς τὴν ᾿Αστρονομίαν δύνανται οἱ Κινέζοι νὰ διεκ- 
δικήσουν δόξαν τινά"», παρατηρεί ἐν συνεχείᾳ μὲ καλοπροαίρετον σο- 


Ακόμη καὶ ὡς πρὸς τὴν διαπίστωσιν ταύτην πρέπει νὰ κάµωμεν ἐπιούλαξιν, ἀφ' 
απ νον Ἑνημε μαμα πο Ῥηκὴ καυχῶνται ὅτι 
201 


φιστείαν: «Έχω τὴν ἐντύπωσιν ὅτι ὁ Κινεζικὸς λαὸς πρέπει νὰ ὑπῆρξε προνο- 
μιοῦχος, διότι ἡ πρόοδος τῶν ἐπιστημῶν καὶ ὅλων τῶν εὐεργετικῶν θεσμῶν 
παρουσιάζει ἐκεῖ µίαν πορείαν ἐντελῶς ἀντίθετον πρὸς ἐκείνην, τὴν ὁποίαν 
παρουσιάζει εἰς ὅλα τὰ ἄλλα ἔθνη. Εἰς τὰ τελευταῖα βλέπομεν αἰῶνας ὅλο- 
κλήρους βαρβαρότητος νὰ διαρρέουν προτοῦ περάσῃ ἀπὸ τὸν νοῦν τῶν. 
λαῶν ἡ ἰδέα ὅτι ὑφίστανται κἂν ἐπιστῆμαι... Εἰς τοὺς Κινέζους τοὐναντίον. 
βλέπομεν ὅτι τὰ πρῶτα ἔργα ἀποκαταστάσεως ἑνὸς λαοῦ καὶ τὰ κρῶτα βή- 
µατα μιᾶς θεωρητικῆς ἐπιστήμης, ὅπως εἶναι ἡ ᾿Αστρονομία, συμβαδίζουν 
παραλλήλως., ο». 


Ἐπί χρονικὸν διάστηµα πλέον τοῦ ἡμίσεος αἰῶνος ὁ Μοπιυεϊα καὶ οἱ 
ἐμπνευσταί του ἱερακόστολοι ἦσαν αἱ µόναι πηγαί, ἐκ τῶν ὁποίων ἤντλουν 
τὰς πληροφορίας των οἱ περίεργοι νά µάθουν ποία ἦτο ἡ κατάστασις τῶν 
μαθηματικῶν εἰς τὸ Οὐράνιον Κράτος, Τὸ Ι46ό κι. ΒἰεγπαισΚ!, ἔδημο- 
σίευσεν ἐπὶ τοῦ θέματος ἄρθρον, ἐρανισθὲν ἀπὸ ἕνα ἄλλο δημοσιευθὲν 4 
ἔτη κροηγουµένως ὑπὸ τοῦ Αἰοχαπάτε Ἰγ][ίςε, τὸ ὁποῖον ἀπετέλεσεν ἕκτοτε 
τὴν βάσιν ὅλων τῶν μελετῶν ἐν σχέσει μὲ τὰς ἀκριβεῖς ἐπιστήμας εἰς τὴν 
ἅπω ᾿Ανατολήν. Ὁ Βἰεγπασίί εἶναι ἐν γένει τόσον ἐκιρρεκὴς εἰς τὸ νὰ 
εὐνοῇ τοὺς Κινέζους, ὥστε θά ἔλεγε κανεὶς ὅτι ἔταξεν ὡς σκοπὸν του νὰ 
καταπολεµήσῃ τὴν θέσιν͵ ποὺ ὑποστηρίζει ὁ ]οἶνα Ὠανίος εἰς µίαν ἐξαίρετον 
µελέτην του διὰ τὴν Κίναν : «οί Κινέζοι δὲν κατέχουν καµµίαν ἀληθῆ ἔπι- 
στήµην, τὴν ὁκοίαν νὰ ἐδημιούργησαν οἱ ἴδιοι καὶ ὅτι δὲν ἔχουν τοιαύτην 
κληρονομηθεῖσαν ἀπὸ τοὺς Ἴνδοὺς ἀποδεικνύεται ἀπὸ τὴν εὐκολίαν, μὲ 
τὴν ὁποίαν ἀφωμοίωσαν τὰς εὑρωπαϊκάς ἐκιστήμας», 

Ἐπειδὴ μᾶς εἶναι ἐντελῶς ἄγνωστα τὰ πρωτότυπα κείµενα ποὺ ἐμελή- 
τησεν ὁ ἨΥΗΙε καὶ ἐχρησιμοποίησεν ἴσως σιωπηρῶς ὁ ΒἰεγπαισΚ!, πρέπει 
νὰ εἴμεθα πολὺ προσεκτικοὶ προτοῦ δεχθῶμεν τὰ συμπεράσματα, εἰς τὰ 
ὁποῖα οὗτοι κατέληξαν, Τόσον εἶναι τοῦτο ἀληθές, ὥστε πολλὰ ἔτη βρα- 
δύτερον ἕνας περίφηµος ἀνατολιστὴς (1.. Α. δέάΠ]οι) εἰς µίαν ἐπιστολήν 
του πρὸς τὸν Β. Βοποοπιραρπί, μὲ θέµα Ὡς [’ αειτοποπιίς οἱ «ες πιδιμέππα[ῖ- 
αυες οἶνεζ Ίες (Ἰηποίς (Βμί. ἁἱ ΕἱΒΙ. ε κεοτία͵ οος, {, 1, 1868), ἐξεφράζετο μὲ 
πλήρη σκεπτικισμὸν γύρω ἀπὸ τὴν ἀξίαν τῶν συμβολῶν, τὰς ὁποίας δῆθεν- 
οἱ Κινέζοι ἐκόμισαν εἰς τὴν ἐπιστήμην ἐν γένει. 

Αί γνώσεις µας ἐπὶ τοῦ σημαντικοῦ τούτου θέµατος παρέµενον σχεδὸν 
στάσιµοι µέχρι τῆς στιγμῆς κατὰ τὴν ὁποίαν ἐνεφανίσθησαν ἀφ' ἑνὸς μὲν 
τὸ ἔργον ἑνὸς σοφοῦ Ἰάπωνος, τοῦ Μικαπιί», καρπὸς ἀπ᾿ εὐθείας μελέτης 


-----------µὐµὐρὤμ-- 


Τὸ Κινεζικὸν Αἴνιγμα 31 
ὄχι µόνον τῶν ἔργων τῶν Κινέζων μαθηματικῶν µέχρι σήμερον, ἀλλ’ ἀκόμη 
μερικῶν μεγάλων ἱστορικῶν καὶ βιβλιογραφικῶν συλλογῶν ἀναφερομένων 
εἰς διανοουµένους ἀκμάσαντας εἰς τὸ Οὐράνιον Κράτος, ἀφ' ἑτέρου δὲ 
µία σειρἁ ἄρθρων ἑνὸς σοφοῦ Βέλγου {εραποστόλου, τοῦ Ὑπηλέο. 

Μολονότι τὰ δημοσιεύματα αὐτὰ δὲν ἠδυνήθησαν νά ἄρουν τὰς ἀβε- 
βαιότητας καὶ ἀμφιβολίας, αἵ ὁποῖαι ἠγέρθησαν ἀπὸ μακροῦ χρόνον, εἷς 
µέγαν ἀριθμόν, σχετικῶς μὲ τὴν ἀρχαιότητα, τὴν πρωτοτυπίαν καὶ τὴν ἔσω- 
τερικὴν ἀξίαν τῶν μαθηματικῶν γνώσεων τοῦ κινεζικοῦ λαοῦ, παρὰ ταῦτα 
µόνον ἀπὸ τῆς στιγμῆς, κοὺ τὰ δημοσιεύματα αὐτὰ εἶδον τὸ φῶς, κατέστη 
δυνατὸν νὰ ἐπιχειρήσώωμεν νὰ γράψωμεν µίαν ἱστορίαν τῶν μαθηματικῶν 
εἰς τὴν μακρυνὴν καὶ μυστηριώδη ἐκείνην χώραν. 

Προτοῦ εἰσέλθωμεν εἰς τὴν καρδίαν τοῦ θέματος εἶναι σκόπιµον νὰ 
προτάξωµεν τὰ ἀκόλουθα. 

Ι. Ὁ κινεζικὸς λαὸς χαρακτηρίζεται ἀπὸ δύο θεμελιώδεις τάσεις, αἵ 
ὑποῖαι ἀποτελοῦν διά τὸν ἱστορικὸν ἐμπόδια σχεδὸν ἀνυκέρβλητα, Δη- 
λαδὴ α) µίαν ἀπεριόριστον ἐθνικὴν ὑπεροψίαν, ὡς ἐκ τῆς ὁποίας µεγαλο- 
ποιεῖ σταθερῶς τὰ ἰδικά του ἐπιτεύγματα, φθάνων ἀκόμη καὶ μέχρι ἰἴδιο- 
ποιήσεως τῶν ξένων εὑρημάτων, β) µίαν προγονικἠν λατρείαν καὶ ἕνα 
ἄμετρον σεβασμὸν πρὸς ὅ,τι ἐσκέφθησαν ἢ ἔγραψαν οἱ πρόγονοι, ὥστε 
ὅλοι οἱ ἀγαθοὶ Κινέζοι νὰ παρουσιάζουν τὰς ἰδικάς των ἰδέας, ὡς ἁκλᾶ 
πορίσματα ἀληθειῶν, ἀποδιδομένων εἰς ἐκείνους, 

Προστίθεται ὅτι τὰ εὑρωπκαϊκά ὀνόματα ἔχουν ὑποστῆ τοιαύτην παρα- 
µόρφωσιν ὑπὸ τῶν Κινέζων, ὥστε ἔχουν καταντήσει ἀγνώριστα. Ποῖος 
πράγματι ϐ’ ἀνεγνώριζεν ὑπὸ τὸ ὄνομα Κοῖίημ τὸν διάσηµον 1.. ναι (ευ]εῃ 
καί, ἀκόμη χειρότερα, ὑπὸ τὸ ὄνομα Τη -Τε - Ηεί τὸν γνωστότατον πατέρα 
Ἱαίτοικ : 

Μία ἄλλη δυσκολία, τὴν ὁποίαν συναντᾷ ὁ προτιθεµένος ν᾿ ἀφηγηθῇ 
τὴν ἱστορίαν τῆς κινεζικῆς σκέψεως, ἀπορρέει ἐκ τοῦ γεγονότος ὅτι τὸ 
αὐτὸ πρόσώπον χαρακτηρίζεται μὲ ὀνόματα διάφορα. Διότι εἰς ἕνα Κινέζον 
δίδεται, κατὰ τὴν γἐννησίν του, ἕνα ὄνομα, κατὰ τὴν μετάβασίν του εἰς τὸ 
σχολεῖον δεύτερον ὄνομα καὶ ἕνα ἄλλο διπλοῦν τοῦ δίδεται ὅταν νυμφεύεται. 
Ἡραδύτερον δύναται νὰ προσλάβη ἕνα ἄλλο ἀκόμη φιλολογικόν,θρησκευ- 
τικὸν ἢ ὑπκηρεσιακόν, ἀναλόγως τοῦ κοινωνικοῦ του λειτουργήµατος, Τέλος 
τοῦ ἀποδίδεται ἀκόμη ἄλλο ἕνα ὄνομα κατὰ τὸν θάνατόν του, τὸ ὁποῖον 
μάλιστα δύναται καὶ αὐτὸ νὰ μεταβληθῇ. Ἐν κατακλεῖδι ὁ μὴ δυνάµενος 
Υ’ ἀναγνώσῃ τὰ πρωτότυπα ἔργα σπανίως ἐπιτυγχάνει ν᾿ ἀναγνωρίσῃ ἕνα 
καὶ τὸ αὐτὸ πρόσωπον, τοῦ ὁποίου τὸ ὄνομα ἀποδίδεται μὲ λατινικοὺς χαρα- 
εἶναι πάντοτε σύμφωνος πρὸς τὴν τηρσυµένην ὑπὸ ἄλλων συγγραφέων, ἀναφερομένων 
εἰς τὴν βιβλιογραφίαν τοῦ παρόντος κεφαλαίου, 


204 . Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 


'Ἰταλός, Γάλλος, Γερμανὸς ἢ "Αγγλος. 

Π. Εἰς τὴν {στορίαν τοῦ Οὐρανίου Κράτους ἀπαντῶνται μερικαὶ ἀσ- 
φαλεῖς χρονολογίαι, τὰς ὁποίας εἶναι σκόπιµον νὰ ἔχωμεν διαρκῶς πρὸ 
ὀφθαλμῶν, Ιδοῦ αἱ κυριώτεραι : 

α) Ὅ Κομφούκιος, ὁ μέγας ἠθικολόγος καὶ νομοθέτης, ἔζησε κατὰ 
τὴν περίοδον 55! -479 π.Χ., ἑπομένως ὑκῆρξεν ὀλίγον προγενέστερος τοῦ 
Πυθαγόρου. | 

Β) Εἴναι βέβαιον ὅτι κατὰ τὸ ἔτος 213 π.Χ. ὁ αὐτοκράτωρ τῆς ΤΥ δυνα- 
στείας 5Η Ἠοδηρ - εἰ διέταξε νὰ ριφθοῦν εἰς τὸ πῦρ ὅλα τὰ ὑφιστάμενα 
Βιβλία καὶ ὅλοι οἱ ἐπιζῶντες σοφοί, καμµίαν ὅμως δὲν ἔχομεν πληροφορίαν 
ὡς πρὸς τὴν αἰτίαν τοῦ µίσους τούτου ἑναντίον τῶν πνευματικῶν ἀνθρώκων, 
Ἐν τούτοις ἡ βάρβαρος αὕτη ἀπόφασις μνημονεύεται, διότι προσέφερεν 
ἕνα εὔκολον αἄλλοθι» εἰς τοὺς Κινέζους, ὁσάκις ἐκλήθησαν νά παρουσιά- 
σουν ἀποδείξεις τῶν μεγάλων ἀνακαλύψεων, τὰς ὁποίας ἀπέδιδον εἰς ἂρ- 
Χαιοτάτους προγόνους των. 

ὖ) Κατά τὸ ἔτος 65 μ.Χ. ὁ Βουδδισμὸς εἰσήχθη ἐπισήμως εἰς τὴν Κίναν. 
Τὸ γεγονὸς τοῦτο, ἐνῷ κατέστησε στενωτέρας τὰς πνευματικὰς σχέσεις 
μεταξὺ Κίνας καὶ Ινδιῶν, ἐπιμαρτυρεῖ τὴν ὕπαρξιν ἀπὸ μακροῦ χρόνου 
ἐγκαρδίων σχέσεων μεταξὺ τῶν δύο τούτων μεγάλων ἐθνῶν. Τοιαῦται σχέσεις 
ἐπιβεβαιώνονται ἀπὸ τὰς πολυτίµους ἀφηγήσεις Κινέζων ταξιδιωτῶν, οἱ 
ὁποῖοι ἐπεσκέφθησαν τὰς Ἰνδίας κατὰ τὴν διαδροµἠήν τῶν αἰώνων Υ, ΥΠ 
καὶ ΧΠ. Εἶναι λουπὸν πιθανὸν καὶ εἰς τὰ μαθηματικά νὰ ἔλαβον χώραν ἆμοι- 
βαῖαι ἐπιδράσεις, Παρὰ ταῦτα οὐδεμία τοιαύτη ἑκίδρασις εἶναι ἱστορικῶς 
ἐξηκριβωμένη, ἄγνωστος δὲ παραμένει καὶ ἡ φορά, καθ ἣν ἐξεδηλώθησαν 
ἐπιδράσεις μεταξὺ ᾿Ανατολῆς καὶ Δύσεως. 

ὃ) Κατὰ τὸν Π αἰῶνα μ.Χ. τὸ ἐμπόριον τῆς µετάξης μεταξὺ Κίνας καὶ 
Ῥωμαϊκῆς αὐτοκρατορίας ἔλαβεν ἀσυνήθη ἔντασιν. 

ϱ) Σχέσεις μεταξὺ ᾿Αράβων καὶ Κινέζων ἔχουν ἐπισήμως πιστοκοιηθῆ 
ἀπὸ τῆς Δυναστείας Τα (618 - 907 μ.Χ.}, πολυάριθμοι δὲ εἶναι αἱ κρεσβεῖαι 
αἱ σταλεῖσαι ἀπὸ τὴν ᾿Αραβίαν εἰς τὴν Κίναν κατὰ τὰ ἔτη 615, Τ13, 726, 
756 κλπ. 

στ) Κατὰ τὸ δεύτερον ἢμισυ τοῦ ΧΠΙ αἰῶνος ὁ Μάρκο Πόλο ἔφθασεν 
εἰς τὴν Κίναν, ἀλλὰ µόνον κατά τὸ 1579 ἔγινεν ἐκεῖ δεκτὸς ὁ Ιταλός ἵη- 
σουήτης Μ. Εαμείστο, τὸν ὁποῖον μετ’ ὀλίγον ἠκολούθησεν ὁ διάσηµος 
Μαιιεο Βἰσσί (γεν. εἰς Μασεταια τὴν 6ην Ὀκτωβρίου 1557, ἀποθ. εἲς Κίναν 
τὴν Τ]ην Μαΐου 1610), ὁ ὁκοῖος τόσον ἀποτελεσματικῶς συνετέλεσσεν εἰς 
τὴν διάδοσιν τῆς εὑρωκαϊκῆς ἐπιστήμης εἷς τοὺς μακρυνοὺς ἐκείνους 
τόπους. 
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πο ----.------ἶ--- 


Τὰ πρῶτα τεκμήρια 


447. ᾿Εὰν θέσωµεν κατὰ µέρος τὰς ἀορίστους πληροφορίας, αἱ ὁ- 
ποῖαι ἔχουν διογκωθῆ ὑπὸ τῆς φαντασίας, καὶ συνεπῶς εἶναι ἄνευ ἀξίας 
διὰ νὰ λάβουν θέσιν εἷς µίαν ἱστορίαν ἀξίαν τοῦ ὀνόματος”, τὸ πρῶτον' 
κινεζικὸν τεκµήριον, συναφὲς πρὸς τὰ µαθηµατικά, εἶναι ἕνα ἔργον τιτλο- 
φορούμενον Ἱερόν βιβλίον τῆς ἀριθμητικῆς καὶ πραγµα- 
τευόµενον ἀποκλειστικῶς θέµατα συνδεόµενα μὲ τὸ ἡμερολόγιον., Εἰς πολ- 
λὰ σημεῖα τὸ ἔργον τοῦτο εἶναι τόσον δυσνύητον εἰς τοὺς Εὐρωπαίους 
ἐπιστήμονας, ὥστε πολλαί γνώσταὶ μεταφράσεις εἶναι μεταξύ των ἀσύμ- 
φωνοι, ὁ δὲ τελευταῖος μεταφραστής (6. Ύπσςα, Βοϊ!. ἁἱ Ὠ 0. ὁ ειοτία, εος, 
έν, 1904) εἰς ἕνα σημεῖον τῆς ἰδικῆς του ἐργασίας εὑρέθη εἰς τὴν ἀνάγκην΄ 
νὰ ὅηλώση, ὅτι εἶναι ἀδύνατος ἡ ἀπόδοσις εἰς εὑρωπαϊκὴν γλῶσσαν τῶν 
κινεζικῶν ἐκείνων φράσεων, τὰς ὁποίας εἴχε πρὸ ὀφθαλμῶν. 

Τοῦ ἐν λόγῳ ἔργου δὲν εἶναι µόνον ὁ συγγραφεὺς ἀβόβαιος, ἀλλ’ ἀκόμη 
καὶ ἡ ἐποχὴ κατὰ τὴν ὁποίαν ἐγράφη ἀποτελεῖ σημεῖον ἀντιλεγόμενον., 
Μερικοὶ κινεζολόγοι, πράγματι, τοποθετοῦν τὸ ἔργον εἰς τὴν ἐποχήν, κατὰ 
τὴν ὁποίαν ἡ Κίνα ἐκυβερνᾶτο ὑπὸ τῆς ΠΠ δυναστείας (1122 -355 π.Χ.], 
ἐνῷ ἄλλοι εἲς µίαν ἐποχὴν ὀλίγον προγενεστέραν τοῦ 1105. ἜἘφ' ὅσον ὅμως 
ἐσχολιάσθη κατὰ τὴν περίοδον 200 π.Χ. μέχρι 200 μ.Χ. καὶ ἀνεδημοσιεύθη, 
τὸ 600, ποῖος δύναται νά ἔχῃ ἐγγύησιν, ὅτι τὸ παρὸν κείµενον εἶναι τὸ αὐτὸ. 
μὲ ἐκεῖνο ποὺ ἐγράφη, ὅταν αἱ ἐπαφαὶ τοῦ Οὐρανίου Κράτους μὲ τὰ ἔθνη 
τῆς Δύσεως δὲν εἶχον ἀκόμη ὁμολογηθῆ ; 'Ἐκεῖνο ποὺ εἶναι βέβαιον 
εἶναι ὅτι τὸ [ερὸν βιβλίον παρέχει τὴν ἀπόδειξιν ὅτι τὸ θεώρημα τοῦ Πυθα- 
γόρου ἧτο γνωὠστὸν εἰς τὸ Οὐράνιον Κράτος, τοὐλάχιστον διά τὸ κλασσικὸν΄ 
τρίγωνον, τὸ ἔχον πλευρὰς α-- 5, ο - 4, ς -- ἃ, καὶ ὅτι ἐχρησιμοποιεῖτο, 
ὅπως καὶ εἰς τὴν Αἴγυκτον, κατὰ τὴν χάραξιν ὀρθῶν Τωνιῶν. Ἕνα ἀπὸ τὰ 
διαγράµµατα, κοὺ συνοδεύουν τὸ σχετικὀν χωρίον, δεικνύει, ὅτι εἰς τὴν 
προηγουμένως ἀναφερθεῖσαν περίπτώσιν, οἱ Κινέζοι ἐγνώριζον ἀπόδειδιν 
τοῦ Πυθαγορείου θεωρήματος μὲ τὸν γνωστὸν συλλογισμὸν (σχ. 15), τὸν 
στηριζόµενον ἐπὶ τῆς ταυτότητος 

.- -(ο-- 9] -- 40ο. 


.. Δόο ἐξαιρέσεις δύνανται νά Τίνσυν, ὡς πρὸς τὴν ἀνακάλυψιν τοῦ µαγικοῦ τετραγώνου. 
“ ο 3 


.:. 3 Ἱ 

α Ἰ ὁ 
καὶ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου 3, 4, 5, ἡ Ίνῶσις τοῦ ὁποίου διετηρήθη διὰ τῆς παραδόσθως, 
μέσῳ τῶν αἰώνων, ὡς ἀποδεικνύουν αἲ λέξεις Νου καὶ Ἰσαΐα διά τῶν ὁπσίων ἐδηλοῦντο» 
ἀντιστοίχως τὸ μαγικὸν τετράγωνον καὶ τὸ ὀρβογώνιον τρίγῶνον. 


206 Ἱστορία τῶν Μαθηµατικῶν 


᾽Αλλὰ διά νὰ δυνηθῶμεν μὲ ἤσυχον συνείδησιν νἀ βεβαιώσωμεν, ὅτι 
«οὗτοι ἠσθάνθησαν πρὶν ἀπὸ τοὺς Ἕλληνας τὴν ἀνάγκην τῆς ἀποδείξεως 
μιᾶς µαθηµατικῆς ἀληθείας καὶ ὅτι οὗτοι εἶχον προηγηθῆ τοῦ Πυθαγόρου 
--- εἰς τὴν πλέον δηµοφιλῆ ἀπὸ τὰς ἀνακαλύψεις 
ὃν πα του, θὰ ἔπρεκε προηγουμένως νὰ ἐξασφαλίσω- 
δν μεν τὴν βεβαιότητα, ὅτι τὸ σχῆµα ἐκεῖνο δὲν 
ο προσετέθη ἀπὸ µεταγενεστέρους διαμορφωτὰς 

.ακα τοῦ ὑπὸ ἐξέτασιν κειµένου. 

ο ᾽Αξίζει νὰ προστεθῇ ἐδῶ ὅτι τὸ θεώρημα 
τοῦ Πυθαγόρου ἀποτελεῖ τὸν νωτιαῖον μυελὸν 
ἄλλων γραπκτῶν, εἰς τὰ ὅὁποῖα λύονται πολλὰ 

νν προβλήµατα ἀφορῶντα τὸν προσδιορισμὸν 

Σχ. 13 ὀρθογωνίων τριγώνων μὲ ἀριθμούς, ὅταν δί- 

δώνται δύο γραμμικαὶ συναρτήσεις τῶν κπλευ- 

φῶν. Τοῦτο καθιστῇ πιστευτόν, ὅτι εἴχον ἀπὸ τότε κατασκευασθή πίνακες 
πυθαγορείων τριγώνων. Εἶναι πιθανὸν ἡ φράσις αὁ κύκλος προκύπτει ἀπὸ 
τὸ τετράγωνον», ἡ ὁποία ἐνυπάρχει εἰς τὸ Ἱερόν βιβλίον, νὰ πρέπει 
νά ἑρμηνευθῇ ὡς ἀπόδειξις τοῦ ὅτι καὶ οἱ Κινέζοι συνέλαβον κατὰ τὸν ἴδιον 
τρόπον μὲ ἡμᾶς τὸ πρόβλημα τῆς εὐρέσεως τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ κύκλου, εἶναι 
-ὅμως ἀναμφιαβήτητον, ὅτι ἐπὶ μακροὺς αἰῶνας οἱ Κινέζοι ἡρκοῦντο εἰς 
τὴν χονδροειδῆ προσέγγισιν τὴν ἀντιστοιχοῦσαν εἰς τιµὴν 3 τοῦ ἀριθμοῦ π. 
118. Μετὰ τὸ ἀνωτέρω κείµενον τῆς κινεζικῆς μαθηματικῆς βιβλιο- 
ραφίας ἔρχεται, κατὰ χρονολογικὴν σειράν, ἕνα ἄλλο βιβλίον τοῦ ὁκοίου 
ὁ μὲν τίτλος εἶναι ἡ Ἀριθμητικὴ εἰς ἑγνέα µέρη, ὁ δὲ συγ- 
Τραφεὺς καὶ ἡ ἐποχὴ ἄγνωστα. Ἕνας σχολιαστής, ζήσας τὸν ΤΠ αἰῶνα μ.Χ., 
ἰσχυρίζεται ὅτι πρόκειται περὶ ἑρανίσ ἐξ ἄλλων ἀρχαιοτέρων ἔργων, 


λος ἕνα αἰῶνα βραδύτερον, ἀγνοοῦμεν ὅμως πρὸς ποίαν κατεύθυνσιν καὶ 
μέχρι ποίου βαθμοῦ ἐπροχώρησεν ἡ ἐπέμβασις τούτων, Ἐν ἀδυναμίᾳ λοικὸν 
"ὰ προσδιορίσωµεν τὴν συμβολὴν ἑκάστου, δὲν ἀπόκειται εἰς ἡμᾶς ἄλλο, 
δαρὰ νὰ περιγράψωµεν συντόµας τὸ περιεχόµενον τοῦ ἐν λόγῳ κειµένου, 
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ο ἄν, δι ἅ-μ 
2 2 ᾱ 4 2 


ὁκ τῶν ὁποίων οἱ δύο πρῶτοι εἶναι ἀκριβεῖς, ἐνῶ οἱ ἄλλοι προὐκοθέτουν κ --3 

Διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ ἐμβαδοῦ ἑνὸς τοµέως πολλαπλασιάζεται τὸ 
τόδον ἐπὶ τὸ τέταρτον τῆς διαμέτρου, ἐνῷ διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ κυκλικοῦ 
τμήματος λαμβάνεται τὸ ἥμισυ τοῦ γινομένου τοῦ βέλους ἐπὶ τὸ ἄθροισμα 
τούτου καὶ τῆς χορδῆς. Τέλος τὸ ἐμβαδὸν ἑνόὸς κυκλικοῦ δακτυλίου δίδεται, 
ὀρθῶς, ὡς γινόμενον τοῦ ἡμιαβροίσματος τῶν περιφερειῶν ἐπὶ τὴν διαφορὰν 

1ὁ ὑπόλοιπον τοῦ µέρους τούτου εἶναι ἀφιερωμένον εἰς ὑπολογισμοὺς 
μὲ κλασματικοὺς καὶ μικτοὺς ἀριθμούς. Ἡ ἀνάμιξις ἀριθμητικῶν καὶ γεω- 
μετρικῶν θεωριῶν δύναται νὰ ἐξηγηθῇ μὲ τὴν ὑπόθεσιν ὅτι αὗται εἰσήχθησαν 
ἀποκλειστικῶς διὰ νὰ δώσουν ἀφορμὴν ἐκτελόσεως πράξεων, εἴτε ἀκόμη 
ὅτι διὰ τοὺς Κινέζους ἡ «ἀριθμητικὴ» ἦτο ταυτόσηµος μὲ τὰ «µαθηµατι- 
κά», ὡς τοῦτο συνέβη εἰς τὴν Γαλλίαν, ὅπου ἡ «γεωμετρία» περιλαμβάνει 

Μέρος Π: Τοῦτο εἶναι ἀφιερωμένον εἰς προβλήματα σχετικὰ μὲ 
ἀναλογίας καὶ τόκους, 

Μέρος Π; Περήχει προβλήµατα σχετικἀ μὲ τὸν ὑπολογισμὸν 
κληρονομικῶν µεριδίων. 

Μέρος ΠΥ: Περιέχει προβλήματα ἀπαιτοῦντα τὴν ἐξαγωγὴν τετρα- 
γωνικῶν ριζῶν, τῆς ὁποίας ἡ μέθοδος δὲν διαφέρει οὐσιωδῶς τῆς σήμερον 
ἐφαρμοζομένης. Εἶναι ἄξιον σηµειώσεως ὅτι ἀκαντῶνται ἐδῶ ἐπίσης ἀρι- 
θμοί ἐκφραζόμενοι μὲ θεμελιώδη κλάσματα, ὄχι ὅμως δεκαδικά. Γίνεται 
ἀκόμη λόγος περὶ ἐξαγωγῆς κυβικῶν ριζῶν, διὰ νὰ καταστῇ δυνατὴ ἐν 
συνεχείᾳ ἡ λύσις μερικῶν προβλημάτων τοῦ ἐπομένου µέρους τοῦ βιβλίου, 

Μέρος Ὑ: Τὸ µέρος τοῦτο διδάσκει πῶς ὑπολογίζονται οἱ ὄγκοι 
διαφόρων στερεῶν ἐπὶ τῇ βάσει κανόνων ἀκριβείας ἢ προσεγγίσεως. Είναι 
ἀξιοσημείωτον ὅτι ὁ κανὼν ὁ διδόµενος διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ ὄγκου 
ἑνὸς τετραέδρου μὲ δύο ἀντικειμένας ἀκμὰς α καὶ Ὁ, ὀρθογωνίως διακει- 
µένας, ἰσοδυναμεῖ πρὸς τὴν ἔκφρασιν : 


| 
ὅπου Ἡ τὸ µῆκος τῆς κοινῆς καθέτου τῶν ὑπ’ ὄψιν ἀσυμβάτων ἀκμῶν, ἡ 
ὁποία ἔκφρασις εἶναι τόσῳ μᾶλλον ἀξιοσημείωτος ὅσῳ ἡ ἔννοια τῆς κοι- 


γῆς καθέτου δύο ἀσυμβάτων εὐθειῶν ἐνεφανίσθη εἰς τὴν Εὐρώπην µόνον 
κατὰ τὸ τέλος ΧΥΗΙ αἰῶνος εἰς τὴν Γεωμετρίαν τοῦ Ἱερεπάτο, 


ιν 


Περιέχονται ἐπίσης προβλήματα ἀναφερόμενα εἰς ταξίδια, τεχνικὰ 
ἔργα κλα., ἐνῷ εἰς τὸ Μέρος ΥΠ περιέχονται προβλήματα, εἰς τὰ ὁποῖα 
ἐφαρμόζεται εὑρύτατα ἡ «μέθοδος τῆς µίξεως» καὶ εἰςτὸ Μέρος ΥΠ λύον- 
ται προβλήματα ἐκφραζόμενα σήμερον διὰ συστηµάτων γραμμικῶν ἕξι- 


Ἡ αὐτὴ παρατήρησις εἶναι ἐφαρμόσιμος καὶ εἰς ἄλλα προβλήματα 
τοῦ ἰδίου µέρους καὶ τοῦ ἐπομένου, ἔτι δὲ εἰς τὴν διάκρισιν καὶ τὴν χρῆσιν 
θετικῶν καὶ ἀρνητικῶν ἀριθμῶν, μὲ τοὺς ὁποίους οἱ Κινέζοι φαίνεται ὅτι 
εἴχον μεγάλην οἰκκιότητα. 

Τὸ Μέρος ΙΧ περιέχει 24 προβλήματα, κατὰ μέγα µέρος στηριζό- 
μενα ἐπὶ τῆς ἐφαρμογῆς τοῦ Πυθαγορείου θεωρήματος, γνωστοῦ εἰς τὸν' 
συγγραφέα ἓν ὅλῃ του τῇ γενικότητι. Σημειοῦμεν τὸ ἀκόλουθον πρόβλημα, 
τὸ ὁποῖον ἀπαντᾶται μὲ ἄλλα ἀριθμητικὰ δεδοµένα καὶ εἰς ἰνδικά κείµενα : 
αἴνα δένδρον μπαμποὺ δοθέντος ὕψους καταρρίατεται ἀπὸ τὸν ἄνεμον. 
Γνωστῆς οὔσης τῆς ἀποστάσεως μεταξὺ τῆς κορυφῆς καὶ τῆς ρίζης τοῦ 
δένδρου, νὰ εὑρεθῇ τὸ σημεῖον τοῦ κορμοῦ, ὅπου ἔγινεν ἡ θραῦσις». Ἡ 
μέθοδος, τὴν ὁποίαν ἐφήρμοσαν οἱ Κινέζοι διὰ τὴν λύσιν του εἶναι ταυτό- 
σηµος πρὸς ἑκείνην ποὺ ἠκολούθησαν οἱ Ἴνδοί, ὅπερ σηµαίνει ὅτι εὗρι- 
σκόµεθα ἐνώπιον ἑνὸς ἁδιαφιλονικήτου σημείου ἑπαφῆς τῶν δύο λαῶν, 
μὲ µόνην ἀμφιβολίαν ὡς πρὸς τὴν φορὰν καθ’ ἣν ἐξεδηλώθη ἡ ἐπίδρασις 
τοῦ ἑνὸς λαοῦ ἐπὶ τοῦ ἄλλου. 

Περισσότερον ἐνδιαφέρον καὶ πρωτότυπον εἶναι τὸ ἀκόλουθον πρὀό- 
βληµα : αΜία πόλις τετράγωνος πλευρᾶς χ (σχ. 16) διασχίζεται ἀπὸ µίαν 
ὁδόν, ἡ ὁποία ἑνώνει τὰ µέσα τῶν πρὸς Βορρᾶν καὶ Νότον πλευρῶν. Εἰς 
ἀπόστασιν 20 βημάτων ἀπὸ τῆς πρώτης ἔχει φυτευθῇ ἕνα δένδρον, ὁρατὸν 


ἐκ τοῦ σημείου εἰς τὸ ὁποῖον φθάνοµεν μὲ Ι4 βήματα ἀπὸ. 


τῆς νοτίας εἰσόδου καὶ ἔπειτα 1775 βήματα πρὸς Δυσμάς. 
Σχ. 16 


Νά ῥπολογισθῇ ἡ πλευρά κ», 
Μὲ µίαν ἁπλῆν θεώρησιν ὁμοίων τριγώνων εὐρίσκο- 
μεν τὴν σχέσιν . 
κι2 1715 


0» κ.) 


ἐκ τῆς ὁποίας λαμβάνοµεν κ -- 250, 
Φαίνεται ὅτι οἱ Κινέζοι κατὰ τὴν λύσιν τοῦ προβλήματος, ἔμειναν 
εἰς τὸ μέσον τῆς ὁδοῦ, περιορισθέντες νὰ γράψουν τὴν ἐξίσωσιν τοῦ προ- 
Βλήµατος, Λαμβανομένης ὑπ' ὄψει τῆς ἐμπειρικῆς διατυπώσεως τῶν δεδο- 
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µένων τοῦ προβλήματος, πῶς νὰ κατανικήσωμεν τὴν ὑποψίαν ὅτι πρόκειται 
περὶ ἁπλῶς καὶ ἀτελῶς ἀντιγραφέντος ἀπὸ κάκοιο δενικὸν ἐγχειρίδιον, 
ἀλλ' ἀνώτερον τῶν δυνάµεων ἐκείνου, ὁ ὁποῖος συνέγραψε τὸ ὑπὸ ἐξέτασιν 


βλίον ; 
Διὰ νὰ κείσωµεν περισσότερον τὸν ἀναγνώστην ἃς προσθέσωµεν ὅτι, 
ἂν γράψώμεν α, ὃ, ς ἀντὶ τῶν ἀριθμῶν 20, 14, 1775 ἀντιστοίχως, δυνάµεθα 
νὰ ἐκφράσωμεν τὴν λύσιν τοῦ προβλήματος ὡς ἑδῆς : 


.ΡΟΝΕ) 11. 

Λιὰ νὰ λάβωμεν λοιπὸν µίαν ἀκεραίαν λύσιν, τὰ α καὶ Ὁ πρέπει νὰ ἐκ- 
λεγοῦν κατά τοιοῦτον τρόπον, ὥστε τὸ ὑπόρριζον νά εἶναι τέλειον τετρά- 
γῶνον. 


Μεταγενέστερα ἔργα 


4148. ἛἜνα ἄλλο ἀρχαῖον κινεζικὸν ἐγχειρίδιον ἔχει ὡς τίτλον Κ.λασ- 
σικἡ Ἀριθμητικὴ τοῦ δια - Τει ἢ δια -Τεε. Διαιρεῖται εἷς τρία 
βιβλία καὶ συνιστᾶται ἰδιαιτέρως εἷς τοὺς ἐπιθυμοῦντας νὰ γνωρίσουν τὴν 
λογιστικὴν τῶν Κινέζων. ᾿Αβεβαία εἶναι ἡ ἐποχή, κατὰ τὴν ὁποίαν ἔζησεν 
ὁ συγγραφεύς. Μερικοὶ θεωροῦν ὅτι πρέπει νὰ ἔζησε κατὰ τὸν ΥΙ αἰῶνα 
κ.Χ., ἑνῷ ἄλλοι, ὁρμώμενοι ἀπὸ συμφυεῖς στοχασμούς, πιστεύουν ὅτι εἶναι 
µεταγενέστερος τῆς εἰσαγωγῆς τοῦ Βουδδισμοῦ εἰς τὴν Κίναν. 

Εἰς τὸ ἔργον τοῦτο οἱ πέντε πρῶτοι ἀκέραιοι ἀριθμοὶ δηλοῦνται μὲ 
ἰσαρίθμους κατακορύφους γραμµάς, παριστώσας ῥραβδία μπαμπού, οἱ δὲ 
τέσσαρες ἑκόμενοι μὲ τὰ ἴδια σύμβολα, φέροντα ὅμως ὁριζοντίαν ἐπιγραμ- 
µήν, Οἱ αὑτοί χαρακτῆρες στρεφόµενοι πλαγίως κατ’ ὀρθὴν γωνίαν παρι- 
στοῦν ἀντιστοίχως τοὺς ἀριθμοὺς 10, 20,..., 90. Πῶς ἡδύναντο τώρα μὲ τὰ 
σύμβολα αὐτὰ νἁ γράψουν ἀριθμοὺς µεγαλυτέρους, θὰ φανΏ ἀμέσως ἀπὸ 
τὴν ἐξέτασιν τοῦ συμβόλου 

τηΠ-, 


τὸ ὁποῖον εἶναι ταυτόσηµον μὲ τὸν ἀριθμὸν 6728. 

Δὲν ἀναφέρεται πῶς ἐδηλοῦτο γραφικῶς ἡ Ελλεψις ἀριθμοῦ μονάδων 
ὠρισμένης τάξεως, πρᾶγμα ποὺ θά εἴἶχε μέγα ἐνδιαφέρον, λαμβανομένου 
ὑπ’ ὄψιν ὅτι ἡ παρουσία τοῦ μηδενὸς (0) εἰς τὴν Κίναν δὲν ἐπισημαίνεται 
πρὸ τοῦ ἔτους 1250. 'Επειδὴ δὲ ἀπὸ τοῦ 1211 οἱ Μογγόλοι εἶχον εἰς τὴν 
ὑπηρεσίαν τῶν πυροβολητὰς Ἴραβας, φυσικὸν εἶναι νὰ ὑποθέσωμεν, ὅτι 
οἱ ὁπαδοὶ ἐκεῖνοι τοῦ Μωάμεθ ἐδίδαξαν εἰς τοὺς πιστοὺς τοῦ Κομφουκίου 
τὴν χρῆσιν τοῦ σημαντικοῦ τούτου βοηθητικοῦ ἑξαρτήματος τῆς ἀριθμη- 
τικῆς, 
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µένων τοῦ προβλήματος, πῶς νὰ κατανικήσωμεν τὴν ὑποψίαν ὅτι πρόκειται 
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βλίον ; 
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Χωρίς νὰ ἐνδιατρίψωμεν εἰς ὅτι ἀποτελεῖ ἐπιβεβαίώσιν λεχθέντων 
ἤδη πραγμάτων, ἀναφέρομεν τὴν ἐκφώνησιν ἑνὸς προβλήματος μὲ καθαρῶς 
κινεζικἠν γεῦσιν, μὲ μαθηματικὸν ὅμως περιεχόµενον ὅμοιον πρὸς ἐκεῖνο 
ἄλλων προβλημάτων τὰ ὁποῖα συνηντήσαμεν ἢ θά συναντήσωµεν εἰς τὴν 
Αἴγυπτον, τὴν Ἑλλάδα καὶ τὰς Ἰνδίας : αΜία Ὑυναίκα ἔπλυνε πιάτα εἰς 
ἕνα ρύακα, ὅταν ὁ ἑκόπτης τοῦ ὕδατος τὴν ἠρώτησε : Πῶς συμβαίνει νὰ 
ἔχης τόσα κιάτα; Ἐΐχαμε συµκόσιον, ἀπήντησεν ἐκείνη. Ὁ ὑπάλληλος 
ἠρώτησε τότε πόσοι ἦσαν οἱ συνδαιτηµόνες. Δὲν γνωρίζω, εἶκεν ἡ γυναῖκα, 
ἐνθυμοῦμαι ὅμως ὅτι ἀνά δύο ἐχρησιμοποίησαν ἕνα πιάτο διὰ τὸ ρύζι, 
ἀνά τρεῖς ἕνα διὰ τὸ ψωμί, ἀνὰ τέσσαρες ἕνα διὰ τὸ φαγητὸν καὶ ὅλα τὰ 
πιάτα ἦσαν 65». Πρόκειται, ὅπως βλέπομεν, νὰ ὑπολογισθῇ ὁ ἄγνωστος κ 
(οἱ συνδαιτηµόνες) ἀκὸ τὴν ἐξίσωσιν : 

-- κ Φ-ἳα 66. 

2 3 4 
Ὁ συγγραφεύς, ὀρθότατα παρατηρεῖ, ὅτι διὰ νὰ λάβωμεν τὴν τιμὴν τοῦ κ, 
πολλαπλασιάζοµεν τὸ 65 ἐπί 12 καὶ διαιροῦμεν τὸ ἐξαγόμενον διὰ τοῦ 13, 
ὅτε εὑρίσκομεν κ -- 60. 

Θά ἐξάρωμεν ἀκόμη δύο προβλήματα, τὰ ὁποῖα παρουσιάζουν τὴν 
πλέον ἐκκληκτικὴν ἀντίθεσιν, ἀφοῦ τὸ ἕνα εἶναι ἀληθὲς κόσµηµα, ἐνῷ τὸ 
ἄλλο µία ἀποκαρδιωτικὴ κηλἰς εἰς τὸ βιβλίον ποὺ ἐξετάζομεν. 

Τὸ πρῶτον ἔχει ὡς σκοκὀν τὴν εὕρεσιν ἑνὸς ἀριθμοῦ, ὁ ὁποῖος διαιρού- 
µενος διαδοχικῶς διά τῶν ἀριθμῶν Ἰ, 5, Ἰ νὰ δίδῃ ἀντιστοίχως ὑπόλοιπα 
2, 3, 2. Πρόκειται λοιπὸν περὶ λύσεως, εἰς τὸ σύνολον τῶν ἀκεραίων ἀριθμῶν, 
τοῦ ἀκολούθου συστήµατος : 

κ-- 1-2 
κ -- δσ- 3 
κ - Ὅη η- 2. 
Ὁ κανών, τὸν ὁποῖον ἑφαρμόζουν οἱ Κινίζοι εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, 
καὶ τὸν ὁποῖον ὀνομάζουν Τα -γεπ, δὲν διαφέρει κατ’ οὐσίαν ἀπὸ ἐκεῖνον 
ὁ ὁποῖος ἐδόθη κατόπιν ὑπὸ τοῦ Οσιυες (Ὀἶφα. ατίεἶπι,, 68 32 - 16). Κατ’ 
ἐφαρμογὴν τοῦ κανόνος τούτου, προσδιορίζονται (δοκιμαστικῶς :) τρεῖς 
ἀριθμοὶ Κ, ἰ, πι τοιοῦτοι, ὥστε νὰ ἔχωμεν : 
ΣΤ. κ. (πιοά. 1) 
τν}. { .. Ι (αιοά. 5) 
1. 5.πι.. Ι (αιοά. 7) 
Ὢς τοιοῦτοι ἀριθμοί δύνανται νὰ γίνουν δεκτοὶ οἱ ΚΞ2λς-ία..ιΙ, 
Σχηματίζονται τότε τὰ γινόμενα : 
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ου. ύῶἥο ες φθθθθθτ-------------- 
..1.12-- 10, 

1.3.1 --2ἱ, 

1.5 Ἱ-ἰδ, 
τὰ ὁποῖα κατόπιν πολλαπλασιάζονται ἀντιστοίχως ἐπί τοὺς ἀριθμοὺς 2, 3, 2 
καὶ προστίθενται τὰ ἐξαγόμενα. Λαμβάνομεν τοιουτοτρόκως τὸν ἀριθμὸν 
233, ᾿Αφαιροῦντες τώρα ἐξ αὐτοῦ τὸ γινόµενον 3.5.7 ὅσας φοράς εἶναι δυ” 
νατόν͵, φθάνομµεν εἰς τὸν ζητούμενον ἀριθμὸν 23 Β, ὀρθότερον, εἰς τὸν 
ἐλάχιστον ἐξ αὐτῶν. 

Τὸ δεύτερον πρόβλημα ἔχει τὴν ἀκόλουθον γελοίαν διατύτωπιν : αΜία 
γυναίκα ἔγκυος 29 ἐτῶν ἀναμένει τέκνον τὸν ἕνατον μῆνα τοῦ τρέχοντος 
ἔτους, Ποῖον θἀ εἶναι τὸ φῦλον τοῦ γεννηθησοµένου :» Εἰς τὸ ἐρώτημα 
ἀπαντᾷ μὲ ἁδιατάρακτον σοβαρότητα : «Λάβε τὸν 49, πρόσθεσε τὸν μῆνα 
τῆς συλλήψεως, ἀφαίρεσε τὴν ἡλικίαν τῆς μητρός καὶ ἔπειτα τὸν οὐρανὸν 
Ι. τὴν γῆν 2, τὸν ἄνδρα 3, τὰς ἐποχάς 4, τὰ στοιχεῖα 5, τοὺς νόμους 6, τὰ 
ἄστρα Ἰ, τοὺς ἀνέμους 8 καὶ τὰς ἐπαρχίας 9. ᾿Εὰν τὸ ὑπόλοικον προκύπτηῃ 
περιττόν, θά γεννηθῇ ἄρρεν, ἐὰν ἄρτιον θά γεννηθῇ θήλυ», Ἑημειωτέον ὅτι 
τοιουτοτρόκως προστίθεται εἰς τὴν ἡλικίαν τῆς μητρὸς 45 -45.- 4 καὶ 
ὅτι τελικῶς ὁ προτεινόµενος κανών δὲν λέγει τίποτε ἄλλο, παρά ὅτι θὰ γεν- 
νηθῦ ἄρρεν ἢ θῆλυ, ἂν εἶναι περιττὴ ἢ ἀρτία ἡ διαφορά μεταξὺ ἡλικίας 
τῆς μητρὸς καὶ τοῦ μηνός τῆς συλλήψεως. ᾿Ἐπιεικῆς βιογράφος τοῦ ὃμη - 
Τευ βεβαιώνει, ὅτι πρόκειται περὶ αὐθαιρέτου προσθήκης εἰς τὸ ἔργον του, 
ὀφειλομένης εἰς χεῖρας ἀγνώστους. Δεχόμεθα τὴν ἄποψιν ταύτην, ἂν μή τι 
ἄλλο, διὰ νὰ μαρτυρῆται τὸ γεγονός, ὅτι κάποιος Κινέζος, μερικοὺς αἰῶνας 
κρὸ ἡμῶν, διέγνωσε τὸν νεοκλασματικὸν χαρακτῆρα τοῦ εὑρήματος. 


420. ἛἜνα ἄλλο κινεζικὸν βιβλίον, σωζόμενον μέχρι σήμερον, φέρει 
τὸν τίτλον Κλασσικὴ ἀριθμητικὴ τῆς θαλασσονήσου 
καὶ ἐγράφη ἀπὸ τὸν ία Ηιὶ τὸ 263 μ.Χ. Γνωρίζομεν ὅτι ὁ τίτλος αὐτὸς δὲν 
ενα ἐκεῖνος, τὸν ὁποῖον ἔδωσεν ὁ συγγραφεύς, ἀλλὰ προσετίθη ἀπὸ σχο- 

λιαστὴν ζήσαντα κατὰ τὸν ΥΠ αἰῶνα, εἰς ὑπόμνησιν ἑνὸς προβλήματος, 
περιεχομένου εἷς τὸ βιβλίον καὶ ἀκοβλέποντος εἰς τὴν ἐκτέλεσιν μετρήσεων 
εἷς µίαν µακρυνὴν νῆσον. Τοῦ πρωτοτύπου δὲν σώζεται πλέον κανένα ἀντί- 
τυπον. Ὑπάρχει µόνον μιὰ ἀναπαραγωγὴ τούτου, κατά τὴν περίοδον 1403 - 
Ι424, εἰς µεταγραφὴν φέρουσαν χρονολογίαν 17175. Πρόκειται λοιπὸν 
περὶ δοκουµέντου χωρὶς καμµίαν αὐθεντικὴν ἀξίαν καὶ διὰ τοῦτο δὲν ἡμ- 
ποροῦμεν ν’ ἀκολουθήσωμεν ἐκεῖνον, ὁ ὁποῖος θὰ ἠδύνατο νὰ συναγάγῃ 
ἐξ αὐτοῦ κολακευτικἀ συμπεράσματα γύρω ἀπὸ τὴν ἀρχαιότητα τῆς κινε- 
ζικῆς ἀλγέβρας, 

Συνεχίζοντες τὴν ἀνασκόπησίν µας, θ ἀποκαλύψωμεν εἰς τὴν ἀριθμη- 
τικὴν νιλολογίαν τῶν Κινέζων ἁρκετὸν ἀριθμὸν ἐγχειριδίων, ἐπισήμως 
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υἱοθετηθέντων διά τὴν προπαρασκευἠν κρατικῶν ὑπαλλήλων, τὰ ὁποῖα, 
παρὰ τὰς προσκαθείας νἁ παρουσιασθοῦν ὡς προερχόμενα ἐξ ἐπιλογῆς 
κ. κειµένων τῆς ἐποχῆς τοῦ ακιτρίνου αὐτοκράτορος» (ΧΧΥΠ 
αἰὼν π.Χ.), δὲν δύνανται νὰ θεωρηθοῦν προγενέστερα τοῦ ΥΙ αἰῶνος μ.Χ. 
Ἰὸ ἀρχαιότερον ἐξ αὐτῶν εἶναι ἀγνώστου συγγραφέως, Περιλαμβάνει δὲ 
κανόνας ἐν µέρει ἐσφαλμένους, ἐν µέρει ἀκαταλήπτους καὶ ἐν µέρει µικρο- 
τέρας προσεγγίσεως ἐκείνων τοὺς ὁποίους εἴδομεν εἰς τὴν Ἁριθμητι- 
κὴν εἰς ἑννέα µέρη. Περιοριζόµεθα ν᾿ ἀναφέρωμεν, ὅτι ὃ συγ- 
γραφεὺς διαπράττει τὸ σφάλμα νὰ νοµίζῃ τὸ τετράπλευρον ἐντελῶς ὁριζό- 
μενον διὰ τῶν 4 πλευρῶν τον α, ὃ, ς, ἆ καὶ τὸ ἐμβαδὸν τούτου ἐκφραζόμενον 
διὰ τοῦ ἐσφαλμένου αἰγυπτιακοῦ τύπου ; 
2 2 


ἨἩ Κλασσικὴ ἀριθμητικὴ τοῦ Ἠεία -Ἆοι Ύάημ (εἶναι τὸ 
δεύτερον ἐκ τῶν προλεχθέντων ἐγχειριδίων) ἐγράφη τὸ 550 ἢ ὀλίγον ἀργό- 
τερα καὶ παρουσιάζει πλεῖστα σημεῖα ἑκαφῆς μὲ τὸ ἀνάλογον ἔργον τοῦ 
5αᾳ -Τει. Τὰ προβλήματα ποὺ λύονται ἐδῶ ἀπαιτοῦν µόνον τὴν γνῶσιν 
τῶν τεσσάρων ἀριθμητικῶν πράξεων καὶ τῆς ἐξαγωγῆς τῆς τετραγωνικῆς 
ρίζης. Μερικὰ εἶναι γεωμετρικοῦ χαρακτῆρος, ἐνῷ ἄλλα ἀποβλέπουν εἰς 
τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ τόκου τῶν 

Ολίγον µεταγενεστέρα εἶναι ἡ Κλασσικὴ ἀριθμητικὴ τοῦ 
Ἴαπρ ΟΠ) ἱ 8υαη - ολίπμ, ἡ ὁποία ἐσχολιάσθη κατὰ τὸν ΥΠ αἰῶνα καὶ ἄνε- 
δηµοσιεύθη τὸ 1084 κατὰ διαταγἠν τῆς κυβερνήσεως. 'Ἐφαρμόζονται εἰς 
τὸ βιβλίον τοῦτο μέθοδοι, τῶν ὁποίων οὐδεμία δίδεται δικαιολογία, ἄγουν 
ὅμως εἰς ἐξαγόμενα ὀρθά. Λέγει π.χ. ὁ συγγραφεύς, ὅτι ὁ 1768 ε/, διαιρού. 
µενος διὰ τοῦ 27 1/,, δίδει ὡς πηλίκον 643 3 ἀλλὰ πῶς τὸ δικαιολογεῖ 
εἶναι ἄγνωστον. "Αν καὶ τὸ ἔργον τοῦτο ἐλάχιστα διαφέρει τῶν προηγου- 
µένων, ἐν τούτοις εἶναι τὸ πρῶτον ὅπου ἀκαντᾶται ὁ κανών διαιρέσεως δύο 
κλασμάτων, ἡ ἔκφρασις τοῦ ἀθροίσματος τῶν ὅρων ἀριθμητικῆς προύδου 
καὶ ἐπὶ πλέον προβλήματα τοῦ ἀκολούθου τύπου : «Ἕνας πετεινὸς κοστίζει 
5 νομίσματα, µία κότα 3, ἑνῷ τρία κοτόπουλα ἕνα νόμισμα. Μὲ 100 νοµί- 
σµατα ἀγοράζονται ἐν ὅλῳ 100 δίποδα. Πόσα ἐξ ἑκάστου εἴδους 3) Πρύ- 
κείται προφανῶς περί προβλήματος ἀπροσδιορίστου ἀναλύσεως, ἴσοδυνα- 
μοῦντος μὲ τὴν ἀναζήτησιν τῶν ἀκεραίων Βετικῶν λύσεων τοῦ συστήµατος: 


Χη-γ-χ-- Ι00, 


ὅχ ΕΥ -- ..- 00, 


Ὁ («Ἴαπμ Οἵη εὑρίσκει ἐξ αὐτῶν τὰς τρεῖς (4, 18, Τ8), (8, 11. δι. 
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(11, 4, 84), αἱ ὁκοῖαι πράγµατι εἶναι αἱ µόναι δυναταί, Τὸ ἀνωτέρω πρόβλημα 
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ΕΥ 100, αν Σο, 


ἐπιδέχεται τὴν µοναδικήν λύσιν (19, 80, 1). 
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σώσεις : 
οκ α4γκ-- -1, κ γ.τ1τῦ, 


τῶν ὁποίων µοναδικἡ λύσις, ὡς βεβαιώνει ὁ σχολιαστής, εἶναι (15, ἰ, 84). 
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Πρέπει πάντως νὰ τονίσωμµεν, ὅτι εἰς τὴν μαθημµατικὴν γραμµατείαν 
τῶν Κινέζων ἀπαντῶνται ἄλλα προβλήματα ἁπροσδιορίστου ἀναλύσεως 
πολυπλοκώτερα, ὅπως εἶναι π.χ. ἕνα πρόβλημα, ὅπου ζητοῦνται 18 ἄγνω- 
στοι, συνδεόµενοι μεταξύ των μὲ ἑπτὰ γραμμµικάς σχέσεις. Επειδή, ὡς ἐκ 
τῆς φύσεως τῶν ἀγνώστων, δὲν γίνονται δεκταὶ λύσεις κλασματικαὶ ἢ ἁρ- 
νητικαί, ἡ Έρευνα ἀκολονθεῖ τὴν κατεύθυνσιν͵ πρὸς τὴν ὁποίαν θὰ ἑστρέ- 
φετο καὶ Ένας σύγχρονος εὐρωπαῖος μαθηματικός. 

Τὰ ἀναφερθέντα ἔργα δὲν εἶναι τὰ μόνα, ποὺ ἀπαντῶνται εἰς τὴν κινε- 
ζικὴν μαθηματικὴν βιβλιογραφίαν πρὸ τοῦ ΥΙ αἰῶνος. Τὰ ὑπόλοιπα ὅμως 
μὴ περισωθέντα --- ἐκτὸς τῶν τίτλων των ---δὲν δύνανται νὰ χρησιμεύσουν 
εἰς τίποτε ἄλλο, παρὰ μόνον ὡς μάρτυρες τῆς µαθηµατικῆς δραστηριότητος 
τῶν Κινέζων. 


Τεεραγωνισμὸς τοῦ κύκλου 


121. Πρὶν ἐξετάσωμεν ἄλλα διασωθέντα ἔργα, ἀλγεβρικοῦ χαρα- 
κτῆρος, παρατηροῦμεν ὅτι ὁ κινεζικὸς λαὸς ἔδειξε, κατὰ προτίµησιν, κλίσιν 
πρὸς τὴν ἐπιστήμην τοῦ ἀριθμοῦ μᾶλλον παρά πρὸς τὴν ἔρευναν τῶν ἴδιο- 
τήτων τοῦ χώρου. Τὸ μοναδικὸν πρόβλημα γεωμετρίας, περὶ τὸ ὁποῖον 
κατέβαλε Ὑγονίμους προσπαθείας, εἶναι τὸ πρόβλημα τοῦ τετραγωνισμοῦ 
τοῦ κύκλου, οἵ δὲ πρῶτοι ποὺ ἠσχολήθησαν σοβαρῶς μὲ αὐτὸ δὲν ἀνάγονται 
εἰς τὴν πρὸ Χριστοῦ ἐποχήν. 

Εἰς τὸν (Ἴαημ Ἠεης (78 - 139) ἀποδίδεται ἡ τιµὴ τῆς ἐγκαταλείψεως 
τῆς τιμῆς κ -- 3 ἕναντι τῆς ἀκριβεστέρας κ -- 16 -- 3,1622171, τὴν ὁκοίαν 
πιθανῶς ἔμαθεν ἀπὸ τοὺς Ἰνδοὺς εἰσαγωγεῖς τοῦ Βουδδισμοῦ εἰς τὴν Κίναν, 

Εἰς τὸν στρατηγὀν αη - Εαη (229 . 267] --- φονευθέντα ὑπὸ τοῦ αὐτο- 
κράτορὀός του διότι παρέστη εἰς συμβούλιον τοῦ στέµµατος εἰς κατάστασιν 
µέθης --- ἀποδίδεται ἡ ἀνακάλυψις τοῦ γεγονότος ὅτι µία περιφέρεια ὅδια- 
µέτρου 45 ἔχει µῆκος Ι42, ὅπερ ἰσοδυναμεῖ μὲ τὸ νὰ δεχθῶμεν κ -- 34135 
Εἶναι ἄγνωστον κῶς ἔφθασεν εἰς τὸ ἀποτέλεσμα τοῦτο, τὸ ὁκοῖον εἶναι 
κατά τι ἀκριβέστερον τῆς τιμῆς κ -- Τ{0. 

Περίπου κατά τὴν ἰδίαν ἐποχὴν ἔζησεν ὁ μαθηματικὸς Ἰήα Ἠα], γνωστὸς 
ἤδη εἰς ἡμᾶς (4 120), ὁ ὁποῖος, διά νὰ λώστ τὸ περίφηµον πρόβλημα ἠκο- 
λούθησε τὴν ὁδὸν ποὺ εἶχεν ἤδη χαράξει ὁ Αρχιμήδης πέντε αἰῶνας 
προηγουμένως. Ἔκαμε δηλαδἡ ἀρχὴν μὲ τὸ ἐγγεγραμμένον κανογικὀν 
ἐδάγωνον καὶ μὲ διαδοχικὰς διχοτοµήσεις τῶν τόξων ἐνόμισεν ὅτι θὰ φθάσῃ 
εἰς τὸν σκοπόν΄ ἀλλά, ἐνῷ ὁ Συρακούσιος, εἰς τὸ ἔργον του Ῥαμμίτης 
(Αγεπατας), ἑσταμάτησεν εἰς τὸ πολύγώνον τῶν 96 πλενρῶν, ὁ Κινίζος 
ἐπροχώρησεν εἰς τὸ ἑπόμενον (μὲ 192 πλευράς), χωρίς παρἀ ταῦτα νἁ εὕρῃ 
τιμὴν τοῦ π διάφορον τῆς ἀρχιμηδείου 3,14, Δὲν ἀποκλείεται, ὁ Ἱήν Ἠαὶ 
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τὸ Κινοζικόν Αἴνιγμα λ15 
ο σἤψἛἵἵ------------------------------- 
νὰ συνέλαβε μόνος του τὸ σχέδιον τῆς καταστρώσεωῶς ἑνὸς τοιούτου πο" 
λογισμοῦ, ἀφοῦ ἐπρόκειτο περὶ ζητήματος ριζοβολήσαντος εἰς τὴν διά- 
νοιαν ἄλλου θνητοῦ, πέντε αἰῶνας προηγουμένως. Ὅ γνωρίζων ἓν τούτοις 
τὰς σχέσεις, τὰς ὁποίας αἱ Ἴνδίαι ἀνέπτυξαν ἀφ᾽ ἑνὸς μὲ τὴν Ἑλλάδα καὶ 
ἀφ᾽ ἑτέρου μὲ τὸ Οὐὑράνιον Κράτος αἰσθάνεται εἲς τὴν ψυχἠν του νὰ ἐγείρων- 
ται σοβαραὶ ἀμφιβολίαι, ὡς πρὸς τὴν πρωτοτυπίαν τῆς κινεζικῆς ἐργασίας 
καὶ λυπεῖται, διότι κανένα τεκµήριον δὲν ὑπάρχει σήμερον [κανὸν ν΄ ἄπο- 
δείξῃ τὰς ἀμφιβολίας αὐτὰς ἁβασίμους καὶ διότι, ἀκόμη χειρότερον, ἡ προ- 
αναφερθεῖσα τιµὴ τοῦ π δὲν ἐδετόπισεν, ὅπως θά ἔπρεπεν, διά παντὸς ἄλλας 
τιμὰς µικροτέρας ἀκριβείας (ὡς εἶναι αἱ τιμαί 3 καὶ 31412). 
Αἴ µελέται ἐπὶ τοῦ τετραγωνισμοῦ τοῦ κύκλου ἔδωσαν δύο αἰῶνας 
ον ἕνα ἄλλον ἑξέχοντα τετραγωνιστὴν -- τὸν ἀστρονόμον Τεα 
Οἱ’ απῃ - ει (430 - 501) --ὁ ὁποῖος ἐργαζόμενος ἐπὶ περιφερείας δια” 
μέτρου 107 (ὀκτὰς τοῦ ᾿Αρχιμήδους), εὗρεν ὅτι εἶναι : 


31415026 «κ΄ 31415927 


καὶ συνεκέρανεν ἐξ αὐτοῦ, ἐκτὸς τῆς ἀρχιμηδείου τιμῆς π--22/1, ποὺ 
ἀπαντᾶται εἰς τὸν Ψαμμίτη ντὴν ἀκόμη πλησιεστέραν , 
355 
π--. Ἡ 
113 


τὴν ὁποίαν εἴδομεν (6 4!) ἀποδιδομένην ἐπίσης εἰς τὸν Αρχιμήδη. ᾽Ακόμη 
καὶ ἄν τὸ συμπέρασμα τοῦτο δὲν εἶναι πρωτότυπον, ἀποδεικνύοι τὴν ἀνω- 
τερότητα τοῦ Τ5υ (Ἠ΄μπᾷ μεταξὺ τῶν ὁμοεθνῶν του, οἱ ὑποῖοι, μὴ δυνά- 
µενοι ν΄ ἀντιληφθοῦν τὴν ἀξίαν τοῦ ἐπιτευχθέντος ἀποτελέσματος, ταχέως 
καὶ τὸ ἐλησμόνησαν. Εἰς τὴν ἔνοχον αὐτὴν ἀμέλειαν ὀφείλεται πιθανῶς 
τὸ γεγονός, ὅτι τὸ ἔργον τοῦ Τει Ομμπα θεωρεῖται σήμερον ἀνεπανορθώτως 
ἀπολεσθὲν καὶ ὅτι μάλιστα πᾶν ἴχνος ἐπὶ τῆς μεθόδου τῆς σκέψεως ἐχάθη 
ὁριστικῶς, εἰς τρόπον, ὥστε εὑρισκόμεθα εἰς πλήρη ἀδυναμίαν νὰ κροσδιορί- 
σωµεν τὰς ἀναλογίας καὶ τὰς διαφορὰς μὲ τὰς μεθόδους, ποὺ ἐχρησιμο- 
ποίησαν οἱ μαθηματικοἰ εἰς τὴν Εὐρώπην, προηγουμένως καὶ μετὰ ταῦτα. 


Τὰ ἔργα ἀλγίβρας 
132 "Επιστρέφοντες εἰς τὴν ἐξέτασιν τῶν ἐργασιῶν, τῶν σχετιζο- 
µένων μὲ τὴν ἄλγεβραν, παρατηροῦμεν πρὸ πάντων, ὅτι ἐκ τῶν µέχρι τοῦδε 
ὑφισταμένων τεκμηρίων, φαίνεται ὅτι οἱ Κινέζοι ἀπὸ τοῦ Τ αἰῶνος π.Ν. 
ἦσαν εἰς θέσιν νἁ δώσουν τὴν λώσιν δευτεροβαθµίου ἐδισώσεως μὲ ἀριθμη- 
τικοὺς συντελεστάς, καὶ ὅτι ἐξηκολούθησαν νἁ πραγµατεύωνται προβλή- 
µατα, ἀναφερόμενα μέχρι τοῦ Υ] αἰῶνος μ.Χ. Ζητήματα ὑψηλοτέρας στάθ- 
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τερότητα τοῦ Τ5υ (Ἠ΄μπᾷ μεταξὺ τῶν ὁμοεθνῶν του, οἱ ὑποῖοι, μὴ δυνά- 
µενοι ν΄ ἀντιληφθοῦν τὴν ἀξίαν τοῦ ἐπιτευχθέντος ἀποτελέσματος, ταχέως 
καὶ τὸ ἐλησμόνησαν. Εἰς τὴν ἔνοχον αὐτὴν ἀμέλειαν ὀφείλεται πιθανῶς 
τὸ γεγονός, ὅτι τὸ ἔργον τοῦ Τει Ομμπα θεωρεῖται σήμερον ἀνεπανορθώτως 
ἀπολεσθὲν καὶ ὅτι μάλιστα πᾶν ἴχνος ἐπὶ τῆς μεθόδου τῆς σκέψεως ἐχάθη 
ὁριστικῶς, εἰς τρόπον, ὥστε εὑρισκόμεθα εἰς πλήρη ἀδυναμίαν νὰ κροσδιορί- 
σωµεν τὰς ἀναλογίας καὶ τὰς διαφορὰς μὲ τὰς μεθόδους, ποὺ ἐχρησιμο- 
ποίησαν οἱ μαθηματικοἰ εἰς τὴν Εὐρώπην, προηγουμένως καὶ μετὰ ταῦτα. 


Τὰ ἔργα ἀλγίβρας 
132 "Επιστρέφοντες εἰς τὴν ἐξέτασιν τῶν ἐργασιῶν, τῶν σχετιζο- 
µένων μὲ τὴν ἄλγεβραν, παρατηροῦμεν πρὸ πάντων, ὅτι ἐκ τῶν µέχρι τοῦδε 
ὑφισταμένων τεκμηρίων, φαίνεται ὅτι οἱ Κινέζοι ἀπὸ τοῦ Τ αἰῶνος π.Ν. 
ἦσαν εἰς θέσιν νἁ δώσουν τὴν λώσιν δευτεροβαθµίου ἐδισώσεως μὲ ἀριθμη- 
τικοὺς συντελεστάς, καὶ ὅτι ἐξηκολούθησαν νἁ πραγµατεύωνται προβλή- 
µατα, ἀναφερόμενα μέχρι τοῦ Υ] αἰῶνος μ.Χ. Ζητήματα ὑψηλοτέρας στάθ- 


216 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 


µης ἀρχίζουν νὰ ἐμφανίζωνται, κατὰ τὸ πρῶτον ἤμισυ τοῦ ἐπομένου αἰῶνος, 
εἰς ἕνα ἔργον τοῦ ἸἨαπρ Ἠςπο - (μπα, σωζόµενον σήμερον ἐν μέρει. Με- 
ταξὺ τῶν προβλημάτων, ποὺ περιέχονται εἰς τὸ ἔργον τοῦτο, ἀναφέρομεν 
τρία ἐπὶ τῶν ὁποίων θά εἴπωμεν μερικάς λέξεις. 

1. «Εἰς ἕνα ὀρθογώνιον τρίγῶνον τὸ γινόµενον Ρ τῶν καθέτων ἰσοῦται 
πρὸς 706 ὰ/, ἡ δὲ ὑποτείνουσα ὑπερβαίνει τὴν µίαν τῶν καβέτων κατά 5 -- 
136 "/ω”. Νά εὑρεθοῦν αἱ τρεῖς πλευραί», Δι ἁπαλοιφῆς τοῦ Υ μεταξὺ τῶν 
ἐξισώσεων : 


ΣΥ -- Ρ, κ νο κ --, 


εὑρίσκομεν εὐκόλως µίαν ἐξίσωσιν τρίτου βαθμοῦ. 

Ὁ συγγραφεὺς βεβαιώνει ὅτι πρὸς λύσιν αὐτῆς ἐχρησιμοποιεῖτο µία 
μέθοδος ἀνάλογος πρὸς τὴν ἐξαγωγὴν κυβικῆς ρίζης, ἡ ὁποία ὅμως ὤφειλε 
νὰ εἶναι προσεγγιστικἡ ὡς ἐφαρμόσιμος ἀποκλειστικῶς εἰς ἀριθμητικὰς 
ἐδισώσεις. Παρά ταῦτα ἡ μέθοδος πρέπει νὰ ἧἦτο ἐκπληκτικῶς τελεία ἑφ 
ὅσον ἔδωσεν ὡς ἀποτέλεσμα τοὺς ἀριθμοὺς 141. 49 1, 51 1, οἱ ὁποῖοι 
ἐπαληθεύουν ἀκριβῶς τὰ ἐπιτάγματα τοῦ προβλήματος. Τούτων οὕτως 
ἑχόντων πῶς ν᾿ ἀπομακρύνωμεν τὴν ὑποψίαν ὅτι ὁ λύτης ὑπερηφανεύθη 
ὅτι ἐγνώριζε πράγµατα περισσότερα τῶν ὅσων τοῦ ἐπέτρεπον αἴ δυνάµεις 
του καὶ ὅτι, εἰς τὴν πραγματικότητα, οἱ ἀνωτέρω ἀριθμοὶ τοῦ ἦσαν γνωστο 
προτοῦ ἐπιχειρήσῃ τὴν λόσιν τοῦ προβλήματος ; 

Π. «Εἰς ὀρθογώνιον τρίγῶνον τὸ γινόµενον Ρ τῆς μιᾶς καθέτου ἐπὶ τὴν 
ὑποτείνουσαν ἰσοῦται πρὸς 1337 Σ/1ο, ἐνῷ ἡ διαφορἀ μεταξὺ ὑποτεινούσης 
καὶ τῆς ἄλλης καθέτου ἰσοῦται πρὸς Ὦ -- 110. Ζητεῖται ἡ τελευταῖα αὕτη 

Ἐὰν εἶναι κ, Υ αἱ κάθετοι, ὑφίστανται αἱ σχέσεις : 

ΣΥ, Υ1)--κ--Ὁ, 
ἐκ τῶν ὁποίων εὐκόλως ἐξάγεται µία κυβικἡ ἐξίσῶσις τοῦ κ: 
(κ -- Ὀ) ϱΌκ -- Ὀ2] ««., 
ἐκ τῆς ὁποίας θὰ ληφθῇ ὁ ἄγνωστος κ. Κατὰ τὸν Κινέζον συγγραφέα εἰς τὰ 
ἀριθμητικά δεδοµένα τοῦ κροβλήματος ἀνταποκρίνεται ἡ τιµή κ--92:. 

ΠΠ. «Σιτοβολὼν ἔχει τὸ σχῆμα κολούρου τετραγωνικῆς πυραμίδος, 
Ἡ διαφορά Ὦ μεταξὺ τῶν πλευρῶν τῶν βάσεων εἶναι 6 ἐνῷ τὸ ὕψος ὕπερ- 
βαΐνει τὴν πλευρὰν τῆς ἀνωτέρας βάσεως κατὰ Ο -- 9. Ὁ σιτοβολὼν περι- 
έχει Ρ -- 181,2 µέτρα σίτου, ἐκ τοῦ ὁποίου ἀφαιροῦνται Ρ΄. 504. Ποῖα 
θὰ εἶναι τὰ µήκη τῶν πλευρῶν τῆς ἄνω καὶ κάτω βάσεως τοῦ σιτοβολῶνος, 
ὡς καὶ τὸ ὕψος αὐτοῦ, ἔτι δὲ τὸ βάθος καὶ ἡ πλευρὰ τῆς ἄνω βάσεως τοῦ 
ὑπολειφθησομένου ὄγκου τοῦ σιτοβολῶνος 9 

5. Ὁ Μίκαπί γράφει ἐκ παραδροµῆς 9/60 
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Περιοριζόµεθα χάριν συντοµίας εἰς τὸ πρῶτον µέρος τοῦ προβλήματος. 
"Ἔστω κ ἡ πλευρὰ τῆς ἄνω βάσεως, Υ ἡ πλευρὰ τῆς κάτω βάσεως καὶ Ζ τὸ 
ὕψος τοῦ στερεοῦ. Κατ’ ἐφαρμογὴν τοῦ τύπου, ποὺ ἐκφράζει τὸν ὄγκον 
κολούρου πυραμίδος (τύπου ἁπαντωμένου εἰς τὴν Ἀριθμητικὴν εἰς 
ἑννέα μέρη], φθάνομεν εἰς τὸ σύστημα : 

(κ. Ι-ΧΥ ΣΥ) 28 
γ--τ--Ὁ 
Ἱ--χ-ο 


ἐκ τοῦ ὁποίου, δι’ ἁπαλοιφῆς τῶν ψ καὶ κ, εὑρίσκομεν μίαν κυβικἠν ἐξί- 
σῶσιν, ἡ ὁποία διὰ Ὁ -« 6 καὶ Ο -- 9 γίνεται : 


χἳ 4- 15χ3 4- θ6χ-- Τ9,2. 


Επειδή τὸ κρῶτον µέλος εἶναι αὔξουσα συνάρτησις τοῦς, ἥτις διά χ -- !, 
λαμβάνει τὴν τιμὴν 82, εἶναι σαφὲς ὅτι ἡ ἀνωτέρω ἐξίσωσις δὲν δύναται 
νὰ ἔχη ρίζας µεγαλυτέρας τοῦ Ι. Περαιτέρω δὲν δύναται νὰ ἔχῃ ρίζας ᾱ- 
κεραίας, διότι ἕνας ἀκέραιος δὲν δύναται νὰ ἰσοῦται πρὸς ἕνα κλάσμα. 
Κατ’ ἀκολουθίαν εἶναι ἀπαράδεκτον τὸ ἀποτέλεσμα κ-- 3, τὸ ὁποῖον 
φέρεται ὡς εὑρεθὲν εἰς τὴν Κίναν. 

Ἡ µετρία ἐπιτυχία, τὴν ὁκοίαν εἴχεν ὁ συγγραφεὺς εἰς τὰς προσπαθείας 
του νὰ λύση τὰς κυβικὰς ἐξισώσεις τῶν προβλημάτων Ἡ καὶ ΠΠ, ἐνισχύει 
τὰς ἀμφιβολίας ποὺ διετυκώσαµεν, ὡς πρὸς τὴν ὑπὸ τοῦ ἰδίου λύσιν καὶ 
τῆς ἐξισώσεως, εἰς τὴν ὁποίαν ἀνάγεται τὸ πρόβλημα Ἱ. 


123. Λιάφορον Χαρακτῆρα ἔχει ἕνα μαθηματικὸν χωρίον, ἀναγό- 
µενον εἰς τὸν ΧΙ αἰῶνα, τὸ ὁποῖον ἐφείλκυσε προσφάτως τὴν κροσοχἠὴν 
(. Ύαοσα). Γίνεται ἑκεῖ λόγος διὰ µίαν ασκακιέραν» (δηλαδὴ πινακίδα 
ζατρικίου), διηρηµένην εἰς π" τετραγωνίδια, µέσφ τῆς ὁποίας δύναται νὰ 
καιχθῇ ἕνα παίγνιον (ποὺ λέγεται πολιορκία), εἰς τὸ ὁποῖον κάθε τετρα- 
Ἰωνίδιον ἡμπορεῖ νὰ παραµένῃ κενὸν ἢ νὰ καταληφθῃ ἀπὸ ἕνα πεσσὸν 
χρώματος λευκοῦ ἢ μαύρου. Καὶ ἐρωτᾶται κατὰ πόσους τρόπους δύναται 
νὰ γίνῃ τοῦτο. Ἡ ἀπάντησις εἶναι προφανῶς 3π3. Ἐὐρισκόμεθα λοιπὸν ἐδῶ 
ἐνώπιον ἑνὸς προβλήματος συνδυαστικῆς ; Εἶναι θεμιτὸν ν᾿ ἀμφιβάλλῶμεν, 
τοὐλάχιστον ἐφ᾽ ὅσον ἀποδίδεται εἰς τὴν ὀνομασίαν του ἡ συνήθης ἔννοια. 
Αλλὰ τὸ πλέον ἀξιοσημείώτον εἶναι ὅτι ὁ ἀριθμὸς τῶν λώσεων τοῦ προ- 
βλήµατος ἀνέρχεται μὲ {λιγγιώδη ταχύτητα διὰ π -- 6 ἔχομεν ἤδη 


Ι50094635296999121, 


ἐνῷ διά Ἡ --7 ὁ συγγραφεὺς δηλοῖ, ὅτι δὲν διαθέτει ψηφία ἀρκετάὰ διὰ νὰ 
ἐκφράσῃη τὸν ἀριθμὸν τῶν λύσεων καὶ διὰ ν᾿ ἀποφύγῃ τὸν σκόπελον προ- 
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τείνει τεχνάσματα συμπίκτοντα κατ’ οὐσίαν πρὸς ἐκεῖνα ποὺ ἐχρησιμο- 
ποίησεν ἤδη ὁ ᾿Αρχιμήδης εἰς τὸν Ψαμμίτην' τότε δύναται νὰ πραγµα- 
τευθῇ ἀκόμη καὶ τὴν περίπτώσιν Π -- 19, κοὺ ἀντιστοιχεῖ εἰς τὴν ὑπὸ τῶν 
συμπατριωτῶν του χρησιμοποιουμένην πινακίδα. Γεννᾶται οὕτω τὸ πρὀό- 
βληµα κατὰ κόσον εὐρισκόμεθα ἐνώπιον τυχαίας συμπτώσεως ἢ πρὸ μιᾶς 
ἀποδείδεως τῶν σχέσεων μεταξδὺ Κίνας καὶ Ἑλλάδος, χωρὶς βεβαίως νὰ 
ὑπάρχῃ τρόπος ν᾿ ἀποφανθῶμεν ἐπί τούτου τελεσιδίκως, 

Εἰς τὸν αὐτὸν ΧΙ αἰῶνα ἀνήκουν μερικὰ Ὑπομνήματα, γραφέντα 
ὑπὸ τοῦ ἀστρονόμου ΟΥ ἐπ Ηυς (1011 --- 1075) εἰς τὰ ὁκοῖα εὑρίσκεται ὁ 
ἀκόλουθος προσεγγιστικὀς κανῶν πρὸς εὐθειοπόίησιν τόξου περιφερείας : 


τόξον ο χορδὴ ὰ- 2(βέλος ' 
διάµετρος 

124. Διὰ τὴν Κίναν ὁ ΧΠΙ αἰὼν ὑπῆρξεν ἕνας ἀπὸ τοὺς πλέον ταρα- 
χώδεις καὶ βασανιστικούς, ἐξ ὅσων ἐνθυμεῖται ἡ ἱστορία, διότι, ἀκριβῶς 
εἰς τὴν ἀρχὴν τούτου, ἐνεφανίσθη εἰς τὴν σκηνἠν τοῦ κόσμου ὁ περίφημος 
τάταρος κατακτητὴς εημρίς Καμπ. Παρά ταῦτα περὶ τὸ μέσον τοῦ αἰῶνος 
τούτου --- ἀκριβῶς, τὸ ἔτος 1257 --- εἶδε τὸ φῶς τὸ σηµαντικὀν ἔργον Ἔν- 
νέα μέρη τῶν μαθηματικῶν, ὀφειλόμενον εἰς τὸν ἀστρονόμον 
πι (Πα -εἨαο, ὅπου διὰ πρώτην φορὰν ἐμφανίζεται τὸ μηδὲν ὑπὸ τὴν 
µορφήν ἑνὸς κυκλίσκου. Κατ ἀκομίμησιν τῶν ἔργων, ποὺ ἐξητάσαμεν ἤδη 
προηγουμένως, πρὀκειται περὶ μιᾶς συλλογῆς λελυµένων προβλημάτων, 
κατανεµηµένων εἰς δεκαοκτώ κεφάλαια. 

᾿Αξιοσημείωτον εἶναι τὸ χωρίον τὸ ἀποβλέπον εἰς δικαιολογίαν τῆς 
μεθόδου, τὴν ὁποίαν εἴδομεν ἤδη ἐφαρμοζομένην εἰς τὸν προσδιορισμὀν 
ἑνὸς ἀριθμοῦ, ὁ ὁποῖος διαιρούµενος διαδοχικῶς διὰ τῶν ἀριθμῶν ἃ, 5, 7 
νά δίδη ὑπόλοιπα 2, 1, 2. Προσθέτομεν ὅτι ἡ αὐτὴ μέθοδος ἐφαρμόζεται 
εἰς ἄλλα προβλήματα, τῆς αὐτῆς φύσεως, ἑνδιαφέροντα τὴν ἀστρονομίαν. 
Φαίνεται δὺ ὅτι ἀκριβῶς τὰ τελευταῖα ἔδωσαν εἰς τοὺς Κινέζους τὴν ἀφορμήὴν 
πρὸς µελύτην τοῦ απροβλήματος τῶν ὑκολοίπων», 

Εἰς τὸ αὐτὸ ἔργον χρησιμοκοιοῦνται ἀναμὶξ οἱ ἀριθμοὶ 3, 22/1, 110, ὡς 
προσεγγιστικαὶ τιµαὶ τοῦ π. ᾿Ἐφαρμόζεται ῥπίσης, διὰ τὸν ὑπολογισμὸν 
τοῦ ἐμβαδοῦ ἑνὸς τριγώνου συναρτήσει τῶν πλευρῶν α, β, Υ, µία ἔκφρασις, 
ἡ ὁποία σήμερον δίδεται ἀπὸ τὸν τύπον : 


Ι νο {αγ 
ο... 
Ἔξ ὅσων εἶναι γνωστά, δὲν συνάγεται, ὅτι οἱ Κινέζοι ἐγνώριζον τὴν ἴσο- 
δύναμον ἔκφρασιν τοῦ ἐμβαδοῦ τριγώνου: 
Ε-«Ἰτ (τ--α) (τ--β) (τ--γ). 
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Αὲν εἶναι λοιπόν καὶ ἐδῶ δυνατὸν νά βεβαιώσωμεν κατὰ κόσον ἴχομεν 
σημεῖον ἐἑπαφῆς μεταξὺ ἅπω ᾿᾽Ανατολῆς καὶ ἀρχαίας Ἑλλάδος ἢ μίαν 
ἁπλῆν σύμπτωσιν, 

Μεταξὺ τῶν λελυμένων προβλημάτων τοῦ ἐξεταζομύνου 
ἔργου, μᾶς φαίνονται ἄξια κάποιας κροσοχῆς τὰ ἑξῆς : 

Ι. Διὰ τὸν ὑκολογισμὸν τοῦ ἐμβαδοῦ ἑνὸς τετραπλεύρου 
ἔχοντος δύο ζεύγη πλευρῶν ία, Β), µεταξύ των ἴσων, μιᾶς 
πρὸς µίαν (σχ. 1], καὶ τοῦ ὁποίου εἶναι γνωστὴ ἡ διαγώ- 
νιοςς, ἡ ἐνοῦσα κορυφὰς εἰς τὰς ὁποίας συντρέχουν ἄνισοι Σχ. 11 
πλευραί, προτείνεται ἡ λύσις τῆς ἐξισώσεως. 

--(8--Α 1 2(Α 4 Β)κὶ--κί--ϱ (α) 


ον ο ον ο 
Αα τ. Εκ τ 
Θά ἔλεγε κανείς, ὅτι ἐπεητήθη ἐδῶ, ἀπὸ σκοποῦ, ἡ ἄνεν ὠφελείας τινος 
περιπλοκἡ ἁπλουστάτου ζητήματος. Πράγματι, ἀμίσως ἐκ τοῦ σχήματος, 
λαμβάνεται ἡ ἑτέρα διαγώνιος, ἴση πρὸς 


γ.γ» 


ὁπχότε, διὰ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τετραπλεύρου, θά ἔχωμεν ἀμέσως : 


κ«δ(γΣγνς). ο 


Ἐάν τώρα ἁπαλλάξωμεν τὴν ἔκφρασιν ταύτην ἀπὸ τὰ ριζικά θά εὔρωμεν 
τὴν ἐξίσωσιν (α), ἡ ὁποία φυσικά, ἐκτὸς τῆς 
(β), ἔχει καὶ ἄλλας ρίζας ἀσχέτους πρὸς τὸ 
πρόβλημα. 

Π. «'Ὑπάρχει ἕνας πύργος κυκλικῆς βά- 
σεως (σχ. 185) μὲ 4 εἰσόδους ἀντιστοιχούσας 
εἰς τὰ 4 σημεῖα τοῦ ὀρίζοντος, 

ι Εἰς ἁπόστασιν α -- 2 ἀπὸ τῆς βορείας θύρας 
ἔχει φυτευθῆ δένδρον Α ὁρατὸν ἐκ σημείου Β 
κειµένου εἰς ἀπόστασιν Ὁ --«9 ἀκὸ τῆς νοτίας 
θύρας. Νά εὐρεθῇ τὸ µῆκος τῆς περιφερείας καὶ ἡ διάµετρος τοῦ κύργου, ἐάν 
γίνῃ δεκτὀν κ -- Ἀν. 

Ὁ ἱστορικός, ἀπὸ τὸν ὁποῖον ἀντλοῦμεν, βεβαιώνει, ὅτι τὸ πρόβλημα 
τοῦτο λώεται µέσῳ τῆς ἐξισώσεως : 

| πλ - τα χα» - δα σχε--- 4 (ἳ--αἲ) κἩ 
---25ἳ. βασκχο---2501-8α41.5 «0, 


ὅκου ἑτέθη : 


«ἡᾗ ὁποία, ὑποβαλλομένη εἰς τοὺς χειρισμοὺς μιᾶς ἐξισώσεως Ί0ου βαθμοῦ, 
παρέχει διὰ τὴν ζητουμένην διάµετρον τὴν τιμὴν κ -- 9ν. 

”Λς κάμωμεν, διὰ λογαριασμόν µας, μερικὰς παρατηρήσεις: α) Εἰς 
τὸν 4ον ὅρον πρέπει βεβαίως ἀντὶ χ: νὰ θέσωµεν χέ, μερικοῖ δὲ συντε- 
λεσταί ἐπιδέχονται εὐκόλως συμπτύξεις, Ὁ) Ἡ ἐν λόγῳ ἐξίσωσις μεταπίπτει 
ἀμέσως εἰς τὸν 5ον βαθµὀν. Ἔξ ἄλλου δὲν εἶναι σαφὲς τὶ θέλει νὰ σηµάνῃ, 
λέγων αχειριζόμενοι τὴν δοθεῖσαν, ὡς ἐξίσωσιν 10ου βαθμοῦ», ἀφοῦ τίποτε 
τὸ ἴδιαίτερον δὲν εἶναι γνωστὸν διὰ τὴν λύσιν τοιούτων ἐξισώσεων. ο) Ἐὰν 
καλέσωμεν χ τὴν ἀκτῖνα τοῦ πύργου καὶ θεωρήσωμεν τὸ σημεῖον Ο, συµ- 

μετρικὸν τοῦ Β ὡς πρὸς τὴν θύραν τοῦ Νότου 5, γεννᾶται οὕτω ἕνα τρἰγῶνον 
ΛΑΒΕ εἰς τὸ ὁποῖον εἶναι ἐγγεγραμμένος ὁ κύκλος ἀκτῖνος κ. ᾿Εκφράζοντες 
τὸ ἐμβαδὸν κατὰ δύο διαφόρους τρόπους, ὑπαγορευομένους ἐξ ἁπλῆς ἐἔπο- 
πτείας τοῦ σχήματος, εὑρίσκομεν τὴν ἐξίσωσιν : 


κ (20 -- }αἳ 24Χ) --Ὁ (2χ -- 4) 
ἢ τὴν ἰσοδύναμον : 
2κἳ -αχλ---.ἳ «0, 


Τὸ πρόβλημα ἑπομένως δὲν ἀπαιτεῖ νὰ δεχθῶμεν κ-- Ά, οὔτε ἔξαρ- 
τᾶται ἀπὸ ἐξίσωσιν 10ου βαθμοῦ. Τὸ μὴ ἐλαφρὸν αὐτὸ σφάλμα ἐπιβεβαιώνει 
τὴν φήµην, ὅτι ὁ ΟΠύπ ἔχει μεγαλυτέραν δεξιότητα εἰς τὸ νὰ λόνη, ἀπὸ 
τοῦ νὰ καταστρώνῃ τὰς ἐξισώσεις. Εἰς τὴν εἰδικὴν περίπτώσινα -- 3,85 -- 9, 
ἡ προηγουµένη ἐξίσωσις γίνεται : 

283 - κι «33 -.0 
Ἡ ὀξίσωσις ἐπιδέχεται τὸν µετασχηματισμὀν : 
2χ[(α4- 3). 18] «9 (κ... 181, 


ἐκ τοῦ ὁποίου καταφαίνεται, ὅτι τὸ πρόβλημα ἔχει µοναδικἡν κραγµατικἠν 
λύσιν κ -- 9/3, ἐντελῶς σύμφωνον πρὸς τὴν διαβεβαίωσιν, κοὺ ἐδόθη, ὡς 
εἴδομεν προηγουμένως, ὅτι δηλαδὴ ἡ διάµετρος τοῦ πύργου προκύπτει 
ἴση πρὸς 9. 

ἛἜξ ἄλλου ἡ Ίθου βαθμοῦ ἐξίσωσις ἡ ἀναφερομένη ὑπὸ τοῦ ἰάπωνος 
ἱστορικοῦ δὲν ἐπαληθεύεται διὰ α-- 3, δ-.9,κ--9Ι... Πᾶς νὰ συµφι- 
λιώσωμεν τὰ ἀντιφατικὰ αὐτὰ γεγονότα ; "Ας ἔλθουν ἄλλοι [κανώτεροι ἀπὸ 
ἡμᾶς νὰ εὕρουν διέξοδον. ᾿Εκεῖνο, ἐπί τοῦ ὁποίου δὲν χωρεῖ ἀμφιβολία, 
εἶναι ἡ ἁραιότης τοῦ προβλήματος καὶ ἡ ἀσυνήθης ὀξυδέρκεια εἰς τὴν 
ἐἑκλογὴν τῶν ἀριθμητικῶν δεδοµένων. ᾽Αλλ᾽ ἐξ ὅσων πρόκειται νά ἐκθέ- 
σῶμεν (ὅκως ἄλλωστε καὶ ἐξ ἄλλων, τὰ ὁποῖα ἤδη εἴπομεν) συνάγεται, 
ὅτι ἡ ἀδιόλογος αὑτὴ ἰδιότης δὲν ἀποτελεῖ ἀποκλειστικὸν προνόµιον τοῦ 
. Οία --αο, ἂν αὐτὸς συνέθεσε τὸ κροηγούµενον πρόβλημα, ἢ ἑκείνων 

τοὺς ὁποίους εἶχε διδασκάλους. 
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125, "Ας ἐξετάσωμεν, πράγματι, τὴν ἀκόλουθον ἐξίσωσιν, τὴν ὁ- 
ποίαν λαμβάνομεν διὰ νὰ δείξωµεν τὴν µέθοδον ποὺ χρησιμοποιοῦν οἱ 
Κινέζοι διὰ τὴν λύσιν τῶν ἀλγεβρικῶν ἐξισώσεων μὲ ἀριθμητικοὺς συν- 
τελεστάς : 
() χ.---63200 πλω. 0642560000 0 

Γεννᾶται εὐλόγως τὸ ἐρώτημα : οἱ συντελεσταὶ ἐδελέγησαν εἰς τὴν 
τύχην ; Διὰ ν’ ἀπαντήσωμεν εἰς τὸ ἐρώτημα παρατηροῦμεν πρὸ παντὸς ἄλ-- 
λου, ὅτι διὰ τῆς ἀντικαταστάσεως : 


(2) 100 Υ 

ἡ προταθεῖσα ἐξίσωσις γίνεται : 

(3) γ.--- 1632 ἠ- 40642560 
ἣ (1--3816)-- 32403 


ἐντεῦθεν Υ-«Λ38ἱ6 3 3240. Αἱ δύο λοικὸν ρίζαι τῆς (3) εἶναι : 
7056-54: καὶ ὁ76-.24), 


αἱ δὲ τέσσαρες ρίζαι τῆς (1), λαμβανόμεναι ἐκ τῆς (2), θὰ εἶναι: 3 540 καὶ 
140, Κατά συνέκειαν, δὲν εἶναι δυνατὸν παρὰ ἡ ἐξίσωσις (1) νὰ συνετέθη 
ἐπίτηδες καί, κατὰ πᾶσαν πιθανότητα, ὁ λύτης ἐγνώριζε τὰς ρίζας τῆς ἔδι- 
σώσεως ἐκ τῶν προτέρων, 

Ὁ ΟΙ Οία δὲν ἐπωφελεῖται διόλου τῆς δυνατότητος καταβιβασμοῦ 
τοῦ βαθμοῦ ἀπὸ τὸν 4ον εἰς τὸν 2ον, προτιθέµενος νἁ δείξῃ Τενικὴν µέθοδον 
λύσεως. ᾿Αρχίζει λοιπὸν μὲ τὴν βεβαίῶσιν: αβλέπομεν ὅτι τὸ πρῶτον 
ψηφίον τῆς ρίζης εἶναι 8 ». Πῶς τὸ «βλέποµεν» οὐδαμοῦ γίνεται λόγος, 
εἶναι λοιπὸν θεµιτή ἡ ὑποψία, ὅτι ἡ ἐξίσωσις εἶχε καταστρωθῆ διά τῆς 
συνδρομῆς του. Οὔτε διδάσκει, εἰς ἄλλας περιπτώσεις, διὰ ποίας μεθόδου 
δυνάµεθα νὰ προσδιορίσωµεν τὸ πρῶτον Ψηφίον μιᾶς ρίζης. ᾿Ἐκθέτει μό- 
νον ἕνα ἀλγόριθμον, τοῦ ὁκοίου δὲν ἀποκαλύπτει τὴν θεωρητικὴν βάσιν, 
ἀλλὰ τοῦ ὁποίου ἡ ταυτότης μὲ τὴν µέθοδον Ει[ιπί- Ἡοτπετ εἶναι ἐξώφ- 
θαλμος. Διὰ τοῦ τρόπου τούτου µετασχηματίζει τὴν ἐξίσώσιν (1) εἰς τὴν: 


(4) χε, 200 11 -- 30316800 χἲ α- 8268100001 --- 3820344000 0 


Τὸ πρῶτον ψηφίον τῆς ρίζης τῆς (4) εἶναι τὸ δεύτερον τῆς (1). Χωρίς 
κανὲν ἐπιχείρημα εἰς ὑποστήριξιν τῶν λεγομένων του, βεβαιώνει πάλιν 
ὅτι τοῦτο τὸ ψηφίον εἶναι 4, καὶ ἡ ζητουµένη ρίζα 840. Διατὶ ὅμως δὲν εἶναι 
84 ἢ 3400 κλπ., καμμία ἐξήγησις. Καὶ εἶναι δυνατὀν ὁ συγγραφεύς νὰ μὴν 
ἦτο εἰς θέσιν νά δικαιολογήσηῃ τὸ ἐξαγόμενον, ὡς μὴ ἔχων προηγουμένως 
προσδιορίσει τὰ ὅρια τῶν ριζῶν τῆς δοθείσης ἐδισώσεως. 


Ἐὰν συγκρίνωµεν τὴν ἐκτεθεῖσαν µέθοδον μὲ αὐτὴν ποὺ χρησιµοποι- 
εἴται σήμερον, παρουσιάζεται μεταξύ των ἐκπληκτικὴ ὁμοιότης ἀπὸ ἆλ- 
Τοριθµικῆς ἀπόψεως, ἀλλ᾽ εἰς τὴν πρώτην ὑκάρχουν τόσον πολλὰ καὶ µε- 
Τάλα κενά, ὥστε δὲν δύναται νὰ δοθῇ ἄλλη ἐξήγησις, πλὴν τοῦ ὅτι τὸ πρό- 
ἤλημα ἐλήφθη ἐξ ἄλλης πηγῆς καὶ ὅτι κατὰ τὴν ἀντιγραφὴν ἐσημειώθη 
µόνον τὸ μηχανικὸν µέρος τῆς μεθόδου. 

Δυστυχῶς τὰ κενὰ αὐτὰ δὲν εἶναι δυνατὸν νὰ συμαληρωθοῦν οὔτε ἂν 
ἀνατρέξωμεν εἰς µίαν ἄλλην διτετράγωνον ἐξίσωσιν, τὴν ὁποίαν ἔλαβεν 
ὁ Ηιεγπαιχκί ὡς παράδειγµα τῆς αὐτῆς μεθόδου λύσεως μιᾶς ἐξισώσεως 
μὲ ἀριθμητικοὺς συντελεστάς. 

Φαίνεται ὅτι ὁ ΟΗ/’ απ ἐγνώριζε µέθοδον νὰ προσεγγίζη τὰς μὴ ἀκεραίας 
ρίζας τῶν ἀριθμητικῶν ἐξισώσεων. Μαρτυρεῖται πράγµατι ὅτι ὁ ἴδιος εὗρε 
διὰ α -- 516 καὶ Ὁ -- 34, ὡς προσεγγίζουσαν ρίζαν τῆς ἐξισώσεως: 


ία ος. τος λλες 


τὴν τιμήν 08711 αι . «ὅπου ἴσως ὁ παρανοµαστὴς ἐδιχοτομήθη ἑ- 


σφαλµένως», χωρὶς οὔτε λέδις νὰ προστίθεται εἰς ἐξήγησιν τῆς ὁδοῦ, ἡ 
ὁποία Φδήγησεν εἰς αὐτὸ τὸ ἐξαγόμενον, πρᾶγμα ἰδιαιτέρως λυπηρόν, καθ' 
ὅσον τὸ σχῆμα ΕυίΠηί --- Ἡοσπετ δίδει τὰς μὴ ἀκεραίας ρίζας τῶν ἐξισό- 
σεῶων ὑπὸ τὴν μορφὴν οὐχὶ κοινῶν ἀλλὰ δεκαδικῶν κλασμάτων, Πρός ἕπα- 
λήθενσιν τῆς εὑρεθείσης τιµῆς, παρατηροῦμεν ὅτι ἡ πρὸς λύσιν ὀξίσωσις 
γράφεται : 


10: . 615 -- 61 «5 - 211. το 


καὶ διά νὰ τὴν ἁπλοποιήσωμεν δυνάµεθα νὰ θέσωµεν κ -- 61γ, ὅτε λαµ. 
βάνομεν : 


καὶ ἐξ αὐτῆς : 


Ἡ.5. 211 Υ--δϊο0θῦ-«0 


4 


1ὸὁ ὑπόρριζον εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς 53, 171041. Ἔξ ἄλλου τὸ µέγιστον 
τοτράγωνον κάτῳ τοῦ 171041 εἶναι 4133, ὅθεν κατ' ἐφαρμογὴν τοῦ γνωστοῦ 
τύπου προσεγγίσεως : 


ασ 211 4151. ΣΤ 4 - 610000 


ματ. | 
προκύπτει ; 


1041-4119 236. 
η 
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Ἐὰν συγκρίνωµεν τὴν ἐκτεθεῖσαν µέθοδον μὲ αὑτὴν ποὺ χρησιµοποι- 
εἴται σήμερον, παρουσιάζεται μεταξὺ τῶν ἐκπληκτικὴ ὁμοιότης ἀπὸ ἀλ- 
Τοριθμµικῆς ἀκόψεως, ἀλλ' εἰς τὴν πρώτην ὑπάρχουν τόσον πολλὰ καὶ µι- 
γάλα κενά, ὥστε δὲν δύναται νὰ δοθῇ ἄλλη ἐξήγησις, πλὴν τοῦ ὅτι τὸ πρό- 
βλημα ἐλήφθη ἐξ ἄλλης πητῆς καὶ ὅτι κατὰ τὴν ἀντιγραφὴν ἐσημειώθη 
µόνον τὸ μηχανικὸν µέρος τῆς μεθόδου. 

Δυστυχῶς τὰ κενὰ αὐτὰ δὲν εἶναι δυνατὸν νἁ συμπληρωθοῦν οὔτε ἄν 
ἀνατρέξωμεν εἲς µίαν ἄλλην διτετράγωνον ἐξίσωσιν, τὴν ὁποίαν ἔλαβεν 
ὁ Βιεγπαιχκ! ὡς παράδειγµα τῆς αὐτῆς μεθόδου λύσεως μιᾶς ἐξισώσεως 
μὲ ἀριθμητικοὺς συντελεστάς. 

Φαίνεται ὅτι ὁ ΟἨ/) π ἐγνώριζε µέθοδον νὰ προσεγγίζη τὰς μὴ ἀκεραίας 
ρίζας τῶν ἀριθμητικῶν ἐξισώσεων. Μαρτυρεῖται πράγματι ὅτι ὁ ἴδιος εὗρε 
διὰ α ”-- 516 καὶ Ὁ -- 34, ὡς προσεγγίζουσαν ρίζαν τῆς ἐξισώσεως: 


1. )ιο-(----Ὄκνα 


ας . «ὅπου ἴσως ὁ παρανοµαστὴς ἐδιχοτομήθη ἑ- 
σφαλμένως», χωρὶς οὔτε λέξις νὰ προστίθεται εἰς ἐξήγησιν τῆς ὁδοῦ, ἡ 
ὁκοία Φδήγησεν εἰς αὐτὸ τὸ ἐξαγόμενον, πρᾶγμα ἰδιαιτέρως λυκηρόν, καθ 
ὅσον τὸ σχῆμα Ευθηί ---- Ηουπει δίδει τὰς μὴ ἀκεραίας ρίζας τῶν ἐξισά- 
σεῶων ὑπὸ τὴν µορφήν οὐχὶί κοινῶν ἀλλὰ δεκαδικῶν κλασμάτων. Πρὸς ἔπα- 
λήθευσιν τῆς εὑρεθείσης τιµῆς, παρατηροῦμεν ὅτι ἡ πρὸς λύσιν ἐξίσωσις 
γράφεται : 


τὴν τιμὴν 10871! 


10: . 6135 -- 6ἱ 5.271. χ χι 
καὶ διὰ νὰ τὴν ἀπλοποιήσωμεν δυνάµεθα νὰ θέσωµεν χ --6Ιγ, ὅτε λαµ- 
βάνομεν : 


καὶ ἐξ αὐτῆς : 


υ) ο. 211 Υ--6ι0000 -«ὂ 


--δ 21 5. 21114 - 610000 
μμ. 
Τὸ ὑπόρριζον εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς 53. 111041. Ἐξ ἄλλου τὸ μέγιστον 
τετράγώνον κάτω τοῦ 171041 εἶναι 413", ὅθεν κατ᾿ ἐφαρμογὴν τοῦ γνωστοῦ 
τύπου προσεγγίσεως : 


Ἰπδν α -πιο ο : 


προκύπτει : 


ΤΙ -4 
411 
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ἜὭστε ἡ θετικὴ ρίζα τῆς εἰς ψ ἐξισώσεως εἶναι : 
77 


-1261------ 
πο 


ς 


ἐκ τῆς ὁποίας ἔπεται , 
α--]όψ-217411---- 


Τὸ ἐξαγόμενον τοῦτο εἶναι περίκου διπλάσιον τῆς τιμῆς, ποὺ λέγεται ὅτι 
εὗρεν ὁ κινέζος μαθηματικός, ὡς γίνεται δῆλον ἐκ τῆς ἰσότητος : 
1 


386 
6 ----τ- «στ! 

Τὸ σφάλμα ἑπομένως τοῦ Οή΄π δὲν εἶναι διόλου ἁμελητέον, ἀλλά πρό- 
κειται ἴσως περὶ συγχώρητέας ἀβλεψίας, ἡ ὁποία δὲν μᾶς ἐμποδίζει νὰ ἐκ- 
φράσωμεν τὴν λύπην µας, διότι ἐχάθησαν τὰ ἴχνη τῶν λεκτομερειῶν τῆς 
ἐφαρμοσθείσης μεθόδου πρὸς εὕρεσιν τοῦ ἀναφερθέντος ἀποτελέσματος, 


126. Κατὰ τὰ ἔτη 12485 καὶ 1259 ἐνεφανίσθησαν ἀρκετά ἔργα τοῦ φη- 
µισµένου μαθηματικοῦ Ἡ Υει ἡ Πί-γε (1118 - 1265], ἐκ τῶν ὁπκοίων ἕνα 
φέρει τὸν τίτλον: Θαλάσσιον κάτοπτρον μετρήσεως τοῦ κύκλου 
καὶ θεωρεῖται σπουδαιότατον ὡς προαγγέλον τὴν αὐγὴν τῆς κινεζικής ἆλ- 
γέβρας. Ἐδᾶ, ὡς ἐὰν ὑπάρχη πρόθεσις κληρώσεωώς τῶν κενῶν ποὺ ἄφησεν 
ὁ Οππ Οία, διδάσκονται ἀσφαλεῖς μέθοδοι πρὸς κατάστρωσιν τῶν ἐξι- 
σώσεων τῶν προβλημάτων. Αἱ ἐξισώσεις, ποὺ ἐξετάζονται, εἶναι ὅλαι δευ- 
τεροβάθµιοι, ἔχουν ὡς δεύτερον µέλος τὸ μηδὲν καὶ παρίστανται συµβο- 
λικῶς, γραφοµένων τῶν συντελεστῶν κατακορύφως εἰς µίαν στήλην, κατὰ 
βαθμὸν ἁγνώστου αὔξοντα ἐκ τῶν ἄνω πρὸς τὰ κάτω. Πρὸς διάκρισιν µά- 
αστα, οἱ θοτικοὶ συντελεσταὶ γράφονται μὲ χρῶμα κόκκινο, οἱ ἀρνητικοί 
μὲ μαῦρο. Ὁ 11 Υε]ι, διὰ ν' ἀποφύγῃ τὴν διχρωμίαν, διαστέλλει τοὺς ἁρνη- 
τικοὺς μὲ τὴν προσθήκην μίας γραμμῆς. Τὸ μηδὲν εἰκονίζεται μὲ κυκλίσκον. 

Δέν εἶναι µικροτέρας ἀξίας ἕνα ἄλλο ἔργον τοῦ ἰδίου μαθηματικοῦ, 
ἀνασύνταξδις ἄλλου ἀτελεστέρου, εὑρεθέντος ὑπὸ τοῦ ἰδίου εἰς τὴν αὐτο- 
κρατορικἠν βιβλιοθήκην, Πρόκειται περὶ συλλογῆς δ4 προβλημάτων, ὅπου 
εὑρίσκει ἐφαρμογὴν ἡ ἄλγεβρα εἰς τὸν ὑπολογισμὸν στοιχείὠν γεωμετρικῶν 
σχημάτων ἀπαντωμένων προφανῶς εἰς ἀντικείμενα πρακτικῆς γεωμετρίας, 
Μερικά ἐκ τῶν σχηµάτων τούτων εἶναι γνωστά ἐκ τῶν πρώτων στοιχείών τῆς 
γεωμετρίας, ὡς εἶναι τὰ τετράγωνα, τὰ ὀρθογώνια, οἱ κύκλοι, καὶ οἱ κυκλικοὶ 
δακτύλιοι. "Αλλα ὅμως εἶναι πολυκλοκώτερα καὶ ἀναγνωρίζονται µέσφ 
συνδυασμῶν γνωστῶν σχημάτων. Τὰ κυριώτερα εἶναι : τετράγὠνον ἢ ὀρθο- 


1{ Ι0871 ε - τν) «21742- 
61070 
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Ἰώνιον, ἐντὸς τοῦ ὁποίου ὑπάρχει ὁμόκεντρος κύκλος. ᾽Αντιστρόφως : 
τετράγωνον ἢ ὀρθογώνιον ἐντὸς ὁμοκέντρου κύκλου" τετράγωνον, ἑντὸς 
τοῦ ὁποίου ἔχει χαραχθῆ ἄλλο ὁμόκεντρον τετράγῶνον ἢ ὀρθογώνιον. Τὰ 
δεδοµένα εἶναι διαφόρων εἰδῶν: ἄλλα ἀφοροῦν ἐμβαδά, ἄλλα ἀφοροῦν 
μήκη. Αἱ ἐφαρμοζόμεναι θεωρητικαὶ γνώσεις εἶναι ἀκλούσταται, Κάθε 
λύσις ἐκτίθεται ὁλόκληρος, μὲ κανονικότητα μὴ ἁπηλλαγμένην σχολαστι- 
κότητος, ἐνθυμίζουσαν ὅμως τὴν κομψότητα τῶν Στοιχείῶν τοῦ Εὖὐ- 


Ἐνῷ διὰ τὸν 11 Ὑεὴ ἀναφέρονται τὰ πλέον λεκτομερειακὰ βιογραφικὰ 
περιστατικά, τίποτε δὲν εἶναι γνωστὸν γύρω ἀπὸ τὴν ζωὴν τοῦ Ύαπα Ηι, 
ἑνὸς ἄλλου μαθηματικοῦ ἀκολουθοῦντος, κατὰ χρονολογικὴν σειράν, τὸν 
προηγούµενον. 'ΗἩ δρᾶσις του τίθεται εἰς τὸ δεύτερον ἥμισυ τοῦ ΧΠ αἰῶνος, 
φέρεται δὲ ὡς συγγραφεὺς ἑνὸς ἔργου εἰς 9 µέρη (1261), τοῦ ὁποίου ὁ τίτλος 
εἶνα Ανάλυσις τῶν κανόνων τῆς Αριθμητικῆς, Ἑκτὸς 
τοῦ τύπου, ὁ ὁποῖος παρέχει τὸ ἄθροισμα τῶν ὅρων ἀριθμητικῆς προόδου, 
ἀπαντῶμεν εἰς τὸ βιβλίον τοῦτο καὶ τὰς ἀκολούθους ἀξιολόγους ἐκφράσεις : 


Ι ας (1 4-2) (11121499... ο.” 


ον ων πι λος 
6 µ 


ἡ πρώτη τῶν ὁκοίῶν κάνει τοιουτοτρόπως τὴν εἴσοδόν της εἰς τὴν µαθη- 
ματικὴν φιλολογίαν, 
Διὰ τὸν ὑπολογισμόὸν τοῦ ἐμβαδοῦ τετραπλεύρου, ἔχοντος πλευρὰς 
α, β, Υ, ὃ, ὁ συγγραφεὺς ἐφαρμόζει τὴν ἀπαγορευτικὴν ἔκφρασιν ; 
κτορ Ἡς 


2 2 


προσπαθεῖ ὅμως ἔπειτα νὰ διορθώσῃ τὸ ἀναπόφευκτον λάθος, χωρὶς νὰ 
παρέχῃ δείγματα, ὅτι κατανοεῖ τὸ ἀδύνατον τοῦ προσδιορισμοῦ τοῦ τετρα- 
πλεύρου διὰ τῶν πλευρῶν του. 

Ὁ Ύπηρ Ηαί πρέπει νὰ εἶχε μάθει κάποιον ἐμκειρικὸν τρόπον ὑπολο- 
Ὑισμοῦ τῆς χορδῆς κ κυκλικοῦ τμήματος ἐμβαδοῦ Α., ὅταν δίδεται καὶ ἡ 
διάµετρος ἆ τοῦ κύκλου. Πράγματι, θέτων Α -- 32 καὶ ἆ -- 13, ἄγεται εἲς 
τὴν ἐξίσωσιν : 

---496 - 128 1-52 χ1---δκί--0, 
ἡ ὁποία φαίνεται νὰ προέρχεται ἐκ τοῦ γενικοῦ κανόνος τοῦ ἑκφραζομένου 
διὰ τοῦ τύπου : 
--4 Αλ κ 4 Αχ η 44 πὸ --- χε -0, 
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καί, µέσῳ μερικῶν συλλογισμῶν, καταλήγει εἰς τὸ ἀποτέλεσμα χ”- 4". 
᾿Επειδὴ εἰς τὸ ἀποτελέσμα τοῦτο ὁ κινέζος μαθηματικὸς Έφθασε μὲ ἐκ- 
κληκτικὴν ταχύτητα, εἶναι βάσιµος ἡ ὑπόνοια, ὅτι ὁ ἴδιος κατεσκεύασε 
τὴν ἐξίσωσιν οὕτως, ὥστε νὰ ἔχη αὐτὴν τὴν ρίζαν. Εὐρισκόμεθα λοιπὸν 
ἑνώκιον μιᾶς ἄλλης πράξεως ἀνειλικρινείας, ἡ ὁκοία συνδυαζοµένη μὲ 
προγενεστέρας ὑποψίας µας, τείνει νὰ ἐπιβεβαιώση, εἰς βάρος τῶν κινένων 
μαθηματικῶν, τὸ παλαιὸν αι φεπιεὶ πιεπβίως, 9επιρες πιεηὔίας», ἤτοι 
κό Ψευδόµενος µίαν φοράν, πάντοτε ψεύδεταια, 

17]. ΣυνανιΏμεν κατόπιν τὸν Οι 5Η -Οήεῖι (ἡ Τοιου (πε - ΚΙ), 
τελείως ἁγνώστου βιογραφίας, εἰς τὸν ὁποῖον ἀποδίδονται δύο ἔργα, Εἰ- 
σαγωγἡ εἰς τὰς μαθηματικάς σπουδἀὰς(1209)καὶ Πολ ὐ- 
τιµον κάτοπτρον τῶν τεσσάρων στοιχείων (1303). 

᾿Αξιοσημείωτα εἶναι εἰς τὸ πρῶτον, ἡ ὕπαρξις ἑνὸς πίνακος διαιρέσεως 
καὶ τοῦ κανόνος τῶν σημείων εἰς ἀλγεβρικὰς πράξεις προσθέσεως καὶ πολ- 
λαπλασιασμοῦ, καθὼς καὶ πολλῶν προβλημάτων τόκου. Ὁ συγγραφεὺς 
φαίνεται ἔχων οἰκειότητα μὲ τὰς ἐξαγωγάς τετραγωνικῶν καὶ κυβικῶν ριζῶν, 
ἀλλὰ διστακτικότητα εἰς τὴν λύσιν ἀλγεβρικῶν ἐξισώσεων μὲ ἀριθμητικοὺς 

Τὸ Πολύτιμον κάτοπτρον εἶναι πράγματι ἄξιον τοῦ τίτλου 
του, διότι παρέχει ἐκτενεῖς πληροφορίας γύρω ἀκὸ τὴν µέθοδον «Τίσα γεη», 
ἡ ὁποία συνιστᾷ τὸν ἀλγεβρικὸν λογισµόν, ὡς οὗτος διεξάγεται εἰς τὸ 
Οὐράνιον Κράτος. Ἡ μέθοδος αὕτη ἦτο ἀποκλειστικῶς ἐφαρμόσιμος εἰς 
προβλήματα μὲ τέσσαρας ἀγνώστους, τοὺς ὁποίους οἱ Κινέζοι παρίστανον 
μὲ ἰδεογράμματα σημαίνοντα τὀνοῦραν ὁ ν, τὴν γην, τὀνᾶνθρώωπον, 
τὸ πρᾶγμα καὶ διὰ τῶν ὁποίων ἦσαν εἰς θέσιν νἀ παραστήσουν ὅλας 
τὰς ἀλγεβρικάς ἐκφράσεις, Παρά ταῦτα δὲν ᾖσθάνθησαν τὴν ἀνάγκην νὰ 
χρησιμοποιήσουν εἰδικὰ σύμβολα διὰ τὴν ἰσότητα καὶ διά τὰς ἀριθμητικὰς 
πράξεις. Καὶ ἡμπορεῖ, χωρὶς ἄλλο, νὰ λεχθῇ ὅτι ἡ ἀπουσία τοινοὐτῶν συμ- 
βόλων συνιστῇ τὸ μειονέκτημα τῆς κινεζικῆς ἀλγέβρας ἔναντι τῆς εὑρω- 
παϊκῆς. 

"Αξίζει ἐπίσης νὰ σηµειωθῇ ἡ εἰς τὸ ἐν λόγῳ ἔργον παρουσία τοῦ «άρι- 
θμητικοῦ τριγώνου», ἐκτεινομένου μέχρι τῆς τάδεως, ποὺ ἐπιτρέπει τὸν σχη- 


. Ποίου εἴδους ἦσαν οἱ συλλογισμοὶ τοῦ κινόζου μαθηματικοῦ δὲν κατέστη δυνατόν 
νὰ µάθωµεν. Σήµερον ὁ εὐθύτερος τρόπος διά νὰ φθάσωµεν εἰς τὸ ἀναφερόμενον ἀπο- 
τέλεσµα εἶναι ἴσως νὰ θέσωµεν κ-« 4ξ (μετασχηματισμός, τὸν ὁποίον ἐμπνέει εἰς ἡμᾶς 
ἡ ἀριθμητικὴ δοµἠ τῶν συντελεστῶν), ὅτε ἡ ἑδίσωσις Ὑένοταν | 

--ἴ6 -- δν -ἰ- 118 ---ος -ὐ. 
Καὶ ἐπειδὴ τώρα τὸ ἄθροισμα τῶν συντελεστῶν εἶναι μηδέν, προκύπτει ἀμέσως ἡ ρίζα 
ξ --ἰ, ἐκ τῆς ὁποίας κ--4. 


ΙΟΒΙΑ. --"Γσεορία τῶν Μαθημαεικῶν. Τόμος Ἰ . 


ο ---------μαλκκῤασος, αάσιιώ, 
... τοῦ ἀνακτύγματος τῆς δης δυνάµεως ἑνὸς διωνύµου, κατὰ τὴν 
τν: 


ι ο1010 ὁ 1 
ι οις 0105 ὁ 1 
ι Τ12980δ5οσ 7 | 
| 8 389 089 Τὸ 5 236 ἃ ] 


Προσθέτοµεν ὅτι ὑπάρχει ἀκόμη εἰς τὸ βιβλίον αὐτὸ ὁ κανὼν ὁ σιμεύων 
διά τὴν ὕψωσιν εἰς τὸ τετράγωνον τυχόντος πολυωνύµου. ο. 

Τὸ βιβλίον τέλος παρέχει ἐπιβεβαίωσιν τῆς γενικῆς τάσεως τῶν Κι- 
νέζων νὰ περιπλέκουν τὰ δητήµατα, διὰ νὰ τὰ ἐμφανίσουν δυσκολώτερα 
ἀπὺ ὅσον πράγµατι εἶναι. Τοῦτο κιστοποιεῖται ἀπὸ τὸ ἀκόλουθον πρόβλημα: 
«Ἑνὸς ὀρθογωνίου τριγώνου τὸ ἐμβαδὸν εἶναι 30, τὸ δὲ ἄθροισμα τῶν κα- 
ο ο-- ν 17. Νά εὐρεθῇ τὸ ἄθροισμα μιᾶς τῶν καθέτων καὶ τῆς ὕπο- 

Διά νὰ τὸ λύσωμεν, ἀρκεῖ νὰ παρατηρήσωµεν ὅτι ἐκ τῶν δεδοµένων 
προκύπτει ἀμύσως ὅτι τοῦτο ἔχει πλευράς 12, 5, 13 καὶ συνεκῶς ὁ ζ οἱ - 
ἀριθμὸς θὰ εἶναι κατ’ ἀνάγκην ἕνας ἐκ τῶν δόο- 121413 «25, 5.13 -- Ι8. 
Τὸ Πολύτιμον κάτοπτρον, ἐν τούτοις, ἀνάγει τὴν λύσιν τοῦ 
χροβλήματος εἰς τὴν λύσιν τῆς τεταρτοβαθµίου ἐξισώσεως : 

-3600 --- 3106κ --- ΤΙ κὴ «ες 34χ1 ο. τὰ - ϱ 


Εἰς τὸ Πολ ύτιμον κάτοπτρον ἀπαντᾶται της ἕνα πρὀ 
βλημα μὲ περισσοτέρους ἀγνώστους, τοῦ ὁποίου τὸ νοπθσπεής ἀκροδμμιά 
εἰς τὸ ὅτι δίδει κάποιαν πληροφορίαν γύρω ἀπὸ τὰς μεθόδους ἁπαλοιφῆς, 
τὰς ὁποίας ἐχρησιμοποίουν οἱ Κινέζοι. ᾿Ἐπειδὴ ὅμως τὸ ἔργον ἐσημείωσε 
πολλὰς ἐκδόσεις (ὑπάρχει σχόλιον ὑπὸ χρονολογίαν 1876), δὲν δυνά. 
μεθα ν ἀπομακρύνωμεν τὴν σκέψιν, ὅτι τὸ ἔργον ἐμφανίζεται σήμερον 
ο ο πολὺ διάφορον ἐκείνης, τὴν ὁποίαν εἶχεν εἰς 
| : ο | | 

ο. θεωροῦμεν σκόπιµον νἀ ἐνδιατρίψωμεν περισ- 


128. Μὲ τοιαύτας σκέψεις θέτοµεν τέρμα εἰς τὴν σύντομον | ν 
ἐπισκόπησιν τῆς κινεζικῆς µαθηµατικῆς γραμματείας, χωρὶς τοῦτο .- 
μαίνῃ, ὅτι αὕτη δὲν ἀριθμεῖ ἄλλα ἔργα κάποιας σηµασίας. Τὰ ὑπόλοιπα 
ὅμως ἀναφέρονται εἰς ἐποχάς, κατὰ τὰς ὁποίας οἱ Άραβες καὶ οἱ Εὐρωπαῖοι 
ἤσκουν εἰς τὴν ἅκω ᾿Ανατολὴν δεσκόζουσαν καὶ ἀναμφισβήτητον ἔπιρ- 


Τὸ Κινεζικὀν Αἴνιγμα 22η 


ροήν. Εάν λοιπὸν ἡ πρωτοτυπία τῶν Έργων ποὺ ἐξητάσαμεν µέχρι τοῦδε 
εἶναι ἀμφισβητήσιμος, κῶς θὰ δυνηθῶμεν νὰ τὴν βεβαιώσωμεν εἰς ἔργα 

Καὶ ὅτι κολλαὶ εὔλογοι ἀμφιβολίαι ἐγείρονται ὡς πρὸς τὴν κινεζικὴν 
προέλευσιν τῶν ἔργων, περὶ τῶν ὁποίων ἐγένιτο λόγος προηγουμένως, 
γίνεται φανερόν, ἂν σημειώσωμεν ὅτι: Ιον, Τὰ ἔργα, ποὺ κατέχοµεν, εἶναι 
συλλογαὶ προβλημάτων, λελυμένων διά μεθόδων μὴ αἰτιολογουμένων οὕτως, 
ὥστε προσεγγίζουν περισσότερον πρὸς τὰ γρακτὰ τοῦ Ἠρωνος παρὰ πρὸς 
τὰ Στοιχεῖα τοῦ Εὐκλείδου. 2ον. Αἱ ἀναφερόμεναι προτάσεις καὶ οἱ 
ἐφαρμοζόμενοι κανόνες, μὲ τὴν ἀδεξιότητα ποὺ χρησιμοποιοῦνται γενικῶς, 
δίδουν τὴν ἐντύπωσιν ἀποτελεσμάτων μηχανικῶς ἀντιγραφέντων ἀπὸ ξένας 
κηἸάς. Άον. Μεταξὺ ὀρθῶν ἀποτελεσμάτων, προδιδόντων καλλιεργηµένην 
διάνοιαν ἐκείνου ὁ ὁκοῖος τὰ εὗρε, παρεμβάλλονται χονδροειδεῖς μέθοδοι 
(προτιµώμεναι ἑνίοτε ἀπὸ ἄλλας καλυτέρας καὶ ἤδη γνωστάς), αἱ ὁποῖαι 
μάλιστα κάποτε εἶναι ἐντελῶς ἐσφαλμέναι, 

Τὸ συμκέρασμµα εἶναι, ὅτι ἡ µαθηµατικἡ ἐπιστήμη τῶν Κινέζων παρου- 
σιάζει σηµεῖα σκοτεινἀ, ἕνεκα τῶν ὁποίων εἶναι ἀδύνατος ἡ προσπάθεια 
νά διαχαραχθῆ μὲ κάποιαν ἀληθοφάνειαν ἡ ἱστορικὴ ἑφέλιδις. 

Πολλαὶ ἀπὸ τὰς δυσκολίας, τὰς ὁποίας συνηντήσαµεν (καὶ τὰς ἐση- 
µειώσαμεν μὲ εἰλικρίνειαν, διότι ἔχομεν τὴν πεποίθησιν, ὅτι τὸ πρῶτον 
βῆμα πρὸς τὴν λύσιν ἑνὸς προβλήματος ὀφείλεται εἰς ἐκεῖνον, ὁ ὁποῖος 
τὸ διετύπωσε μὲ σαφήνειαν)", θὰ ἠδύναντο ἴσως νὰ ὑπερνικηθοῦν, ἐὰν εἴ- 
χοµεν πρὸ ὀφθαλμῶν τὰ κείµενα εἰς τὴν ἀρχικὴν των µορφήν, σνυνοδευό- 
µενα ἀπὸ μεταφράσεις τῶν εἰς εὑρωπαϊκὴν γλῶσσαν. Χωρίς αὐτά, κάθε 
προσπάθεια δὲν δύναται παρὰ νὰ ἔχῃ κλονιζομένην βάσιν καὶ συμµπερά- 
σµατα προσωρινότητος. Διὰ τοῦτο εὐχόμεθα ὀλοψύχως νὰ καταστῇ δυνατὴ 
ἡ ἀποσαφήνισις τῆς µαθηματικῆς ἱστορίας τοῦ κινεζικοῦ λαοῦ, ὅπως ἔγινεν 
ἤδη τοῦτο διὰ τοὺς Αἰγυπτίους καὶ ὅπως θά κάµωµεν ἐν συνεχείᾳ δι’ ἄλλους 
δύο μεγάλους λασὺς μακρὰν τῆς Εὐρώπης. 


. Εἰς τὰ ἐρωτηματικά σηµεῖα, μὲ τὰ ὁποῖα εἶναι διάσπαρτος ἡ ἱστορία τῶν κινεζικῶν 
μαθηματικῶν, δυνάµεθα νὰ προσθέσωµεν ἀκόμη ἕνα πολύ χαρακτηριατικὀν 01. Ε. ΙΕΑΝΣ, 
Τε ϱΟπνεΓᾳε οἱ Εεγτπαίς ΤΗπευσΓεπι, Τε Μεπκεαρετ οἵ Μαὐνεπα σα, 
ι Χχνῃπ, 18907 «98, σελ. ΤΤ4): Εἰς ἕνα φύλλον χάρτου, εὐρεβὲν ἀπὸ τὸν δὲ ΤΗ. Ἠας 

15-15 0 (πιοᾶ.π), 
ἐών ἡ ἀριθμὸς πρῶτος, μὲ τὴν παρατήρησιν ὅτι τὸ θεώρημα δὲν ὑφίσταται ἂν ὁ ῃ εἶναι 
σύνθετος καὶ ὅτι τοῦτο εἶναι κινεζικὀν εὕρημα ἀναγόμενον εἰς τὴν ἐποχήν τοῦ Κομ- 
φουκίσυ. Ὅτι θά ἠδύναντο ἐμπειρικῶς νὰ φθάσσον εἰς τὸ θεώρημα τοῦ Εεπιαί δὲν εἶναι 
πρᾶγμα ἀδύνατον. Αλλά ὅτι μὲ τὸν ἴδιον τρόπον θά ἠδύναντο νά φθάσουν ἀκόμη καὶ εἰς 
τὴν ἀντίστροφον πρὀτασιν φαίνεται ἐλάχιστα πιθανὀν. 


ΚΕΦΛΛΑΙΟΝ Χ 


ΕΙΣ ΤΟΥΣ ΠΡΟΠΟΔΑΣ ΤΩΝ ΙΜΑΛΑΙΟΝ 


Προλεγόμενα 


129. ᾿Εὰν ἀφήσωμεν τώρα τὴν Κίναν, διὰ νά κινηθῶμεν πρὸς Δυσμάς, 
θὰ συναντήσωμεν ἵνα ἄλλον λαὸν τριακοσίων καὶ πλέον ἑκατομμυρίων 
ψυχῶν, καταμερισμένον εἰς πλῆθος περιοχῶν. Ἡ Ἱερσόνησος ἡ κατεχο- 
µένη ὑπὸ τοῦ λαοῦ τούτου ἔχει ὡς σύνορα πρὸς Βορρᾶν τὴν ὁροσειράν τῶν 
Ἰμαλαῖων, πρὸς ᾿Ανατολὰς τὸν κόλπον τῆς Βεγγάλης καὶ κρὺς Δυσμάς 
τὴν ᾿Αραβικὴν θάλασσαν. Εἶναι αἱ Ἴνδίαι, χώρα τῆς ὁποίας ἡ ἑνότης πιστο- 
ποιεῖται κυρίως ἀπὸ τὴν λογοτεχνίαν της, γεννηθεῖσαν πρὀ εἴκοσι πέντε 
τοὐλάχιστον αἰώνων, ὅταν ἡ σανσκριτική, ἑκτοπίσασα τὰς λοιπάς δια- 
λέκτους, ὑψώθη εἰς τὴν τιμητικὴν θέσιν τῆς ἐθνικῆς γλὠώσσης, 

Σχέσεις [στορικῶς ἐξηκριβωμέναι μεταξὺ τῆς Εὐρώπης καὶ τῆς χώρας 
τῆς ἐκτεινομένης μεταξὺ τῶν ποταμῶν Ἴνδοῦ καὶ Γάγγου ἀρχίζουν τὸν 
ΙΥ αἰῶνα π.Χ. μὲ τὴν ἔνδοξον ἐκστρατείαν τοῦ Μεγάλου Αλεξάνδρου, 
ἀλλά πολλὰ γεγονότα (μεταξὺ τῶν ὁποίων ἀκριβῶς καὶ ἡ ἀνωτέρω ἔκστρα- 
τεία) μᾶς ἄγουν νἁ πιστεύσωµεν, ὅτι αἴ Ἴνδίαι δὲν ἦσαν ἄγνωστοι καὶ προη- 
γουµένως εἰς τὴν Ἑλλάδα, 

Αἱ ἐκκληκτικαί πληροφορίαι γύρω ἀπὸ τὴν φιλοσοφίαν τῶν γυμνο- 
σοφιστῶν, περὶ τῶν ὁποίων ὁμιλεῖ ὁ Πλούταρχος εἰς τὸ βιβλίον του Βίος 
τοῦ Αλεξάνδρου, καθὼς καὶ αἱ περιγραφαὶ τῶν στρατιωτῶν τοῦ 
μεγάλου κατακτητοῦ περὶ λεπτοτάτων ὑφασμάτων, μὲ τὰ ὁπκοῖα ἐτύλιγον 
τὰ νῶτα καὶ τὴν κεφαλήν, περὶ ζωηρῶν τεχνητῶν χρωμάτων, μὲ τὰ ὁποῖα 
ἠρέσκοντο νἁ βάφουν τὴν γενειάδα, περὶ κοσμημάτων ἐκ τῶν ὁποίων 
ἦσαν κατάφορτοι, μᾶς ἐδαναγκάζουν νά καραδεχθῶμεν ὅτι ἡ φύσις πρέπει 
νά ἐκροίκισε τοὺς ἀρχαίους Ινδούς μὲ διάνοιαν ἐπιρρικὴ πρὸς τὴν φιλο- 
σοφίαν καὶ ὅτι, εἰς τὴν χώραν τῶν, ἡ ἐπιστήμη ἐφαρμοζομένη εἷς τὴν βιο- 
μηχανίαν εἴχεν ὑψωθῆ εἰς ἐπίζηλον βαθμὸν ἀναπτύξδεως, 

Ἔξ ἄλλον αἱ Ἱεραιί Βέδαι, ἀρχαιότατα θρησκευτικἀ βιβλία, γρα- 
φέντα, ὡς πιστεύεται, κατὰ τὴν περίοδον 1500 «500 π.Χ. (Βεδικὴ περίοδος), 
παρέχουν τεκμήρια μιᾶς ἐδαιρετικῆς λογοτεχνικῆς εὐφορίας. ᾿Ἐπίσης εἰς 
τὁ μέγα πο κοίηµα Μαχαβαράτα (100000 δίστιχα, 
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εἰς 18 βιβλία), γραφὲν κατὰ τὴν περίοδον 500 κ.Χ. - 500 μ.Χ. ἐπὶ τῇ βάσει 
παραδόσεων πολὺ ἀρχαιοτέρων, γίνεται κάπου λόγος περὶ 600.000 000 
τέκνων, τὰ ὁποῖα ἐφαίδρυνον τὸν οἴἶκον τοῦ Βράχμα καὶ περὶ 24000000 
ἑκατομμυρίῶων θεοτήτων κατοίκων τοῦ οὐρανοῦ. Ἐκ τούτου συμπεραίνοµεν, 
ὅτι τὸ ἔργον ἐγράφη ἀπὸ ἀνθρώπους μὲ ἰδιοσυγκρασίαν πολὺ διάφορον τῆς 
τῶν Ελλήνων, οἱ ὁποῖοι, ὡς εἴδομεν, δὲν ἐδείκνυον ἓν γένει συµπάθειαν 
πρὸς τοὺς πολὺ μεγάλους ἀριθμούς. 

Ότι εἰς τὸν ἰνδικὸν λαὸν ἀνήκει µία διακεκριμένη θέσις εἰς τὴν ἴστο- 
ῥίαν τῶν μαθηματικῶν προκύπτει -- παρασιωκῶμεν πρὸς τὸ παρὀν ἄλλα 
γεγονότα, περὶ τῶν ὁποίων θὰ ὁμιλήσωμεν κατωτέρω --- ἀπὸ τὸ γεγονὸς 
ὅτι εἰς αὐτὸν ἀποδίδεται, περισσότερον ἢ ὀλιγώτερον, ἡ ἐπινόησις τοῦ 
ἰδικοῦ µας δεκαδικοῦ συστήµατος ἀριθμήσεως", δηλαδἠ τοῦ συστήµατος 
τοῦ στηριζοµένου ἐπὶ τῆς χρήσεως τῶν ἀριθμῶν 1, 2,..., 5 καὶ τοῦ 0, ὁν- 
τότητος, ἡ ὁποία καίτοι ἑστερημένη ἀριθμητικῆς ἀξίας, ἀποτελεῖ τὴν σπον- 
δυλικὴν στήλην τῆς ἀριθμογραφίας θέσεως. Καὶ ἐπειδή, ὡς πιστεύεται 
Τενικῶς, τὸ σύστημα τοῦτο ἦλθεν εἰς τὴν Εὐρώπην µέσῳ τῶν ᾿Αράβων, 
τὰ δέκα αὐτὰ ἀριθμητικά σύμβολα, ἔφερον ἐπὶ μακρὸν τὸ ὄνομα «ἀραβικά 
ψηφία», τὸ ὁποῖον μόλις προσφάτως ἀντικατεστάθη ἀπὸ τὸ ὁρθότερον 
«ἴνδο - ἀραβικὰ ψηφία». 


ΤΠ ΤΗΣ Το 


130. 'Ο ἐπιθυμῶν νά προσδιορίση μὲ ἀκρίβειαν εἰς ποῖον ἐπίπεδον 
ἔφθασαν αἱ ἀκριβεῖς ἐπιστῆμαι παρά τὰς ὄχθας τοῦ ἱεροῦ Γάγγου δὲν ἔχει 
εἰς τὴν διἀθεσίν του τεκμήρια ἀνἡκοντα κατ ἀποκλειστικότητα εἰς τὰς 
ἐπιστήμας αὐτάς. Διότι ἡ ἀριθμητικὴ καὶ ἡ γεωμετρία εἰς τὰς Ἴνδίας δὲν 
κατώρθωσαν ποτὲ ν᾿ ἁπαλλαγοῦν ἀπὸ τὴν ταπεινωτικὴἠν κατάστασιν τῆς 
ὑποτελείας των εἰς τὴν θρησκείαν καὶ τὴν ἀστρολογίαν. Τοιουτοτρόπως 
ὁ προτιθέµενος νἁ συγκεντρώσῃ στοιχεῖα τοῦ πρώτου σταδίου ὀξελίξεως 
τῶν ἰνδικῶν μαθηματικῶν εἶναι ὑποχρεωμένος νἁἀ τὰ ἀναζητήσῃ --ὅκως 
ἄλλωστε συνέβη μὲ τὴν ἀρχαιοτέραν φάσιν ἐξελίδεως τῶν μαθηματικῶν 
εἰς τήν ᾿Ελλάδα καί, κατά μείζονα κλίμακα, εἰς τὴν ρωμαϊκὴν αὐτοκρατορίαν 
- μετὰ κόπου εἰς ἔργα, τῶν ὁποίων ἡ ὕλη εἶναι ξένη πρὸς τὴν καθαράν 
ἐκιστήμην. 

Τὸ ἁρχαιότερον ἀπὸ αὐτά τὰ ἔργα φέρει τὸν τίτλον δυἱνακυίγᾶς (κανών 


. Η χρονολογία τῆς ἐπινοήσεως ταύτης δὲν εἶναι γνωστή μὲ ἀκρίβειαν, ᾽Αρμόδιοι 
ἐν προκειµένῳ τὴν τοποθετοῦν ὀλίγον πρὀ τοῦ ΤΝ αἰῶνος μ.Χ. 

Διὰ περισσοτέρας πληροφορίας ἐπί τῆς Βαθμιαίας ἐδελίδεως τῆς γραφής τῶν ἀριθμη- 
τικῶν ψησίωών βλ. ᾱ, Ε. ΗΠΙ, Τὸς ἀενείορειεπί οἵ αγαδς παπεγαῖς η Εμτορα επ ήισά 
ἵπ εἰκί ἴσις Ταδίες (Οκίογά, 1915). 


---ᾱ.--------------εκκκνε----έ---όν-ν κ... κἐ----σ κκ κκ κι. 


εἰς 18 βιβλία), γραφὲν κατὰ τὴν περίοδον 500 κ.Χ. - 500 μ.Χ. ἐπὶ τῇ βάσει 
παραδόσεων πολὺ ἀρχαιοτέρων, γίνεται κάπου λόγος περὶ 600.000 000 
τέκνων, τὰ ὁποῖα ἐφαίδρυνον τὸν οἴἶκον τοῦ Βράχμα καὶ περὶ 24000000 
ἑκατομμυρίῶων θεοτήτων κατοίκων τοῦ οὐρανοῦ. Ἐκ τούτου συμπεραίνοµεν, 
ὅτι τὸ ἔργον ἐγράφη ἀπὸ ἀνθρώπους μὲ ἰδιοσυγκρασίαν πολὺ διάφορον τῆς 
τῶν Ελλήνων, οἱ ὁποῖοι, ὡς εἴδομεν, δὲν ἐδείκνυον ἓν γένει συµπάθειαν 
πρὸς τοὺς πολὺ μεγάλους ἀριθμούς. 

Ότι εἰς τὸν ἰνδικὸν λαὸν ἀνήκει µία διακεκριμένη θέσις εἰς τὴν ἴστο- 
ῥίαν τῶν μαθηματικῶν προκύπτει -- παρασιωκῶμεν πρὸς τὸ παρὀν ἄλλα 
γεγονότα, περὶ τῶν ὁποίων θὰ ὁμιλήσωμεν κατωτέρω --- ἀπὸ τὸ γεγονὸς 
ὅτι εἰς αὐτὸν ἀποδίδεται, περισσότερον ἢ ὀλιγώτερον, ἡ ἐπινόησις τοῦ 
ἰδικοῦ µας δεκαδικοῦ συστήµατος ἀριθμήσεως", δηλαδἠ τοῦ συστήµατος 
τοῦ στηριζοµένου ἐπὶ τῆς χρήσεως τῶν ἀριθμῶν 1, 2,..., 5 καὶ τοῦ 0, ὁν- 
τότητος, ἡ ὁποία καίτοι ἑστερημένη ἀριθμητικῆς ἀξίας, ἀποτελεῖ τὴν σπον- 
δυλικὴν στήλην τῆς ἀριθμογραφίας θέσεως. Καὶ ἐπειδή, ὡς πιστεύεται 
Τενικῶς, τὸ σύστημα τοῦτο ἦλθεν εἰς τὴν Εὐρώπην µέσῳ τῶν ᾿Αράβων, 
τὰ δέκα αὐτὰ ἀριθμητικά σύμβολα, ἔφερον ἐπὶ μακρὸν τὸ ὄνομα «ἀραβικά 
ψηφία», τὸ ὁποῖον μόλις προσφάτως ἀντικατεστάθη ἀπὸ τὸ ὁρθότερον 
«ἴνδο - ἀραβικὰ ψηφία». 


ΤΠ ΤΗΣ Το 


130. 'Ο ἐπιθυμῶν νά προσδιορίση μὲ ἀκρίβειαν εἰς ποῖον ἐπίπεδον 
ἔφθασαν αἱ ἀκριβεῖς ἐπιστῆμαι παρά τὰς ὄχθας τοῦ ἱεροῦ Γάγγου δὲν ἔχει 
εἰς τὴν διἀθεσίν του τεκμήρια ἀνἡκοντα κατ ἀποκλειστικότητα εἰς τὰς 
ἐπιστήμας αὐτάς. Διότι ἡ ἀριθμητικὴ καὶ ἡ γεωμετρία εἰς τὰς Ἴνδίας δὲν 
κατώρθωσαν ποτὲ ν᾿ ἁπαλλαγοῦν ἀπὸ τὴν ταπεινωτικὴἠν κατάστασιν τῆς 
ὑποτελείας των εἰς τὴν θρησκείαν καὶ τὴν ἀστρολογίαν. Τοιουτοτρόπως 
ὁ προτιθέµενος νἁ συγκεντρώσῃ στοιχεῖα τοῦ πρώτου σταδίου ὀξελίξεως 
τῶν ἰνδικῶν μαθηματικῶν εἶναι ὑποχρεωμένος νἁἀ τὰ ἀναζητήσῃ --ὅκως 
ἄλλωστε συνέβη μὲ τὴν ἀρχαιοτέραν φάσιν ἐξελίδεως τῶν μαθηματικῶν 
εἰς τήν ᾿Ελλάδα καί, κατά μείζονα κλίμακα, εἰς τὴν ρωμαϊκὴν αὐτοκρατορίαν 
- μετὰ κόπου εἰς ἔργα, τῶν ὁποίων ἡ ὕλη εἶναι ξένη πρὸς τὴν καθαράν 
ἐκιστήμην. 

Τὸ ἁρχαιότερον ἀπὸ αὐτά τὰ ἔργα φέρει τὸν τίτλον δυἱνακυίγᾶς (κανών 


. Η χρονολογία τῆς ἐπινοήσεως ταύτης δὲν εἶναι γνωστή μὲ ἀκρίβειαν, ᾽Αρμόδιοι 
ἐν προκειµένῳ τὴν τοποθετοῦν ὀλίγον πρὀ τοῦ ΤΝ αἰῶνος μ.Χ. 

Διὰ περισσοτέρας πληροφορίας ἐπί τῆς Βαθμιαίας ἐδελίδεως τῆς γραφής τῶν ἀριθμη- 
τικῶν ψησίωών βλ. ᾱ, Ε. ΗΠΙ, Τὸς ἀενείορειεπί οἵ αγαδς παπεγαῖς η Εμτορα επ ήισά 
ἵπ εἰκί ἴσις Ταδίες (Οκίογά, 1915). 


Καλρασαίτας, Περιέχει τοὺς τηρητέους κανόνας πρὸς κατασκευἠν βωμῶν 
προωρισμένῶν διὰ θυσίας, καὶ διὰ τοῦτο σπουδαιότατον εἰς τὴν ἐποχὴν 
του, καθόσον ἀπὸ τὴν ἀκριβη ἢ μὴ τήρησιν τῶν κανόνων τούτων ἔξηρ- 
τᾶτο ἡ εὐμένεια ἢ ἡ δυσμένεια τῶν θεῶν. 

Πότε ἐγράφη ὁ δαἱνασυίγας δὲν εἶναι μὲ ἀκρίβειαν γνωστόν. ᾿Ασφαλῶς 
δὲν ἐγράφη πρὸ ἑνὸς ἑκατομμυρίου ἐτῶν, ὅπως θὰ τὸ ἐπεθύμει µία ἐγχώριος 
παράδοσις, ἀλλὰ πιθανώτατα κατὰ τὴν περίοδον 200 - 400 μ.Χ. Εἶναι γνωσταὶ 
τρεῖς συντάδεις φέρουσαι ὡς σνγγραφεῖς τὰ ὀνόματα Αρασίαπιδα, Βαυ- 
ἀλαγαπιπα καὶ Κλίγαγασα, Ἡ δευτέρα γραφή εἶναι τελειοτέρα καί, ὅπως καὶ 
ἡ πρώτη, ἔχει ἤδη δηµοσιευθῇ διὰ τοῦ τύκου. 

Ὁ βμἱναρυίγας συγκρινόµενος πρὸς τὰ ἄλλα, γνωστὰ εἰς ἡμᾶς, ἔργα 
τῆς ἰνδικῆς µαθηµατικῆς φιλολογίας, ἔχει μετ’ αὐτῶν κοινὰ δύο σηµαντικά 
χαρακτηριστικά, τὰ ὁποῖα πρέπει νὰ ἑξάρωμεν : 

[ον. Εἶναι κείµενον ἔμμετρον. 'Ἡ ρυθµικἡ µορφή ἀποτελεῖ διὰ τὸν συγ- 
γραφέα ἕνα εἶδος κλίνης Προκρούστου. Λιότι ἀπὸ τὸ ἕνα µέρος τὸν ύπο- 
χρεώνει εἰς παρεκβάσεις ξένας τελείως χρὸς τὴν ἐπιστήμην, ἑνῷ ἀπὸ τὸ 
ἄλλο, τὸν ἐξαναγκάζει εἰς σύμπατυξιν καὶ ἀκρωτηριασμὸν τῶν διανοηµάτων 
εἰς βάρος τῆς σαφηνείας. ᾽Αλλὰ εἰς ἀντιστάθμισμα, τρόπον τινα, ὁ ποιη- 
τικὸς ρυθμός ἐπενήργησεν ὡς προστατευτικὸς θώραξ ἀποτελεσματικώ- 
τατος ἐναντίον τῶν αὐθαιρεσιῶν τῶν διαφόρων ἀντιγραφέων, διότι ἡ ἰνδικὴ 
προσφδία, διεποµένη ἀπὸ αὐστηροὺς κανόνας, δὲν ἐπιτρέπει εὐκόλως ἀλ- 
λοιώσεις ἢ συμβιβασμοὺς εἰς τὸ κείµενον, 

20ν. Δὲν περιέχει µεθοδικὴν ἔκθεσιν κάποιας µαθηµατικῆς θεωρίας, 

ἀλλά συνίσταται ἀπὸ ἀναποδείκτους κανόνας, ἐφαρμοζομένους εἰς άριθµη- 
τικὰ παραδείγματα. "Αραγε, διερωτώµεθα, παρέµεινεν ἄγνωστον εἰς τοὺς 
Ἴνδοὺς (ὅπως φαίνεται νὰ συµβαίνῃ μὲ τοὺς Κινέζους), ὅτι ἡ δογµατικἡ 
ια] εἶναι ἀπαράδεκτος εἰς µίαν ἐπιστήμην, τῆς ὁποίας ἡ οὐσία 
εἶναι ὁ συλλογισμός ; "Ἡ μήπως αἱ παρασιωπώµεναι ἀποδείξεις εὑρίσκοντο 
εἰς ἄλλα ἀρχαιότερα ἔργα, μὴ περιελθόντα εἰς ἡμᾶς, ἀλλὰ χρησιμκύοντα 
εἰς αὐτοὺς ὡς βασικἀ κείµενα : 

Εἰς καταφατικὴν ἀπάντησιν τοῦ πρώτου ἐρωτήματος φθάνοµεν παρα- 
τηροῦντες, ὅτι οἱ σχολιασταὶ τῶν συγγραφέων, τῶν ὁκοίων τά κείµενα 
ἔφθασαν μέχρις ἡμῶν, προσθέτουν ἐδῶ καὶ ἑκεῖ ἐξηγήσεις καὶ ἐπεξηγήσεις, 
ἀλλά καμµίαν ἀληθῃ καὶ ἀρμόξουσαν ἀπόδειξιν, μολονότι ἕνας ἐξ αὐτῶν 
ἔκαμε τὴν δήλωσιν, ὅτι ἀκόδειξις δι αὐτὸν εἶναι ὅτι ἀκριβῶς διακρίνει 
τὴν ἄλγεβραν ἀπὸ τὴν ἀριθμητικήν. 

᾿Εὰν τώρα λάβῃ κανεὶς ὑπ ὄψιν του, ὅτι τὰ ἐξοχώτερα κείµενα τῆς ἰν- 
δικῆς µαθηματικῆς φιλολογίας ἀνήκουν εἰς ἐποχὴν µεταγενεστέραν ἐκεί- 
γης, κατὰ τὴν διάρκειαν τῆς ὁκοίας τὸ ἑλληνικὸν μαθηματικὸν δαιµόνιον 


αᾱ- κο φομ ού 
εἶχε φωτίσει τὸν κόσμον μὲ τὰς ἀστραπάς του, καὶ ὅτι αἱ ἐμπορικαὶ σχέσεις 
-πιθανῶς δὲ καὶ αἱ πνευματικαἰ --- μεταξὺ Εὐρώκης καὶ ᾿Ασίας εἶχον ἤδη 
ἀκὸ ἀμνημονεύτων χρόνων ἀνακτυχθῆ, ἔγιναν δὲ ἐντονώταται καὶ συνεχεῖς, 
τοὐλάχιστον μετὰ τὴν κοσμοϊστορικὴν ἐκστρατείαν τοῦ Μεγάλου Αλαε- 
ξάνδρου (326 π.Χ.), αὑτομάτως ἐγείρεται ἡ ὑπόθεσις, ὅτι οἱ Ἴνδοὶ ἐδέχθησαν 
ἄνευ συζητήσεων τ’ ἀκοτελέσματα ἐκεῖνα, εἰς τὰ ὁποῖα ἔφθασαν, μὲ τὰς 
ἀξιεπαίνους προσπαθείας των, οἱ κορυφαῖοι ἕλληνες μαθηματικοί. Οὕτω 
δίδεται ἐξήγησις εἰς μερικὰς συμπτώσεις, ποὺ θὰ ἑξάρώμεν μετ ὀλίγον, 
καὶ καθίστανται ἐπὶ πλέον φανεραὶ αἱ πηγαὶ μερικῶν ἐκπληκτικῶν ἄνακα- 
λύψεων, αἵ ὁποῖαι διὰ πρώτην φορᾶὰν ἐμφανίζονται εἰς ἰνδικὰ ἔργα. 

Αλλ’ ἐπὶ τοῦ θεμελιώδους ζητήματος τῶν πηγῶν τῆς ἰνδικῆς µα- 
θηµατικῆς φιλολογίας, θὰ ἐπανέλθωμεν κατωτέρω, ἀφοῦ πρῶτον συμπληρό- 
σώµεν τὴν περισνλλογὴν τῶν στοιχείων ἑκείνων, τὰ ὁποῖα εἶναι ἁπαραί- 
τητα διὰ τὴν ἔρευναν ταύτην. 


1341. Κατερχόμενοι τώρα ἀπὸ τὰς γενικότητας εἷς τὰς λακτοµέρείας, 
ἔχομεν νὰ παρατηρήσωμεν ὅτι ὁ συγγραφεὺς τοῦ Βιἱγασίτας ἐγνώριζε τὸ 
Πυθαγόρειον θεώρημα εἰς ἱκανὸν ἀριθμὸν αΗδικῶν περιπτώσεων. Απαν- 
τῶνται κράγµατι εἰς αὐτὸ τὸ ἔργον, ἐκτὸς τοῦ κλασσικοῦ τριγώνου (3, 4, 2), 
καὶ τὰ ἑξῆς : (5, 12, 13), (7, 24, 25), (8, 15, 11), (12, 35, 37], εὑρεθέντα πιθανᾶς 
διὰ δοκιμῶν, προκύπτοντα ὅμως ἀμέσως καὶ δι’ ἐφαρμογῆς τῶν κανόνων 
τοῦ Πυθαγόρου καὶ τοῦ Πλάτωνος. Τοιαῦτα τρίγωνα (καὶ ἄλλα προκύπτοντα 
ἐκ τούτῶν διὰ πολλαπλασιασμοῦ τῶν πλουρῶν ἐπὶ τὸν αὐτὸν ἀριθμὸν) εἶχον 
διὰ τοὺς Ἰνδοὺς ἀξιόλογον πρακτικἡν ἀξίαν, εἷς γηπεδομετρικὰς ἐργασίας, 
ἀναλόγους πρὸς τὰς τῶν Αἰγυπτίων αἀρπεδοναπτῶνν (ϐ 15), ἐντεῦθεν δὲ 
ἐξηγεῖται καὶ ὁ τίτλος τοῦ ἔργου, ποὺ σηµαίνει «κανὼν τῶν χορδῶν». 

"Αλλα χωρία τοῦ δηἱνακπῖτας ἀποδεικνύουν οἰκειότητα τοῦ συγγρα- 
φέως μὲ τὴν ἔννοιαν τῶν καθέτων εὐθειῶν. ᾽Αλλ’ αἱ σελίδες, ποὺ ἔχουν 
τὸ µεγαλύτερον ἐνδιαφέρον εἶναι αἱ ἀφιερωμέναι εἰς 
τὸν μετασχηματισμὀν ἑνὸς τετραγώνου ΑΒΓΒΡ εἰς 
ἰσοδύναμον κύκλον,. Ἡ ὑποδεικνυομένη πρὸς τοῦτο 
μέθοδος εἶναι ἡ ἀκόλουθος: «Ἔστω Ο (σχ. 19) τὸ ση: 
μεῖον συναντήσεως τῶν διαγωνίων Ας, ΒΏ τοῦ δο- 
θέντος τετραγώνου, ΕΕ ἡ παράλληλος ἡ ἀγομένη ἐκ 
τοῦ Ο πρὸς τὰς πλευρὰς ΑΏ, Βς καὶ τὸ σημεῖον, 
καθ ὃ ἡ προέκτασις αὐτῆς συναντᾶται ἀπὸ τὴν 
περιγεγραμμένην εἰς τὸ τετράγῶνον περιφέρειαν. Σχ. 19 
Εάν λάβωμεν ΕΜ -- ΕΩ-Ι/1, ὁ κύκλος ὁ ἔχων κέν- | 
τρον Ο καὶ ἀκτῖνα ΟΜ εἶναι ἰσοδύναμος πρὸς τὸ δοθὲν τετράγώνον». 

Λιὰ νὰ ἐκφέρωμεν κρίσιν περὶ τῆς ἀκριβείας τῆς ἀνωτέρω γεώμετρικῆς 


212 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 


κατασκευῆς, παρατηροῦµεν ὅτι, ἐὰν εἶναι {| τὸ µῆκος τῆς πλευρᾶς τοῦ τε- 
τραγώνου ΑΒΓΏ, θά ἔχωμεν τὰς σχέσεις : 
1/3 -- 1) 
2 


ολο, ξεα.. 
ει Ἡ. . ΟΜ.. αι. 


᾿Εὰν ἡ διάµετρος τοῦ εὐρεθέντος κύκλου ὀνομασθῇ ἆ (-- 2.ΟΜ), θὰ εἶναι, 
δυνάμει τῆς τελευταίας ἐκ τῶν ἀνωτέρω σχέσεων : 

ἰ 1 

ασ σα-τλ 


Ὑποτιθεμένου τώρα ὅτι τὸ δοθὲν τετράγωνον εἶναι εἰς τὴν πραγµατι- 
κότητα ἰσοδύναμον πρὸς τὸν κύκλον διαμέτρου ᾱ, πρέπει νὰ ἔχωμεν : 


κ. τα 
4 
καὶ συνεπῶς : -- 
κ | 9 | 
τν) του 
η, ὅπερ τὸ αὐτό: 


κ--9(6-- 412) (1) 
Ἡ ἔκφρασις αὕτη ἀνάγει τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ κ εἰς τὸν ὑπολογισμὸν τῆς 
2. Αλλ’ εἰς τὸν Φα] ναφωίγαν κεριέχεται ἡ τιµή : 
-- Ι Ι Ι 
Μαν σρη” (2 
Εἶναι δὲ ἡ τιμὴ αὕτη ἀκριβεστέρα ἐκείνων ποὺ εἴχομεν συναντήσει 
προηγουμένως καὶ δύναται νὰ νοηθῇ προκύπτουσα κατόπιν ἐπανειλημμένης 
ἐφαρμογῆς τοῦ προσεγγιστικοῦ τύπου: 


Ιαἲ ΓΡ -α-- --- (3) 
εἰς τὸν ὁποῖον πρέπει νὰ λαμβάνωμεν τὸ σημεῖον - ἢ τὸ σημεῖον ---, ἐφ᾽ 
ὅσον τὸ α προσεγΠίζει κατ ἕλλειψιν ἢ ὑπεροχὴν τὸν ἀριθμὸν τοῦ ὑπορρίζου. 
Πράγματι ἐκ τῆς σχέσεως : 


1.9 -- Ι6 «- 2 
ἡ, ὅπερ τὸ αὐτό, 


1-(ς) ο... 
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κατ᾽ ἐφαρμογὴν τῆς σχέσεως (3) μὲ τὸ σημεῖον 3, εὐρίσκομεν : 


- 4 Ι 3 3 Ι 1 7 
ντ ο νν φρ Ἡ] 


Αλλ᾽ ἐπειδὴ εἶναι: 


ἐφαρμόζοντες τὴν ἰδίαν σχέσιν (3) μὲ τὸ σημεῖον ---, εὑρίσκομεν : 


- {7 ! Ι Ι Ι 
ΗΝ) μμ ας κ μα τι, 
ἤτοι τὸ ἀποτέλεσμα (2) τοῦ δυ]ναςυίγαν. 
᾽Αντικαθιστῶντες τώρα τὴν τιμήν (2) εἰς τὴν (1) εὑρίσκομεν : 
κ..λ---ὖ- -ᾱ «τομ 28. 
34 μα1--- 
3 
δηλαδὴ τιμὴν τοῦ κ ἑλάχιστα [κανοποιητικὴν. Διά τοῦτο ἡ προτεινοµένη 
γεωμετρικἡ κατασκευἠ δὲν ἁρμόζει διὰ τὴν ἀναζήτήσιν μιᾶς καλῆς τιμῆς 
προσεγγίσεως τοῦ π. Πιθανῶς εἰς τὸν σκοπκὀν αὐτὸν ν᾿ ἀκοβλέκουν ἄλλαι 
τρεῖς μέθοδοι, περιεχόµεναι εἰς τὸν δυἱναρυίτας, διὰ τὴν λύσιν τοῦ ἰδίου 
προβλήματος ἢ τοῦ ἀντιστρόφου καὶ τὰς ὁποίας θεωροῦμεν σκόκιµον ν 
ἀναφέρωμεν : 
α) «Ἡ διάµετρος ἆ τοῦ κύκλου τοῦ ἰσοδυνάμου πρὸς τὸ τετράγώνον 
πλευρᾶς { εἶναι 8/10 τῆς διαγωνίου τοῦ τετραγώνου τούτου», Τοῦτο ἰσοδυ- 
ναμεῖ μὲ τὸ νὰ δεχθῶμον ; 


4 ως 
η, (σι), 
ἤτοιπ -- 3 -- Ἡ-- 3,135. ᾿Αξιοσημείωτον εἶναι ὅτι τὴν τιµὴν αὐτὴν ἆκαν- 


τῶμεν ἐν Εὐρώπη εἰς ἕνα γεωμετρικὸν ἔργον τοῦ διασήµου ζωγράφου ΑΙδεγι 
Ὀδτες (1411 - 1528). 


β) «Ἡ πλευρὰ { τοῦ τετραγώνου τοῦ ἰσοδυνάμου πρὸς τὸν κύκλον 
διαμέτρου ἆ εἶναι 7/8 ἁλ. Ἡ σχέσις αὕτη ἐκφράζεται διὰ τοῦ τύπου : 


(9) --9) 


ἐκ τοῦ ὁποίου λαμβάνεται κ -- 49/16 --ᾱ - ἒιι-- 30625. 


2134 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 
γ) «Ἡ πλευρὰ { τοῦ τετραγώνου τοῦ ἰσοδυνάμου πρὸς τὸν κύκλον 
διαμέτρου ἆ εἶναι 13/15 ἆν Μὲ ὄλλους ὄρους: 


αν -) 

5 2 

καὶ ἐπομένως κ.β τος 3004. 

Περιττὸν νἁ προσθέσωµεν, ὅτι ὅλαι αἱ οὕτω προκύκτούσαι τιμαὶ τοῦ π 
εἶναι µεταξύ τῶν διάφοροι καὶ ἀρκετά μακράν τῆς ἀκριβείας, 


Ατγαβαία 


131. Ὁ Βαἱνακυίγας ἐκκπροσωκεῖ τὴν πρώτην περίοδον τῶν ἰνδικῶν 
μαθηματικῶν. Φαίνεται δὲ ὅτι τὸ ἔργον τοῦτο δὲν ἤσκησε καµµίαν ἀξιό- 
λογον ἐπίδρασιν ἐπί τῆς μετέπειτα ἐξελίξεως, ἂν λάβωμεν ὑπ' ὄψιν, ὅτι 
οὐδεμία μνεία γίνεται περὶ αὐτοῦ εἰς μεταγενέστερα ἔργα διαφυγόντα τὴν 
καταστροφήν, Τὰ γνωστότερα ὀνόματα ἰνδῶν μαθηματικῶν συγγραφέων 
εἶναι: Ατγαδμκία” (Έζησε μεταξὺ Ύ καὶ ΥΙ αἰῶνος μ.Χ.), Βταλβπαραρία 
(ἀνήκει εἰς τὸν ΥΠ αἰῶνα, γεννηθεἰς τὸ 528) καὶ Ββαασατα (γεννηθεὶς τὸ | 150). 
Προστίθεται εἰς αὐτοὺς ἕνας συγγραφεὺς ἀνώνυμος, εἰς τὸν ὁποῖον ὀφεί- 
λεται ἕνα ἀριθμητικὸν ἁπόσπασμα Ἱραφέν, κατὰ τοὺς ἰνδολόγους, τὸν 
ΙΠ ἢ ὮΥ αἰῶνα μ.Χ. Τοῦ ἁποσπάσματος τούτου ἀντίγραφον ἀνῆκον εἰς τὴν 
πορίοδον 700 - 900 μ.Χ., ἀνευρέθη εἰς ΒαΚα]ἱ (Β -Δ τῶν Ἴνδιῶν). 

Ἐπί πλέον ἀναφέρονται µερικοἰ μέτριοι σχολιασταί, ἀκμάσαντες κατὰ 
τὴν περίοδον τῶν αἰώνων ΧΝ -Χνπ θὰ ἐξετάσωμεν ἐδῶ ἐπισταμένως τὰ 
ἔργα τῶν πρώτων, θ’ ἀνατρέξωμεν δὲ εἰς τοὺς τελρυταίους µόνον ὅταν κρό- 
κειται νὰ διευκολύνωµεν τὴν κατανόησιν τῶν ἀληθῶν ἐκπροσώπων τῆς 
ἰνδικῆς µαθηµατικῆς σκέψεως. 

138. ᾿Απὸ ἕνα δίστιχον, ποὺ ὀφείλεται εἰς τὸν Ατγαδλαία, προκύ- 
πτει ὅτι οὗτος ἐγεννήθη τὸ 475 ἢ 476 μ.Χ. καὶ ὅτι ἔγραφε --- πιθανῶς δὲ 
καὶ ἐδίδασκε ---εἰς ΚΙκιπιαραγα (τὴν σημερινὴν Ῥατια), πρωτεύουσαν τῆς 
ὀρχαιοτέρας [νδικῆς μοναρχίας. Ὡς κρὸς τὴν τύχην ποὺ εἴχον τὰ ἔργα του, 
ἀθίζει νὰ σημειώσωμεν ὅτι ὁ διάσηµος ἄραψ ταξιδιώτης καὶ λόγιος Αἱ-- 
Βιτωπί (973 - 1048) ἔλαβεν ἀφορμὴν νὰ δηλώσῃ ---εἷς µίαν περίφηµον 
ἔκθεσιν ταξιδίου του εἰς τὰς Ἰνδίας, τῆς ὁποίας τὴν συγγραφἠν ἑπεράτωσε 


ὁποίσυ ἔχομεν ἤδη συναντήσει εἰς τὴν [στορίαν ἄλλων λαῦν. Ἔσημειώθη δηλαδὴ τὰ 
τελαυταῖα ἔτη ἡ ὕπαρξις καὶ δουτέρου Ασγαδίαία, ζἠσαντος τὸν Χ αἰῶνα μ.Χ. 


2134 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 
γ) «Ἡ πλευρὰ { τοῦ τετραγώνου τοῦ ἰσοδυνάμου πρὸς τὸν κύκλον 
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καὶ ἐπομένως κ.β τος 3004. 

Περιττὸν νἁ προσθέσωµεν, ὅτι ὅλαι αἱ οὕτω προκύκτούσαι τιμαὶ τοῦ π 
εἶναι µεταξύ τῶν διάφοροι καὶ ἀρκετά μακράν τῆς ἀκριβείας, 


Ατγαβαία 


131. Ὁ Βαἱνακυίγας ἐκκπροσωκεῖ τὴν πρώτην περίοδον τῶν ἰνδικῶν 
μαθηματικῶν. Φαίνεται δὲ ὅτι τὸ ἔργον τοῦτο δὲν ἤσκησε καµµίαν ἀξιό- 
λογον ἐπίδρασιν ἐπί τῆς μετέπειτα ἐξελίξεως, ἂν λάβωμεν ὑπ' ὄψιν, ὅτι 
οὐδεμία μνεία γίνεται περὶ αὐτοῦ εἰς μεταγενέστερα ἔργα διαφυγόντα τὴν 
καταστροφήν, Τὰ γνωστότερα ὀνόματα ἰνδῶν μαθηματικῶν συγγραφέων 
εἶναι: Ατγαδμκία” (Έζησε μεταξὺ Ύ καὶ ΥΙ αἰῶνος μ.Χ.), Βταλβπαραρία 
(ἀνήκει εἰς τὸν ΥΠ αἰῶνα, γεννηθεἰς τὸ 528) καὶ Ββαασατα (γεννηθεὶς τὸ | 150). 
Προστίθεται εἰς αὐτοὺς ἕνας συγγραφεὺς ἀνώνυμος, εἰς τὸν ὁποῖον ὀφεί- 
λεται ἕνα ἀριθμητικὸν ἁπόσπασμα Ἱραφέν, κατὰ τοὺς ἰνδολόγους, τὸν 
ΙΠ ἢ ὮΥ αἰῶνα μ.Χ. Τοῦ ἁποσπάσματος τούτου ἀντίγραφον ἀνῆκον εἰς τὴν 
πορίοδον 700 - 900 μ.Χ., ἀνευρέθη εἰς ΒαΚα]ἱ (Β -Δ τῶν Ἴνδιῶν). 

Ἐπί πλέον ἀναφέρονται µερικοἰ μέτριοι σχολιασταί, ἀκμάσαντες κατὰ 
τὴν περίοδον τῶν αἰώνων ΧΝ -Χνπ θὰ ἐξετάσωμεν ἐδῶ ἐπισταμένως τὰ 
ἔργα τῶν πρώτων, θ’ ἀνατρέξωμεν δὲ εἰς τοὺς τελρυταίους µόνον ὅταν κρό- 
κειται νὰ διευκολύνωµεν τὴν κατανόησιν τῶν ἀληθῶν ἐκπροσώπων τῆς 
ἰνδικῆς µαθηµατικῆς σκέψεως. 

138. ᾿Απὸ ἕνα δίστιχον, ποὺ ὀφείλεται εἰς τὸν Ατγαδλαία, προκύ- 
πτει ὅτι οὗτος ἐγεννήθη τὸ 475 ἢ 476 μ.Χ. καὶ ὅτι ἔγραφε --- πιθανῶς δὲ 
καὶ ἐδίδασκε ---εἰς ΚΙκιπιαραγα (τὴν σημερινὴν Ῥατια), πρωτεύουσαν τῆς 
ὀρχαιοτέρας [νδικῆς μοναρχίας. Ὡς κρὸς τὴν τύχην ποὺ εἴχον τὰ ἔργα του, 
ἀθίζει νὰ σημειώσωμεν ὅτι ὁ διάσηµος ἄραψ ταξιδιώτης καὶ λόγιος Αἱ-- 
Βιτωπί (973 - 1048) ἔλαβεν ἀφορμὴν νὰ δηλώσῃ ---εἷς µίαν περίφηµον 
ἔκθεσιν ταξιδίου του εἰς τὰς Ἰνδίας, τῆς ὁποίας τὴν συγγραφἠν ἑπεράτωσε 


ὁποίσυ ἔχομεν ἤδη συναντήσει εἰς τὴν [στορίαν ἄλλων λαῦν. Ἔσημειώθη δηλαδὴ τὰ 
τελαυταῖα ἔτη ἡ ὕπαρξις καὶ δουτέρου Ασγαδίαία, ζἠσαντος τὸν Χ αἰῶνα μ.Χ. 


ο Εἰς τοὺς πρόκοδας τῶν ᾿Ιμαλαῖων 235 
τὴν ἴδην ἢ Ίθην Δεκεμβρίου 1041 --- ὅτι δὲν κατώρθωσε νὰ προµηθευθῇ 
κανένα ἐξ αὐτῶν. ᾿Ανάλογον δήλωσιν ἕκαμε κατά τὴν δευτέραν δεκαετίαν 
τοῦ παρελθόντος αἰῶνος ἕνας ἀξιόλογος ἄγγλος φιλοµαθής, ὁΤ. Οοἴευτοσξο, 
Κατά µοναδικὴν σύματωῶωσιν, ὁ ὀλλανδὺς σοφὀὸς Η. Κετα εἶχεν ἀνακαλύψει 
εἰς Καλκούταν δύο ἀντίγραφα ἑνὸς κειµένου τοῦ Αιγαδμαία, ἐκ τῶν ὁποίων 
τὸ ἕνα εἶχε γραφῃ τὸ 1320, τὸ δὲ ἄλλο τὸ 1863, καὶ τονουτοτρόπως κατέστη 
δυνατὸν τὸ ἔργον τοῦτο νὰ ἔλθη εἰς τὸ φῶς τὸ 1874, 

Τὸ Αιγαθμαὕγαπι (αὐτὸς εἶναι ὁ τίτλος τοῦ ἔργου) εἶναι τὸ πρῶτον 
καίµενον, ἐκ τῶν γνωστῶν µας σήμερον, εἰς τὸ ὁκοῖον ἐκτίθεται τὸ ἀρι- 
θµητικόν µας σύστημα. Περιλαμβάνει 108 στροφάς, κατανεµηµένας εἰς 
τέσσαρα κεφάλαια, τῶν ὁποίων τὰ θέµατα εἶναι; Ἱ. Οὐράνιαι ἁρμονίαι 
(πρόκειται περὶ ἀστρονομικῶν πινάκων), Π. Στοιχεῖα ἀριθμητικοῦ λογι- 
σμοῦ, ΠΙ. Ὁ χρόνος καὶ ἡ µέτρησίς του, Τν. Αἱ σφαῖραι. Ἐκ τούτων τὸ 
κεφάλαιον ΙΝ παρουσιάζει ἰδιαίτερον ἐνδιαφέρον καὶ διὰ τοῦτο καθῆκον 
τοῦ ἱστορικοῦ εἶναι νὰ δώστ µίαν περίληψιν τῆς ὕλης του. 

Ἔπειτα ἀπὸ µίαν εἰσαγωγικὴν ἐπίκλησιν πρὸς τὸν Βράχμα, τὴν Γῆν, 
τὰ ᾿Αστρα καὶ τοὺς ᾽᾿Αστερισμούς, ὁ συγγραφεὺς καρουσιάζει ἕνα πίνακα 
τῶν ἐν χρήσει ὀνομάτων διὰ τὴν µονάδα καὶ τὰς ἀννέα πρώτας δυνάμεις 
τοῦ δέκα. Διδάσκει κατόπιν πῶς εὑρίσκεται τὸ ἐμβαδὸν ἑνὸς τετρακλεύρου 
καὶ ὁ ὄγκος ἑνὸς κύβου δεδομένης κλευρᾶς καὶ τέλος πῶς ἐξάγεται ἡ τετρα- 
Υωνικὴ καὶ ἡ κυβικἡ ρίζα ἑνὸς ἀκεραίου ἀριθμοῦ, πρᾶγμα ἰσοδύναμον μὲ 
τὴν λύσιν τῶν ἀντιστρόφων προβλημάτων τοῦ τετραγώνου καὶ τοῦ κύβου. 

Διὰ τὸν ὑπκολογισμὸν τοῦ ἐμβαδοῦ ἑνὸς τριγώνου εἰσηγεῖται τὴν ἐκ- 
τέλεσιν τοῦ γινομένου τῆς βάσεως ἐπὶ τὁ ἥμισυ τοῦ ῦψους, τὸν αὐτὸν 
δὲ κανόνα διδάσκει διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ ὄγκου ἑνὸς τετραέδρου. Ἔ- 
πειδἠ τώρα εἶναι ἀδύνατον νἁἀ δεχθῶμεν ὅτι ἐνεφιλοχώρησε σφάλμα ἄντι- 
γραφῆς, διότι τότε θά παρεβιάζοντο οἱ νόμοι τῆς ἰνδικῆς προσφδίας, εἴμεθα 
ὑποχρεωμένοι νά παραδεχθῶμεν ὅτι εὑρισκόμεθα πρὀὸ ἑνὸς ἁδιαφιλονικήτου 
καὶ βαρυτάτου σφάλματος, 

Τοῦτο δὲ ἀκολουθεῖ ὀλίγον κατωτέρω ἕνα δεύτερον. Ἐνῷ διὰ τὸν ὕπο- 
λογισμὀὸν τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ κύκλου ὁ Αγγαὐμσία διατυπώνει τὴν ἀλήθειαν 
ὅτι ἀρκεῖ νὰ εὕρωμεν τὸ γινόμενον τοῦ µήκους τῆς περιφερείας ἐπί τὸ ἤ- 
µισυ τῆς ἀκτῖνας, διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ ὄγκου τῆς σφαίρας διδάσκει 
νὰ πολλακλασιάσωμεν τὸ ἐμβαδὸν μεγίστου κύκλου της ἐπὶ τὴν τετραγω- 
νικὴν ρίζαν τοῦ ἐμβαδοῦ τούτου, Μὲ ἄλλους λόγους, ἀντὶ τῆς ὀρθῆς ἐκφρά- 
σεως, διὰ τὸν ὄγκον τῆς σφαίρας, 
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λαμβάνει π]πτ", ὅπερ ἰσοδυναμεῖ μὲ τὴν παραδοχἠν τιμῆς τοῦ κ -- 16/9, 


336 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 

ὁηλαδὴ τῆς τιμῆς ἐκείνης, τὴν ὁποίαν ὡς εἴδομεν εἶχον υἱοθετήσει οἱ 
Αἰγύπτιοι (σύμπτώσις ἄραγε τυχαία :). Τὰ ἀποκαλυφθέντα σφάλματα ἀπο- 
δεικνύουν ὅτι ἐκεῖνος ποὺ τά διέπραξε δὲν εἶχε γνῶσιν τῶν δύο βιβλίων Ἡ ε- 
ρἱ σφαίρας καὶ κυλίνδρου, ποὺ εἶχεν ἤδη γράψει ὁ ᾽Αρχιμή- 
δης ἑπτὰ αἰῶνας προηγουμένως, 

᾿Ακολουθοῦν ἀκριβεῖς κανόνες διά τὸν ὑπολογισμόν τοῦ ἐμβαδοῦ τρα- 
πεζίου ὥς καὶ τῶν ἀκοστάσεων τοῦ σημείου τομῆς τῶν διαγωνίων ἀπὸ τὰς 
δύο βάσεις. 

Ὅ πρῶτος στίχος τῆς ἑπομένης στροφῆς εἶναι τόσον ἀπελπιστικὰ συν- 
ακτυγµένος, ὥστε εἶναι ἀδύνατον ἐντελῶς νὰ ἐκφέρωμεν κρίσιν ἐπὶ τῆς 
ἀξίας τοῦ κανόνος, τὸν ὁποῖον διδάσκει διά τὸν ὑκολογισμὸν τοῦ ἐμβαδοῦ 
ἑνὸς ἐπιπέδου πολυγώνου. Ὁ δεύτερος στίχος ὁμιλεῖ διὰ τὴν ἰσότητα µε- 
ταξὺ τῆς πλευρᾶς τοῦ κανονικοῦ ἐξαγώνου καὶ τῆς ἀκτῖνος τοῦ περιγεγραµ- 
µένου κύκλου. 

Περαιτέρω µανθάνοµεν, ὅτι µία περιφέρεια μὲ διάµετρον 2000 ἔχει µῆκος 
625832, πρᾶγμα ἀνταποκρινόμενον εἰς τιμὴν τοῦ π--3.1416, ἑπομένως τιµὴν 
ἀρκετῆς προσεγγίσεως, γνωστῆς ἤδη εἰς τὸν Κλαύδιον Πτολεμαῖον (6 0). 

Η ἐπομένη στροφἡ καλύπτεται µέχρι σήμερον ἀπὸ ἁδιαπέρατον ὁμί- 
χλην. Διαφαίνεται µόνον ὅτι σκοπός της εἶναι ἡ παροχἡ ὁδηγιῶν πρὸς κατα- 
σκευἠν ἑνὸς πίνακος ἡμιτόνων, θέµα τὸ ὁποῖον θά ἴδωμεν μετ΄ ὀλίγον νἁ κρα- 
Ὑματεύῶώνται ἄλλοι συγγραφεῖς κατὰ τρόπον περισσότερον καταληκτόν. 

Η ἀμέσως ἀκολουθοῦσα στροφἡ ἀποτελεῖ προοίµιον εἷς προβλήματα 
ἔχοντα ὥς σκοὀπὸν τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ ὕψους ἀντικειμένων µέσῳ τῆς 
σκιᾶς των καὶ τὰ ὁποῖα ἐνθυμίζουν τὸν Πυθαγόραν καὶ τὸν Θαλῆν, 

Ἐν συνεχείᾳ διδάσκει, ὅτι τὸ ἐπὶ τὴν ὑποτείνουσαν ὕψος ὀρθογωνίου 
τριγώνου εἶναι ἡ µέση ἀνάλογος τῶν δύο τµηµάτων εἰς τὰ ὁποῖα χωρίζει 
τὴν ὑποτείνουσαν. Κατόπιν δίδει ἐκφράσεις μερικῶν εὐθυγράμμων τµη- 
µάτων συνδεοµένων μὲ τὸ σύστημα δύο τεμνοµένων περιφερειῶν, ποὺ 
ἀπαντᾶται εἰς τὴν ἀστρονομίαν. Εἰς τὸ σημεῖον τοῦτο ὁ Αιγαδ]αϊα προ- 
χωρεῖ εἰς τὴν καράθεσιν βασικῶν τύὐπῶν, σχετικῶν μὲ τὰς ἀριθμητικὰς 
προόδους, τῶν ὁποίων οἱ σπουδαιότεροι φαίνονται ὡς προερχόμενοι ἐκ τοῦ 
γνωστοῦ ἔργου τοῦ Διοφάντου Περί πολυγώνων ἁριθμῶν. Ἐν 
συνεχείᾳ διδάσκει τὰς ἐκφράσεις τῶν ἀθροισμάτων τῶν τετραγώνων καὶ 
τῶν κύβων τῶν η πρώτων διαδοχικῶν ἀκεραίων ἀριθμῶν. 

Μετά τὴν ὕλην αὐτὴν, ἡ ὁποία εἶναι ἀρκετά ὑψηλῆς στάθµης, ἀνα- 
φέρονται αἱ ἀκόλουθοι στοιχειωδέσταται ταυτότητες : 
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καὶ μετὰ ταῦτα µία σειρἀ προβλημάτων ἁπλοῦ τόκου, μερικά τῶν ὁπκοίων 
ἀπαιτοῦν τὴν λύσιν ἐξισώσεων δευτέρου βαθμοῦ. ᾿Εκτίθεται ἔπειτα ἡ ἁπλῆ 
μέθοδος τῶν τριῶν, ὁ πολλακλασιασμὸς δύο κλασμάτων, ἕνας κανών, ὁ 
ὑκοῖος ἀνάγεται εἰς τὸ «Θυμαρίδειον ἐπάνθημα» (5 84), ἕνας ἄλλος, ὁ ὁποῖος 
χρησιμεύει εἰς τὴν λύσιν οἰασδήποτε ἐξισώσεως τῆς μορφῆς ας ὃ--α κ δ΄ 
καὶ τέλος, εἲς εἰδικάς περιπτώσεις, τὸ γνωστότατον «πρόβλημα τῶν ταχν- 
δρόμων», 

Ὅλα τ ἀνωτέρω δὲν ὑπερβαίνουν, ὅπως εἴδομεν, τὴν στάθµην, εἰς τὴν 
ὑποίαν ἔφθασεν ἡ ἐπιστήμη τοῦ λογισμοῦ εἰς τὴν ἀρχαίαν Ἑλλάδα. ᾿Απαν- 
εὔται ὅμως ἐδῶ ἕνα νέον ἐπίτευγμα σημαντικώτατον: ἡ λύσις, δηλαδή, 
εἰς ἀκεραίους καὶ θετικοὺς ἀριθμοὺς τῶν πρωτοβαθµίων ἐδισώσεων μὲ δύο 
ἀγνώστους. Καὶ παρ᾽ ὅλην τὴν συνεσφιγµένην διατύπωσιν τοῦ κειµένου, 
κατωρθώθη νά διακιστωθῇ, ὅτι ἡ πορεία τὴν ὁποίαν ἀκολουθεῖ διὰ νὰ φθάσῃ 
εἰς τὸν σκοπόν, συμπίπτει κατ᾿ οὐσίαν πρὸς τὴν ἐφαρμοζομένην σήμερον 


μέθοδον. 

Ἐξ ὅλων τῶν ἀνωτέρω συνάγεται, ὅτι τὸ ἔργον τοῦ Ασγαυμαία ἀποτελεῖ 
µίαν ἀνθολογίαν, ὄχι τόσον καλῶς ταδινομηµένην, ἀποβλέπουσαν εἰς τὴν 
παροχἠν γνώσεων καὶ μεθόδων κοινῆς χρήσεως εἰς τοὺς πρακτικούς. Είναι 
δηλαδἡ κάτι παρόµοιον πρὸς τὸ «Εγχειρίδιον λογιστοῦ» τοῦ ΑἨπιες (8 10) 
καὶ πρὸς μερικἀ ἁποσκάσματα φερόµενα ὑπὸ τὸ ὄνομα τοῦ "Ἡρώωνος τῆς 
Αλεξανδρείας, 

Ἡ πλήρης ἕλλειψις ἀποδείξεων ἐπιτρέπει νά ὑποθέσωμεν ὅτι ὁ συγ- 
χραφεὺς ἤντλησεν ἐκ πηγῶν (ἐθνικῶν ἢ ἑλληνικῶν ;) ἀγνώστων εἰς ἡμᾶς, 
Τὰ σφάλματα ὅμως εἰς τὰ ὁποῖα περιέπεσεν ὁδηγοῦν εἰς τὸ συμπέρασμα 
ἢ ὅτι ὁ συγγραφεὺς ἦτο µετρίας διανοήσεως, ὥστε νὰ μὴ δύναται νὰ δια- 
κρίνῃ τὴν ἀλήθειαν ἀπὸ τὸ ψεῦδος ἢ ὅτι δὲν ἐζήτησε πάντοτε τὴν βοήθειαν 
αὐθεντιῶν, ἀξίων µεγαλυτέρας ἐμπιστοσύνης. 


Βταλιπαραρία καὶ Ῥβμακοατα 


134. Ὑπάρχουν δύο ἄλλα κείµενα, ὀφειλόμενα εἰς τὸν Βταλπαρυρία 
(περίπου 628) καὶ τὸν Ββαεςαγα (περίπου 1150) ἀντιστοίχως, τὰ ὁποῖα ἑὰ 
ἔπρεπε νὰ συμβουλευθῇ ὁ ἐπιθυμῶν νὰ σχηµατίση µίαν ἀκριβῆ ἀντίληνιν 
τῶν ἰνδικῶν μαθηματικῶν καὶ τὰ ὁποῖα δὲν εἶναι παρὰ κεφάλαια, ἀποσπα- 
σθέντα ἀπὸ ἔργα προὠρισμµένα διὰ τὴν προκαρασκευἠν τῶν ὑποψηφίων 
ἁστρονόμων. Τὰ κεφάλαια αὐτὰ θὰ μᾶς χρησιµεύσουν, διὰ γὰ συμπληρώ- 
σωµεν τὸ πλαίσιον τῶν γνώσεών µας ἐπὶ τῶν ἰνδικῶν μαθηματικῶν, ὅπως 
μᾶς ἐχρησίμευσαν μερικἀ κεφάλαια τῆς Αλματέστας, διὰ τὸν ἴδιον 
σκοπόν, προκειµένου περὶ τῶν ἑλληνικῶν μαθηματικῶν, Κάθε κεφάλαιον 
περιλαμβάνει εἰς στίχους τὴν ἐκφώνησιν ἑνὸς κανόνος καὶ ἔπειτα ἐφαρμο-- 


καὶ μετὰ ταῦτα µία σειρἀ προβλημάτων ἁπλοῦ τόκου, μερικά τῶν ὁπκοίων 
ἀπαιτοῦν τὴν λύσιν ἐξισώσεων δευτέρου βαθμοῦ. ᾿Εκτίθεται ἔπειτα ἡ ἁπλῆ 
μέθοδος τῶν τριῶν, ὁ πολλακλασιασμὸς δύο κλασμάτων, ἕνας κανών, ὁ 
ὑκοῖος ἀνάγεται εἰς τὸ «Θυμαρίδειον ἐπάνθημα» (5 84), ἕνας ἄλλος, ὁ ὁποῖος 
χρησιμεύει εἰς τὴν λύσιν οἰασδήποτε ἐξισώσεως τῆς μορφῆς ας ὃ--α κ δ΄ 
καὶ τέλος, εἲς εἰδικάς περιπτώσεις, τὸ γνωστότατον «πρόβλημα τῶν ταχν- 
δρόμων», 

Ὅλα τ ἀνωτέρω δὲν ὑπερβαίνουν, ὅπως εἴδομεν, τὴν στάθµην, εἰς τὴν 
ὑποίαν ἔφθασεν ἡ ἐπιστήμη τοῦ λογισμοῦ εἰς τὴν ἀρχαίαν Ἑλλάδα. ᾿Απαν- 
εὔται ὅμως ἐδῶ ἕνα νέον ἐπίτευγμα σημαντικώτατον: ἡ λύσις, δηλαδή, 
εἰς ἀκεραίους καὶ θετικοὺς ἀριθμοὺς τῶν πρωτοβαθµίων ἐδισώσεων μὲ δύο 
ἀγνώστους. Καὶ παρ᾽ ὅλην τὴν συνεσφιγµένην διατύπωσιν τοῦ κειµένου, 
κατωρθώθη νά διακιστωθῇ, ὅτι ἡ πορεία τὴν ὁποίαν ἀκολουθεῖ διὰ νὰ φθάσῃ 
εἰς τὸν σκοπόν, συμπίπτει κατ᾿ οὐσίαν πρὸς τὴν ἐφαρμοζομένην σήμερον 


μέθοδον. 

Ἐξ ὅλων τῶν ἀνωτέρω συνάγεται, ὅτι τὸ ἔργον τοῦ Ασγαυμαία ἀποτελεῖ 
µίαν ἀνθολογίαν, ὄχι τόσον καλῶς ταδινομηµένην, ἀποβλέπουσαν εἰς τὴν 
παροχἠν γνώσεων καὶ μεθόδων κοινῆς χρήσεως εἰς τοὺς πρακτικούς. Είναι 
δηλαδἡ κάτι παρόµοιον πρὸς τὸ «Εγχειρίδιον λογιστοῦ» τοῦ ΑἨπιες (8 10) 
καὶ πρὸς μερικἀ ἁποσκάσματα φερόµενα ὑπὸ τὸ ὄνομα τοῦ "Ἡρώωνος τῆς 
Αλεξανδρείας, 

Ἡ πλήρης ἕλλειψις ἀποδείξεων ἐπιτρέπει νά ὑποθέσωμεν ὅτι ὁ συγ- 
χραφεὺς ἤντλησεν ἐκ πηγῶν (ἐθνικῶν ἢ ἑλληνικῶν ;) ἀγνώστων εἰς ἡμᾶς, 
Τὰ σφάλματα ὅμως εἰς τὰ ὁποῖα περιέπεσεν ὁδηγοῦν εἰς τὸ συμπέρασμα 
ἢ ὅτι ὁ συγγραφεὺς ἦτο µετρίας διανοήσεως, ὥστε νὰ μὴ δύναται νὰ δια- 
κρίνῃ τὴν ἀλήθειαν ἀπὸ τὸ ψεῦδος ἢ ὅτι δὲν ἐζήτησε πάντοτε τὴν βοήθειαν 
αὐθεντιῶν, ἀξίων µεγαλυτέρας ἐμπιστοσύνης. 


Βταλιπαραρία καὶ Ῥβμακοατα 


134. Ὑπάρχουν δύο ἄλλα κείµενα, ὀφειλόμενα εἰς τὸν Βταλπαρυρία 
(περίπου 628) καὶ τὸν Ββαεςαγα (περίπου 1150) ἀντιστοίχως, τὰ ὁποῖα ἑὰ 
ἔπρεπε νὰ συμβουλευθῇ ὁ ἐπιθυμῶν νὰ σχηµατίση µίαν ἀκριβῆ ἀντίληνιν 
τῶν ἰνδικῶν μαθηματικῶν καὶ τὰ ὁποῖα δὲν εἶναι παρὰ κεφάλαια, ἀποσπα- 
σθέντα ἀπὸ ἔργα προὠρισμµένα διὰ τὴν προκαρασκευἠν τῶν ὑποψηφίων 
ἁστρονόμων. Τὰ κεφάλαια αὐτὰ θὰ μᾶς χρησιµεύσουν, διὰ γὰ συμπληρώ- 
σωµεν τὸ πλαίσιον τῶν γνώσεών µας ἐπὶ τῶν ἰνδικῶν μαθηματικῶν, ὅπως 
μᾶς ἐχρησίμευσαν μερικἀ κεφάλαια τῆς Αλματέστας, διὰ τὸν ἴδιον 
σκοπόν, προκειµένου περὶ τῶν ἑλληνικῶν μαθηματικῶν, Κάθε κεφάλαιον 
περιλαμβάνει εἰς στίχους τὴν ἐκφώνησιν ἑνὸς κανόνος καὶ ἔπειτα ἐφαρμο-- 


14 Ἱστορία τῶν Μαβημµατικῶν 
γὴν τούτου εἰς τὴν λύσιν ἑνὸς ἢ περισσοτέρων προβλημάτων. Τόσον εἷς 
τὸ σύνολον, ὅσον καὶ εἷς τὰς λεπτοµερείας μορφῆς καὶ μεθόδου, παρου- 
σιάζουν μεγάλην ὁμοιότητα εἰς τρόκον, ὥστε, πρὸς ἀποφυγὴν ὀχληρῶν 
ἑκαναλήψεων, θά περιορισθῶμεν νά ἐκθέσωμεν µόνον ὅ,τι οὐσιῶδες εὑρί- 
σκεται εἰς αὐτά. 

Ὁ Βήαεσατα, ὁ συγγραφεὺς τῆς 1 Παναῖί", τοῦ σπουδαιοτέρου ἐκ τῶν 
περὶ ὢν ὁ λόγος κειμένων, δηλοῖ ἓν προοιµίῳ, ὅτι «ἐκεῖνος, ποὺ γνωρίζει 
καθαρὰ καὶ ξάστερα τὴν πρόσθεσιν, τὰς ἄλλας εἴκοσι πράξεις καὶ τοὺς 
ὀκτώ προσδιορισμούς, μὴ ἐδαιρουμένου ἐκείνου µέσῳφ τῆς σκιᾶς, ἡμπορεῖ 
νά λέγεται μαθηματικὸς», Αἱ πράξεις καὶ οἱ προσδιορισμοί, περὶ τῶν ὁποίων 
ὁμιλεῖ, καὶ οἱ ὁποῖοι δίδουν εἰς τὰ ἰνδικὰ μαθημµατικὰ τὸν πλέον ἑντυπῶ- 
σιακὀν χαρακτήρα, εἶναι ἀνάγκη ν᾿ ἀκαριθμηθοῦν ἐδῶῷ : 

Πράξεις: Ἱ. Πρόσθεσι, 2. ᾿Αφαίρεσις, 3. Πολλαπλασιασμὀς, 
4. Διαίρεσις, 5. Ὕψωσις εἰς τετράγῶνον, 6. ᾿Εξαγωγὴ τετραγωνικῆς ρίζης, 
7. Ὕψωσις εἰς κύβον, δ. ᾿Εξαγωγὴ κυβικῆς ρίζης, 3 - 4, Πράξεις ἐπὶ τῶν 
κλασμάτων, 15- 19. ᾽Αναλογίαι μὲ τρεῖς, πέντε, ἑπτὰ καὶ ἔνδεκα ὅρους, 
20. "Ανταλλαγαί. 

Προσδιορισμοί: Ἱ. Μῖξι, 2. Πρόσδοι, 3. ᾿Ἐπίπιδα σχήματα, 
4. Ὀρύγματα, 5. Σώροί, 6. Στέγαι, 7. ᾿Ἐπιχώματα, 8. Σκιαί. 

Ποία εἶναι ἀκριβῶς ἡ γραμμἠ διαχωρισμοῦ μεταξὺ πράξεων καὶ προσ- 
διορισμῶν δὲν εἶναι σαφές. "Αν αἱ πρὀοδοι δὲν περιελαμβάνοντο εἰς τοὺς 
προσδιορισμούς, θἀ ἦτο δυνατὸν νὰ δεχθῶμεν, ὅτι αἱ πράξεις ἀνῆκον εἰς 
τὴν ἀριθμητικὴν, ἐνῷ οἱ προσδιορισμοὶ εἰς τὴν πρακτικὴν γεωμµετρίαν. 
αλλ" ὅπως θά ἴδωμεν κατωτέρω, αἱ πράξεις καὶ οἱ προσδιορισμοϊ δὲν ἔξαν- 
τλοῦν ὅλα τὰ μαθηματικά ζητήματα, ποὺ ἐξήτασαν οἱ Ἴνδοί. 

Ας ἕλθωμεν εἰς κάποιαν σημαντικωτέραν λεπτοµέρειαν. ᾽Αφϕήνοντες 
ὀπίσω τὴν κρακτικὴν ἀριθμητικήν, παρατηροῦντες µόνον ὅτι οἱ Ἰνδοὶ 
εἶχον εἰδικὰ ὀνόματα διά τὴν µονάδα καὶ τὰς 17 πρώτας δυνάµεις τοῦ 190, 
θὰ προχωρήσωμεν εἰς τὸν χαρακτηρισμὀν τοῦ ἀλγεβρικοῦ τῶν συµβο- 
λισμοῦ, ὁ ὁποῖος, δυνάµεθα νὰ εἴπωμεν, ἀντιπροσώπεύει ἕνα μεταβατικὸν 
στάδιον μεταξὺ διοφαντικῆς καὶ σηµερινῆς ἀλγέβρας. 

Πρὸς δήλωσιν τῆς ἰσότητος δύο ποσοτήτων δὲν ἐχρησιμοποίουν εἰδικὸν 
σύμβολον, ἀλλά περιωρίζοντο εἲς τὸ νάἀ γράφουν τὰς δὺο ἴσας ποσότητας 
ἐπὶ δύο διαδοχικῶν γραμμῶν. Ἐὰν τὰ συγκρινόµενα μεγέθη ἦσαν πολυώ- 
νυμα μὲ ἕνα ἄγνωστον, τότε ἐγράφοντο διατεταγμένα κατὰ τὰς κατιούσας 
δυνάµεις αὐτοῦ, οἱ δὲ συντελεσταί, θετικοὶ ἢ ἀρνητικοί, ἐπροτάσσοντο 


. Αὐτὸ εἶναι τὸ ὄνομα μιᾶς γοναικός, (τῆς κόρης του), εἰς τὴν ὁποίαν ὁ συγγραφεὺς 
ἀποτείνει τὰς ἐκφωνήσεις τῶν διαφόρων ζητημάτων, Οὕτω εἰς µίαν ὁ αὐτῶν διαβάζοµεν : 
α«Χαριταμόνη καὶ ἀγακητὴ ΙλαναΗ, ποὺ τὰ µάτια σου σὲ κάνουν νὰ µοιάζης σάν ἐλαφάκι, 
πὲς µου, τί βρίσκεις, ἂν πολλαπλασιάσης τὸ 135 ἐπί τὸ 121 
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τῶν ἀντιστοίχων δυνάµεων. Οὔτε πρὸς δήλωσιν τῆς προσθέσεως εἶχον [δι- 
αίτερον σύμβολον, τὸ δὲ γινόµενον ἐδηλοῦτο δι’ ἁπλῆς παραθέσεως τῶν 
παραγόντων. Ἕνα σημεῖον, προτασσόµενον τοῦ ἀριθμοῦ, εἶχε τὴν ἔννοιαν 
ὅτι οὗτος ἔπρεπε νὰ ληφθῇ ἀρνητικῶς. Ἕνα κλάσμα παριστάνετο μὲ τὸ 
σύμβολον αρ ἢ α -ΕΒ. Τέλος, ἡ δευτέρα καὶ τρίτη δύναµις ἑνὸς μεγέθους 
παριστάνετο μὲ τὰ ἀρχικὰ γράµµατα τῶν λέξεων ατετράγῶνον» καὶ ακύβος», 
προτασσόµενα εἰς τὸ σύμβολον τοῦ μεγέθους. "Αν καὶ ὁ ἀνωτέρω συμβο- 
λισμὸς δὲν διαφέρει πολὺ τοῦ ὑπὸ τῶν Ἑλλήνων ἐφαρμοσθέντος, ἐν τούτοις 
ὑπερέχει τούτου ὡς πρὸς τὴν δυνατότητα ἀναγραφῆς περισσοτέρων ἀγνώ- 
στων. Τὸ σημαντικὀν τοῦτο ἀποτέλεσμα ἐπετύγχανον δίδοντες εἰς ἕκαστον 
ἄγνωστον τὸ ὄνομα ἑνὸς χρώματος καὶ σύμβολον τὸ ἀρχικὸν γράµµα τοῦ 
χρώματος τούτου. 

Εἰς τὴν ἰνδικὴν ἄλγεβραν παρουσιάζει ἰδιαίτερον ἐνδιαφέρον ἕνα 
χωρίον, ἀφιερωμένον εἰς τοὺς κανόνας τῶν πράξεων μὲ τὸ μηδέν, διότι ἄπο- 
δεικνύσι ὅτι ἐκτὸς τοῦ ἰδιάζοντος λειτουργήµατος, τὸ ὁποῖον ἀνέθεσαν εἰς 
τὸ σύμβολον τοῦτο πρὸς τελειοποίησιν τῆς ἀριθμογραφίας θέσεως, εἴχον 
πλήρη ἐπίγνωσιν τοῦ γεγονότος ὅτι τοῦτο ἔχαιρεν εἰς τοὺς λογισμοὺς εἷ- 
δικῶν προνοµοίων ! ᾿Εγνώριζον δηλαδὴ ὄχι µόνον τὰς πράξεις : 


4 άθ--α, α χθ-θ, 


ἀλλὰ καὶ τὸ γεγονός, ὅτι τὸ 0, ὡς παρονοµαστὴς κλάσματος, ἔδιδε γὲ- 
νεσιν εἰς µίαν ὀντότητα νέου εἴδους, προικισµένην μὲ τὴν περιεργοτάτην 
ἰδιότητα, νὰ μὴ µεταβάλληῃ μέγεθος διὰ τῆς προσθήκης ἢ ἀφαιρέσεως ἑνὸς 
ἀριθμοῦ ὁσονδήποτε μεγάλου. Δὲν εἶχε λοιπὸν διαφύγει τῆς προσοχῆς των 
ἡ σπουδαιοτέρα ἰδιότης τοῦ ἀπείρου. Οὔτε τὸ γεγονός, ὅτι ἡ βαθμιαία ἑλάτ- 
τῶσις τοῦ παρονομαστοῦ ἑνὸς κλάσματος προκαλεῖ ἀντίστοιχον αὔξησιν 
τῆς τιμῆς τούτου πέραν παντὸς ἐπιθυμητοῦ ὁρίου. Ἐϊναι λοιπὸν Βεμιτὸν 
ν᾿ ἀναγνωρίσωμεν, ὅτι μὲ τὸν Β]ακσαγα κάνουν τὴν εἴσοδόν των εἰς τὴν 
θεωρητικἡν ἀριθμητικὴν οἱ ἀριθμοὶ 0 καὶ οο. 

Οἱ Ἴνδοὶ ἐχειρίζοντο μὲ οἰκειότητα τὰς ἀρνητικὰς ποσότητας, μὲ τὰς 
ὁποίας ἐσυνήθιζον νὰ παριστοῦν τὰ χρέη, ἀπέκλειον δὲ αὐτὰς ἐκ τῶν λύσεων 
ἑνὸς προβλήματος, ὅταν ὑπὸ τὰς συνθήκας αὐτοῦ ἦσαν ἀνεπίδεκτοι ἕρμη- 
νείας, Μολονύτι δὲν εἴχον φθάσει εἰς τὴν γενικὴν ἔννοιαν τοῦ ἀσυμμέτρου 
ἀριθμοῦ, εἴχον ἀκριβεῖς γνώσεις γύρω ἀπὸ τοὺς ὑπολογισμοὺς μὲ ριζικά, 
ὅπως ἀποδεικνύεται ἀπὸ τὰς ἀκολούθους ταυτότητας : 


κ «δ γαι ὃ 52 γα8, 


ν.τῖς - ν.δ ψ/.-Ξτ 


τὰς ὁποίας ἐφήρμοζον ὁσάκις παρεῖχον ὠφέλειαν, ὅταν δηλαδὴ τὸ γινό- 
µενον αὖ εἰς τὴν πρώτην ἢ ἡ διαφορά αἳ --- εἰς τὴν δευτέραν ἦσαν τέλεια 
τετράγωνα. Δὲν ἦτο ἐπίσης ἄγνωστον εἰς αὐτοὺς τὸ ἀμφίσημον τῆς τετρα- 
γωνικῆς ρίζης, τὴν δὲ ἔκφρασιν Ἱ---α ἐχαρακτήριζον ὡς πρᾶξιν ἀδύνατον. 


τῶν μαγικῶν τετραγώνων (τῶν ὁποίων τούὐλάχιστον τὸ ἁπλούστερον ἦτο 
Υνωστὸν εἰς τοὺς Κινέζους), πρᾶγμα τὸ ὁποῖον δὲν θἀ προκαλέσῃ θαυμασμὸν 
εἰς τοὺς γνωρίζοντας, ὅτι εἰς τοὺς Ἰνδοὺς ἀποδίδεται καὶ ἡ ἐφεύρεσις τοῦ 
ζατρικίου (σκάκι). 


135. Διαθέτοντες ὅλα τὰ στοιχεῖα τοῦ ἀλγεβρικοῦ λογισμοῦ, οἱ µα- 
θηµατικοί, περὶ τῶν ὁποίων ὁ λόγος, ἠδυνήθησαν ν᾿ ἀντιμετωπίσουν μὲ 
ἐπιτυχίαν τὴν λύσιν τῶν ἐξισώσεων πρώτου καὶ δευτέρου βαθμοῦ. Ὅσον 
ἀφορᾷ τὰ ὠρισμένα συστήµατα γραμμικῶν ἐξισώσεων, ἡ ἐξέτασις τῶν δια- 
φόρων προβλημάτων, τὰ ὁποῖα οὗτοι ἐπραγματεύθησαν (μερικά τῶν ὁποίων 
δὲν διαφέρουν ἐκείνων, ποὺ ἀπαντῶνται εἲς τὴν ἑλληνικὴν βιβλιογραφίαν, 
ἐνῷ ἄλλα εὑρίσκονται εἰς τὰς σημερινάς συλλογὰς σχολικῆς χρήσεως) 
ἄγει εἰς τὸ συμπέρασμα, ὅτι οἱ ἰνδοὶ μαθηματικοί δὲν ὑπερέβησαν τοὺς 
Ἓλληνας εἰς ἀλγεβρικὴν δεξιότητα, ἡδύναντο ὅμως, χάρις εἰς τὸν ἄκο- 
τελεσματικώτερον συµβολισµόν, νά ὑπερνικήσουν τὰς δυσκολίας τοῦ ἀλ- 
γεβρικοῦ λογισμοῦ. 

Εἰναι ἐπίσης ἀξιοσημείωτον ὅτι παρουσιάζονται χειραφυτημένοι ὡς 
πρὸς τὴν ἰδίαν τῆς ἀποκλειστικῆς ἐξετάσεως τῶν τριῶν περιπτώσεων τῆς 
δευτεροβαθµίου ἐξισώσεως : 


χ)  αχ ο ὃ, αἳ-αχ-- Ὁ, χἳΕὓ-- αχ, 


αἱ ὁποῖαι ἐπιβάλλονται µόνον ὅταν θέλωµεν οἱ συντελεσταὶ νἁ εἶναι θε- 
τικοί. Πρὸς λύσιν αὐτῶν ἐχρησιμοποίουν µίαν µέθοδον μὴ διαφέρουσαν 
τῆς σήµερον ἐν χρήσει καὶ δὲν ἠρνοῦντο τὰς δύο ρίζας, ὅταν ὑπῆρχον τοι- 
αὔται Θετικα. Κατά συνέπειαν ἡ ὑπεροχὴ τῶν ἔργων τούτων ἐν σχέσει 
πρὸς τὰ προηγούμενα, ὅσα γνωρίζοµεν, εἶναι δίκαιον ν᾿ ἀναγνωρισθῇ μὲ 
εἰλικρίνειαν. 


Τὸ αὐτὸ δύναται νὰ λεχθῇ καὶ διά τὰς ἐξισώσεις τρίτου καὶ τετάρτου 
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βαθμοῦ. Πράγματι, ἐνῷ ὁ Διόφαντος εὗρε µίαν µόνον ρίζαν τῆς τριτοβαβµίου 
ἐξισώσεως : 
ἆἳ -. δα) ἵ- κ --- ἶ -- κ - 2-3, 
ὁ Βταἰπιαραρία ἐπέτυχε τὸ αὐτὸ εἰς τὰς ἀκολούθους δύο ἐξισώσεις : 
” --- 12 -- 6χ1 15, 
χα ---- 21: -- 2001) --- 9 


µεταγράφων αὐτὰς ὑπὸ τὰς µορφάς : 
(α --- 218 -- 39, 
(5 -- )5 --(2ς ος 100) 


καὶ ἐξάγων ἔπειτα τὴν κυβικὴν ἢ τετραγωνικὴν ρίζαν. Τὸ τέχνασμα τοῦτο 
ὠὡδήγησε πολὺ ἀργότερα εἰς τὴν λύσιν ὅλων τῶν τεταρτοβαθµίων ἐξισώσεων, 

᾽Αλλ’ ἡ περιοχἡ τῶν μαθηματικῶν, εἰς τὴν ὁποίαν οἱ Ἴνδοί δύνανται 
νά προβάλλουν, μέχρις ἀποδείξεως τοῦ ἑναντίου, ἁδιαφιλονίκητα δικαιώ- 
µατα κυριότητος εἶναι ἡ ἀπροσδιόριστος ἀνάλυσις. Εἴδομεν, πράγματι, 
ὅτι ὁ Ατγαὐλιαία ἀναζητεῖ τὰς ἀκεραίας καὶ θετικὰς λύσεις τῆς ἐδισώσεως 
ακ -- ὉΥ --ς, κατὰ τρόπον μὴ διάφορον τοῦ σήμερον ἐφαρμοζομένου. 
Ὁ Βταλπιακαρία καὶ ὁ Ἠλαθοαγα ἐπεκτείνουν τὴν ἔρευναν εἷς δευτερο- 
βαθµίους ἐξισώσεις τῶν ἀκολούθων τύπων : 


αχ! -- τ (α) 

αλ 1λὰ (Ρ) 

ΧΥ {- κής ῦΥ --ς ()) 

καὶ ἄλλων εἰδικῶν μορφῶν, εἰς τὰς ὁποίας οἱ ἄγνωστοι εἶναι ὑψωμένοι εἰς 


τὸν τρίτον βαθμόν. 

Διὰ νὰ δώσωμεν µίαν ἰδέαν κατὰ προσέγγισιν τῶν ἀποτελεσμάτων, 
εἰς τὰ ὁποῖα ἔφθασαν, θὰ σημειώσωμεν ὅτι ἐδίδαξαν µίαν µέθοδον (κοὺ 
ὠνομάσθη ακυκλικἡ μέθοδος»), ἡ ὁποία ἐπιτρέπει ἐκ μιᾶς λύσεως τῆς ἑξι- 
σώσεως (α), νὰ εὕρωμεν ἀπειρίαν ἄλλων, ἐφ' ὅσον ὑφίστανται τοιαῦται. 
Είναι ἀληθὲς ὅτι δὲν κατέλικον καµµίαν Τραπτὴν ἔνδειόιν δυναµένην νὰ 
διευκολύνῃ τὴν εὕρεσιν τῆς ἀφετηριακῆς λύσεως, ἀλλ᾽ ἓν τούτοις ἀνε- 
γνώρισαν εἰς ὡρισμένας περιπτώσεις τὴν ἀνυπαρδίαν τοιαύτης. Πολλά ἀπὸ 
τά συμπεράσματα, εἰς τὰ ὁκοῖα ἔφθασαν, σχετικῶς μὲ τὴν ἀκροσδιόριστον 
ἀνάλυσιν δευτέρου βαθμοῦ, ἐπανευρέθησαν, ἀνεξαρτήτως, ὑπὸ ἐπιφανῶν 
μαθηματικῶν τοῦ ΧΥΠ καὶ ΧΥΠ αἰῶνος καὶ οὕτω ἀπετέλεσαν µόνιμον 
κτῆμα τῆς ἐπιστήμης µας. Εἶναι δὲ τοῦτο ἀρκετόν, διὰ νὰ ἐδαρθῇ ἡ µεγάλη 
σκουδαιότης τῶν. 


136. -- 'Εὰν αἱ ἀριθμητικο - ἀλγεβρικαί ἐργασίαι τῶν ἼἸνδῶν, αἵ ἀπο- 
1081. -- Ἱστορία -ν Μαδηματικῶ», Τόμος Τ Ι6 


ο ἌἎ- -- ---. Ἕρωπαα, 


τολοῦσαι τὸν πυρῆνα τῆς µαθηµατικῆς φιλολογίας των, εἶναι τοιαύτης 
σπουδαιότητος, δὲν δυνάµεθα νἁ εἴπωμεν ὅτι ὑστεροῦν αἱ σελίδες αἱ ἄφιερω- 
µέναι εἰς τὴν γεωμετρίαν, αἱ ὁποῖαι, ὡς παρετήρησε μὲ ὀξυδέρκειαν ὁ Μ. 
Ολαθίες, ἀποτελοῦν μίαν θεωρίαν τοῦ τριγώνου καὶ τοῦ τετραπλεύρου. 
Περµχουν, πράγµατι, τὴν λύσιν τῶν ἀκολούθων θεμελιωδῶν προβλημάτων: 
Ι. Νά ὑπολογισθῇ τὸ ἐμβαδὸν τριγώνου καὶ ἡ ἀκτὶς τοῦ περιγεγραµ- 

µένου κύκλου συναρτήσει τῶν πλευρῶν, 

Π. νά κατασκευασθῇ τρίγωνον, τοῦ ὁποίου αἱ πλευραί, τὸ ἐμβαδὸν 
καὶ ἡ ἀκτίς τοῦ περιγεγραµµένου κύκλου νὰ ἐκφράζωνται ὑπὸ 
ρητῶν ἀριθμῶν. ᾿ 

ΠΙ. Νά εὑρεθῇ τὸ ἐμβαδὸν τετραπλεύρου ἐγγεγραμμένου εἰς κύκλον, 
συναρτήσει τῶν κλευρῶν, ὡς καὶ ἡ ἀκτὶς τοῦ περιγεγραµµένου 
κύκλου, αἱ διαγώνιοι κλπ. 

Πν, Νά κατασκευασθῇ τετράπλευρον ἐγγράψιμον εἰς κύκλον, τοῦ 
ὁποίσυ ὅλα τὰ ἀνωτέρώ στοιχεῖα νὰ ἐκφράζωνται ὑκὸ ρητῶν 
ἀριθμῶν. 

Κατὰ τὴν διάρκειαν τῶν ἐρευνῶν αἵ ὁποῖαι Φδήγησαν εἰς τὴν λύσιν 
τῶν προβλημάτων τούτων, ὁ Βταλμπιαμαρία συνήντησε ὄχι µόνον τὸν γνω- 
στὸν τύπον τοῦ Ἡρωνος : 

Ε-- τ(τ--α) (τ--β) (τ--Υ, 


διά τὸ ἐμβαδὸν τριγώνου μὲ πλευρὰς α, β, Υ καὶ ἡμιπερίμετρον τ, ἀλλ’ 
ἐπίσης τὸν ἀνάλογον διὰ τὸ τετράκλευρον : 
Ε-- Ἰ(τ--α) (τ---β) (τ---) (τ--δ], 

ἔκαμε δὲ τὴν παρατήρησιν ὅτι ὁ πρῶτος προκύκτει ἀπὸ τὸν δεύτερον, ἂν 
μηδενίσωµεν µίαν πλευρὰν τοῦ τετραπλεύρου. Παρὰ ταῦτα οὐδεμίαν ἀπό- 
δειξιν παρέχει διὰ τὸν ἕνα ἢ τὸν ἄλλον ἀπὸ τοὺς ἀνωτέρω τύκους, ᾿Επὶ 
πλέον δὲ παρασιωπᾷ τὸν [κανὸν ὅρον τῆς ἰσχύος τοῦ δευτέρου, νὰ εἶναι 
δηλαδἡ τὸ τετράπλευρον ἐγγράψιμον εἰς κύκλον. Οὕτω ἀγόμεθα εἰς τὸ νά 
ὑποθέσωμεν, ὅτι εὑρισκόμεθα μᾶλλον ἐνώπιον συμπερασμάτων μηχανικῶς 
ἀντιγραφέντων ἀπὸ ἄλλα Έργα, ἄγνωστα εἰς ἡμῖς, ἴσως τοῦ ᾿Αρχιμήδους, 
οἷς τὸν ὁποῖον ἀποδίδεται ἕνα ἀπολεσθὲν ἔργον ἐπὶ τοῦ ἐγγεγραμμένου 
τετραπλαύρου, 

Εἰς τὰ ὑπ' ἀριθμὸν Ἡ καὶ ΙΨ προβλήματα συνοψίζονται αἱ μέθοδοι 
κατασκευῆς ὀρθογωνίων τριγώνων μὲ πλευράς ρητοὺς ἀριθμούς, δυνα- 
µένας νά ἐκφρασθοῦν ἀλγεβρικῶς μὲ τοὺς τύπους: 


υπ 155) 


ς . αἲ ---οἳ αἳ αν 
Ἡ τοὺς ἰσοδυνάμους: σα, αν πας 


οἱ ὁποῖοι διὰ Ὁ --ἰ καὶ 2 ἀνάγονται εἰς τοὺς τύπους τοῦ Πυθαγόρου καὶ 
τοῦ Πλάτωνος (ἢ τοῦ ᾿Αρχύτα). 

Οἱ ἀνωτέρω εἶναι συνδεδεμένοι μὲ τὸ θεώρηµα τοῦ Πυθαγόρου, τοῦ 
ὁποίου θεωρήματος ὁ Βίασεαγα δίδει, ὡς ἐκ συµ- 
πτώσεως καὶ εἰς εἰδικά τρίγωνα, δύο ἀποδείξεις, Ἡ 
µία ἐξ αὐτῶν στηρίζεται ἐπὶ τῆς ὁμοιότητος τῶν 
δύο τριγώνων εἰς τὰ ὁκοῖα χωρίζεται τὸ ὀρθογώνιον 
τρίγώνον διά τῆς καθέτου ἐπὶ τὴν ὑποτείνουσαν ἐκ 
τῆς κορυφῆς τῆς ὀρθῆς γωνίας. Ἡ ἄλλη ἀπόδειξις 
συνίσταται εἰς µίαν προτροπὴν νὰ απαρατηρήσα- 
μεν» τὸ παρατιθέµενον σχῆμα (σχ. 20) καὶ νὰ συν- 
αγάγωµεν ἐξ αὐτοῦ ὅτι : 

ο) -(α---)1 4 --- 


Μὲ τὰς ἰδίας αὐτὰς θεωρίας συνδέεται µία ἀξιοσημείωτος κατασκευἠ 
ἑνὸς τετραπλεύρου, ὄχι µόνον ἐγγραψίμου καὶ ρητοπλεύρου (ἔχοντος δη- 
λαδὴ πλευράς µετρουµένας ὑπὸ ρητῶν ἀριθμῶν), ἀλλά ἔχοντος συγχρόνως 
καὶ τὰς διαγωνίους καθέτους μεταξύ των. Ἡ κατασκευἠ τοιούτου σχἡ- 
µατος, θὰ ἠδύνατο κανεὶς νά ἰσχυρισθῇ, ὅτι εἶναι ἐμπνευσμένη ἀπὸ τᾷ 
Αριθμητικά τοῦ Διοφάντου (Βιβλίον Π, πρόβλημα 19), ὡς προκύπτει 
ἐξ ὅσων θὰ εἴπωμεν ἀμέσως, 

Ἔστωσαν δύο τρίγωνα ὀρθογώνια μὲ πλευράςα, β,}Υκαία, β,Υ, 

ο ὅπου }, Υ΄ εἶναι αἱ ὑποτείνουσαι. Ἔκ τούτων παρά- 
Ίονται τὰ ἀκόλουθα τέσσαρα, ἐπίσης ὀρθογώνια 
τρίγωνα : 
(αα’, βα”, γα} (αἱα, β΄α, γα) 
(αβ’, ββ’,Ύβ} (αβ, β΄Β, ΥΒ), 
.π τὰ ὁποῖα δύνανται νά διαταχθοῦν εἰς τὸ ἐπίπεδον 
(σχ. 21) κατὰ τοιοῦτον τρόπον, ὥστε νά σχηµατν 
Ὁ σθῇ ἕνα τετράπλευρον ΛΗΒΓΏὮ τοῦ ζητουµένου εἴ- 
Σχ. 14 δους. Ἡ ἐξέτασις τοῦ σχήµατος δεικνύει ἀμέσως, 
ὅτι τὸ ἐμβαδόν του δύναται νὰ ἐκφρασθῇ 1/2. Ας. ΒΌ.᾽Αλλ’ ὁ τύπος αὐτὸς 
ἡμπορεῖ νὰ γραφῇ διαδοχικῶς ὡς ἔπεται : 
(αα΄ 4- β΄} (αβ΄ --α΄β) .,  αβί(α) :β1)344β (αὖ{β7) - 
2 


2 
. αγ ΡΥαΥ ΡΥ 
2 ' 


Ἐντεῦθεν συνάγεται ὅτι τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τετρακλεύρού τούτου ἐκφράζεται 
ἀκόμη ; 
ΑΡ-Βς- ΑΗ 
2 
Ἐξισώνοντες λοιπὸν μὲ τὴν προηγουμένην ἔκφρασιν εὑρίσκομεν τὸν τύπον: 
ΑΓ ΡΟ - ΑΒ «ὉΑΡΟ.ΒΕς, 


ὁ ὁποῖος ἐκφράνει, εἰς τὴν ὑπ' ὄψει εἰδικὴν περἰπτώσιν, τὸ θεώρημα τοῦ 
Πτολεμαίου διὰ τὸ ἐγγράψιμον τετράπλευρον, Τέλος ἀπὸ τὸ ἴδιον σχῆμα 
ἀπορρέει ἐπίσης ἡ σχέσις : 

ΛΒΑΡΗ4ΑΡς («Ὁ αα β΄ Ας 


ΑΒ.ΒΟ-4ΟΡ.ΑΌ αβ-- αι ΕΒΠ᾽ 


ἥτις ἀποτελεῖ ἄλλο θεώρημα τοῦ ἐγγραψίμου τετραπλεύρου. 

Εἶναι πιθανὸν νὰ ἐχρησιμοποιήθησαν αἱ σχέσεις αὐταί ἀπὸ τοὺς Ἴνδούς: 
(ἢ τοὺς ἐμπνευστάς τών) διὰ νὰ φθάσουν εἰς τὴν ακυκλικἠν µέθοδον» (6 135] 
τῆς ἀπροσδιορίστου ἀναλύσεως ὀρυτέρου βαθμοῦ καὶ διάἀ νἁ ἐκφράσουν 
τὸ συν (κ-τ), συναρτήσει τῶν ἡμιτόνων καὶ συνηµιτόνων τῶν τόξωνκ, γ. 

Ὁ Βιαλπιαρυρία ἐγνώριζε νά ὑκολοτίζη τὸ ἐμβαδὸν ἑνὸς κύκλου συν- 
αρτήσει τῆς ἀκτῖνος καί, κατ ἀντίθεσιν πρὸς τὸν Αγγαυμαία, ἤτο ἀκόμη 
εἰς θέσιν νὰ ὑπολογίστ τὸ ἐμβαδόν μιᾶς σφαίρας, συναρτήσει τῆς ἀκτῖνος, 
Ὅτι αἱ γνώσεις αὐταὶ προέρχονται ἀπὸ ἔντονον ἐπίδρασιν τοῦ ᾿Αρχιμήδους 
εἶναι πιθανόν, οὐχὶ ὅμως ἱστορικῶς ἐξηκριβωμένον. Κατά τὴν διεξαγω-- 
γἠν τοιούτων ὑπολογισμῶν ἀπαντᾶται, ἐκτὸς τῶν γνωστῶν τιμῶν προσεγ- 
γίσεως τοῦ π, δηλαδὴ 22/7 καὶ 3,146 καὶ μιὰ ἄλλη τελείως νέα τιµή, 
δηλαδή π -- Τ10. Διά ποίας ὁδοῦ ἔφθασεν εἰς αὐτὴν εἶναι ἄγνωστον. Εἶναι 
ἐν τούτοις λίαν πιθανἠ ἡ ὑπόθεσις νἁ ἔφθασεν εἰς τὴν ἀνωτέρω προσέγ- 
γισιν ὡς ἑξῆς : αἱ περίµετροι τῶν κανονικῶν πολυγώνων 12, 24, 48 καὶ 
96 πλευρῶν, ἐγγεγραμμίνων εἰς κύκλον διαμέτρου 10, ἐκφράζονται ἀντι- 
στοίχως ὑπὸ τῶν ἀριθμῶν 565, 1981, 1986, 1987, ἐκ τῶν ὁποίων ἄγεται 
εὐκόλως κανεὶς εἰς τὴν παραδοχἠν ὅτι, εἰς τὸ ὅριον (ἄπειρον πλῆθος πλει- 
ρῶν), θὰ ἐλαμβάνετο 11000 -- 9 10. 

Ἔξ ὅλλου ὁ Βμαρσαγα ἐκθέτει δύο ἀξιολόγους τύπους (ἐκ τῶν ὁποίων 
ὁ ἕνας ἀντίστροφος τοῦ ἄλλου), οἱ ὁποῖοι συνδέουν κυκλικὸν τόξον ἃ μὲ 
τὴν χορδήν του ς, εἰς περιφέρειαν μήκους ῥρ καὶ διαμέτρου ἆ, ἤτοι : 
(αορδὴ) ο. (9) 

5 
αρ -(ρ--ᾱ) 
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| μμ 
4 
(τόξον) 8-- Σ-- -- νν αν (β) 


Πῶᾶς εὐρέθησαν οἱ τύποι αὐτοί εἶναι ἄγνωστον, τοῦ συγγραφέως πε- 
Ρριοριζοµένου εἰς τὴν ἐφαρμογήν των, πρὸς ὑπολογισμὸν πλευρῶν μερικῶν 
κανονικῶν πολυγώνων, Δύο ἁποδείξεις, αἱ ὁποῖαι ἐδόθησαν προσφάτως, 
πρὸ ἑνὸς μόλις αἰῶνος (Φετνοί», Ι8ἱ6 καὶ δαίες, 1904), φαίνονται ἀνώτεραι 
τῆς πνευµατικῆς στάθµης τῶν ἰνδῶν μαθηματικῶν. 

Τέλος εἰς τὰ ἔργα ποὺ ἐξετάζομεν εὑὐρίσκομεν, διά πρώτην φοράν, 
ἑγκαταλεικομένην τὴν θεώρησιν τῶν χορδῶν τῶν κυκλικῶν τόξων εἰς τοὺς 
κυκλομετρικοὺς ὑπολογισμούς, εἰσαγομένων τῶν συναρτήσεων ; 

ἡμίτονον  παρημµίτονον  συνημµίτονον 
(λατινιστ) είπις πίηις εσας οοπίπυς. 

'Εὰν ἦτο μαθηματικῶς ἀποδεδειγμένον, ὅτι εὑρισκόμεθα ἐνώπιον ἵν- 
δικῆς ἐπινοήσεως, θά ἔκρυιπε νὰ τοποθετήσωμµεν εἰς τὰς ὄχθας τοῦ Γάγγου 
τὴν κοιτίδα τῶν τριγωνομετρικῶν συναρτήσεων, Πολύ περισσότερον ἀφοῦ 
οἱ Ἴνδοί τῆς περιόδου, ποὺ ἐξετάζομεν, ἐγνώριζον τὰς σχέσεις : 


εἰπᾶ χ {- «ομἳ κ -- (ἀκτίς)]α (0 
1 
0 5ἱΏ στ] «(μία κ): -- (σἷα νέες κ] (δ) 


καὶ ἦσαν κάτοχοι ἑνὸς πίνακος τιμῶν τῶν ἡμιτόνων τῶν τόξων κατ ἀρι- 
Βμητικὴν πρόοδον. Τοῦ τελευταίου ἡ κατασκευἠ ἑστηρίζετο ἐπὶ τοῦ ἀκο- 
λούθου τύὐκου καρεµβολῆς : 


αἶω (κος ἰ 225) -.-εἶα (225). 
««εἶη (κ 225’)--εἷηπ (χ---ἰ 225')-- ως αἶπ(κ 225]. {(ε) 


Παρατηρητέον ἐπίσης, ὅτι εἷς προβλήματα σχετικἀ πρὸς τὰς ἑρριμ- 
µένας σκιάς διαφαίνεται ἡ ἔννοια τῆς τριγωνοµετρικῆς ἐφαπτομένης. 

᾿Ἐκτὸς τῶν τύκων καὶ τῶν προτάσεων, τὰς ὁποίας εἴδομεν καὶ τὰς 
ὁποίας οἵ Βγαλπιαραρία καὶ Βλαεσαγα περιλαμβάνουν, χωρὶς σφάλματα, εἷς 
τὰ ἔργα τῶν, ὑπάρχουν καὶ ἄλλαι, τὰς ὁποίας ἡ ἐπιστήμη ἀπορρίπτει. 
Ἐφαρμόζεται κ.χ. ἡ ἔκφρασις Ἱ ία -- Ὁ) (ο -ἵ- ἆ) διὰ τὸ ἐμβαδὸν τετραπλεύ- 
ρου ἔχοντος διαδοχικὰς πλευράς α, ο, ς, ἆ ὥς ἐπίσης ἡ ἀνάλογος δ/ι(α ἠ- Ό)ο 
διὰ τὸ τρίγώνον, ἐκφράσεις αἱ ὁποῖαι ἦσαν διαδεδοµέναι εἰς τὴν Αἴγύυπτον 
κατὰ τὸν Π αἰῶνα π.Χ. Ἡ παρουσία τῶν ἀνακριβειῶν τούτων δὲν δύναται 
παρὰ νά προκαλῇ εἰς τὸν ἀναγνώστην τὴν ὁδυνηροτέραν ἔκπληξιν καὶ νά 
ἑεαλείφη ἀπὸ τὸ πνεῦμα του τὸν ἐνθουσιασμὸν ἐκεῖνον, ποὺ εὐλόγως ἔδη- 
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µιούργησεν ἡ ἀνάγνωσις τῶν προηγηθεισῶν σελίδων. Πέραν δὲ τούτου, 
γεννᾷ ἀβιάστως τὴν ὑπόνοιαν, ὅτι εὑρισκόμεθα ἑνώπιον ἑνὸς ἀπέπτου 
συμπιλήματος ἐκ πηγῶν διαφύρου φύσεως καὶ διαφόρου ἀδίας, 

᾽Αλλάὰ περὶ αὐτοῦ θά ὁμιλήσωμεν εἰς εὐθετώτερον χρόνον. 


Μαθηματικοί μεταγενέστεροι 


137. Ἐν τούτοις εἶναι ἐνδιαφέρον νἁ σημµειώσώωμεν ὅτι ἡ µεγάλη 
ἐκτίμησις, τῆς ὁποίας ἀπελάμβανεν ὁ Βταμπιαφυρία, πιστοποιεῖται εἰς 
τὴν διαδρομἠν τῶν αἰώνων τόσον ἀπὸ τοὺς σχολιαστάὰς τῶν Εργων του, 
ὅσον καὶ ἀπὸ τοὺς μιμητὰς του, οἱ ὁποῖοι δὲν ἕλλειψαν ἐπὶ μακράν σειρὰν 
ἐτῶν. Εἰς τὴν κατηγορίαν αὐτὴν ἀνήκει καὶ ὁ μέτριος ἐρανιστὴς Βῆας- 
ατα, περὶ τοῦ ὁποίου ὡὠμιλήσαμεν ἤδη, ὡς καὶ δύο ἄλλοι συγγραφεῖς, οἱ 
ὁποῖοι μόλις προσφάτως ἔγιναν γνωστοί εἰς τὴν Εὐρώπην καὶ οἱ ὁποῖοι 
παρέχουν ἀπόδειξιν ὅτι εἰς τὰς "Ινδίας ὑπῆρχον σημαντικἀ κέντρα σπου- 
δῶν, ὄχι µόνον εἰς τὰς παραλίους ἀκτάς, ἀλλὰ καὶ εἰς ἀπόστασιν πολλῶν 
μιλίων ἐντὸς τῆς ἑνδοχώρας. Ομιλοῦμεν διὰ τὸν Μαλαγανίταςαγγα, Ίεννη- 
θέντα τὸ 850 καὶ ζήσαντα εἰς τὴν χώραν ποὺ ἀποτελεῖ σήμερον τὸ βασί- 
λειον τοῦ Ἀάγεογε, καὶ τὸν δπιάµατα, γεννηθέντα τὸ 99] καὶ συγγραφέα 
ἑνὸς Έργου, τὸ ὁποῖον ἐκτὸς ἀπὸ τὸν πτλον Οαπῄᾶκατα, ὁηλαδὴ «Σύνοψις 
λοχισμοῦ», φέρει ἀκόμη καὶ τὸ ὄνομα Τεϊσαῦκα, εἰς δήλωσιν τῶν 300 στρο- 
φῶν ποὺ τὸ ἀποτελοῦν”», 

Τὰ γρακτὰ αὐτά ἔχουν µεταξύ των καὶ μὲ τὰ ἀρχαιότερά των ἔντυκω- 
σιακὰς ὁμοιότητας. Ἔχουν γραφῆ ἐμμέτρως, δίδουν ἐξαντλητικάς πληρο- 
φορίας Ἱύρω ἀπὸ τὰ σταθµά, τὰ µέτρα καὶ τὰ νομίσματα κοινῆς χρήσεως 
τότε εἰς τὰς Ἰνδίας, διδάσκουν τὰς ἰδίας «πράξεις» καὶ απροσδιορισμούς», 
ποὺ συνηντήσαµεν ἤδη εἰς τοὺς Βγαλπαραρία καὶ Βμάβσστα, πραγματεύον» 
ται τὰ ἴδια προβλήματα, ἐρευνοῦν τὰ αὐτὰ σχήματα καὶ παρουσιάζουν τὰς 
ἰδίας ἑρμηνευτικὰς ἀβεβαιότητας ἐκ τῆς ἑλλείψεως ὁρισμῶν. 

Ἔχομεν λοικὸν τὸ δικαίωµα νὰ μὴ εἰσχωρήσωμεν εἰς λεπτομερή 
ἀνάλυσιν τοῦ περιεχοµένου, τονίζοντες µόνον τοῦτο" ὅτι εἰς τὴν γενικὴν 
διάρθρώσιν φαίνονται ὡς νὰ ἔχουν πλασθη ἐπὶ τῇ βάσει κάποιου ἁγνώστου. 
εἰς ἡμᾶς ἀρχετύκου, κατὰ τὸν ἴδιον τρόπον, μὲ τὸν ὁποῖον ἀναρίθμητα 
βιβλία στοιχειώδους γεωμετρίας Έχουν συγγραφῆ εἰς τὴν Εὐρώπην μὲ 
ὑπόδειγμα, ὠμολογημένον ἢ µή, τὰ Στοιχεῖα τοῦ Εὐκλείδου, 


. Ὁ ΜαλμαγαήΓασαίγα παρουσιάζεται ἓν τούτοις ὄχι ὑπὸ τὸ ταπεινὸν Ένδυμα τοῦ 
στολιαστοῦ, διότι Ἰράψει: αΜὲ τὴν βοήθειαν τῶν ἁγίων σοφῶν, σνυλλάτω ἀπὸ τὸν ᾱ- 
πέραντον ὠκκανόν τῆς ἐπιστήµης τῶν ἀριθμῶν ἕνα µέρος τῆς οὐσίας της, κατὰ τὸν ἴδιον 
τρόπον μὲ τὸν ὁποῖίον τὰ κοράλλια ἐπάγονται ἀπὸ τὴν Βάλασσαν, ὁ χρυσὺς ἀπὸ τοὺς, 
βράχους καὶ τὰ μαργαριτάρια ἀπὸ τὸ κέλωφος τῶν στρειδιῶνη. 


ος. --..ο ο μμ μακαρι. 

7. "Ἡ χρησιμοποιουμένη γενικῶς σήμερον ἀριθμογραφία θέσεως εἶναι 
ἐπινόησις τῶν Ἴνδῶν, ὡς προκύπτει α) ἀπὸ ἀρχαίας ἐπιγραφάς, β) ἀπὸ µαρ- 
Ἱυρίας τῶν ᾿Αράβων, Υ) ἀπὸ τὴν ἀρχαιοτάτην χρῆσιν τοῦ ἄβακος, 

Συνοψίζοµεν ἤδη, περαιτέρω, χάριν τῆς πληρότητος, τὰς ἀντιρρήσεις, 
αἱ ὁποῖαι διατυπώνονται ἑναντίον τῶν ἀνωτέρω ἰσχυρισμῶν. 

]. Ἡ ἐποχή καθ’ ἣν ἐγράφη ὃ δαἱνακπίγας δὲν εἶναι γνωστὴ μὲ ἀκρί- 
βεναν, Τοῦ ἔργου τούτου ὑφίστανται διάφοροι γραφαί, διαφἑρούσαι µετα- 
ξύ των εἰς σημεῖα σηµαντικά, εἰς οὐδεμίαν δὲ ἐξ αὐτῶν ἀπαντᾶται τὸ Πυύθα. 
Ἰόρειον θεώρημα εἰς τὴν γενικότητά του. 

2. Τὸ γεγονὺς ὅτι οἱ Ἴνδοί ἐγνώριζον µίαν ἐξαιρετικὴν τιµὴν προσεγ- 
γίσεως τῆς 2 (4 131) δὲν δύναται προφανῶς ν᾿ ἀποτελέσῃ ἀπόδειξιν 
τοῦ ὅτι εἶχον φθάσει εἰς ἐπίγνωσιν τῆς γενικῆς ἐννοίας τοῦ ἀσυμμέτρου. 

1. Ἡ τιμὴ κ -- 31416 εἶχε δοθῆ ἀπὸ τὸν Πτολεμαῖον πρὸ τοῦ Ατγα- 
Ὀδί., ὁ ὁποῖος μάλιστα ἦτο τόσον ὀλίγον εἰς θέσιν νὰ ἐκτιμήσῃ τὴν ἀξίαν 
της, ὥστε ἔδιδε προτίµησιν εἰς τὴν τιµὴν 16 -- 31623. 

4. Ὁ πίναξ τῶν ἡμιτόνων, ποὺ εὑρίσκεται εἰς τὸ ἔργον τοῦ Ατγαδίναια, 
εἶναι εἲς τὴν πραγματικότητα περίληψις ἄλλον, ὀφειλομένου εἰς ἕνα ἆλε- 
ξανδρινὸν ἀστρονόμον Πουλίζαν (τὸν ὁποῖον οἱ διασηµότεροι ἀνατολι- 
σταὶ ταυτίζουν μὲ τὸν Κλαύδιον Πτολεμαῖον) καὶ δὲν ἀποτελεῖ παρὰ ἁπλῆν 
μεταμόρφῶσιν τοῦ πίνακος τῶν χορδῶν τοῦ περιεχοµένου εἰς τὴν "Αλ. 
µμαγέσταν, 

5. Ἡ ἀπροσδιόριστος ἀνάλυσις ἀποτελεῖ ὡραιότατον κεφάλαιον τῆς 
ἰνδικῆς ἐπιστήμης' ἀλλ’ οἱ µαθηµατικοὶ ποὺ τὸ ἔγραψαν, οἱ γνωστοὶ εἷς 
ἡμᾶς, εἶναι ὅλοι μεταγενέστεροι τοῦ Διοφάντου, τοῦ ὁποίου τὰ ἔργα ἔφθα- 
σαν μέχρις ἡμῶν ὡς ἀκρωτηριασμένα ἀποσπάσματα, 

Διὰ τὴν λύσιν τῆς ἐξισώσεως ακ4-ὃΥ --ς, ὁ Ατγαθήσία ἐκθέτει ἕνα 
κανόνα σκοτεινότατον, χωρὶς νὰ τὸν δικαιολογῇ ἢ νὰ τὸν ἐφαρμόζηῃ. Ἔπα- 
ευρίσκεται ὁ κανὼν οὗτος εἰς τὸν Βταλπιαρυρία ὑπὸ καταληπτὴν µορφήν, 
μὲ κάποιαν ἐφαρμογήν, χωρὶς ὅμως καμµίαν ἀπόδειξιν. 

Ὅσον ἀφορῇ τὴν ἐξίσωσιν αχ3 -- 1 -- γ', αὕτη ἀπαντᾶται διὰ πρώτην 
φοράν εἰς τὸν Βταμπιααυρία καὶ κατόπιν εἰς τὸν Βῄαδσαγα. Αλλ' αἱ μέθο- 
δοι τῆς λύσεως δὲν ἀνήκουν ἀσφαλῶς εἰς τὸν πρῶτον, διότι ἡγνόει εἰς 
τοιοῦτον βαθμὸν τὴν ἔννοιαν καὶ τὴν ἀξίαν των, ὥστε τὰς ἐφήρμοζεν ἐσφαλ- 
µένως. Εἰς αὐτὰς ὁ Ῥλανοιτα κάμνει μίαν προσθήκην, ἀναφερόμενος μὲ 
ἀοριστίαν εἰς αὐθεντίας κρογενεστέρας τοῦ Βταήπιαρυρια, Ἐπειδὴ δὲν γνω- 
ρίζοµεν δι᾽ αὐτᾶς τίποτε τὸ συγκεκριµένον, δὲν ἀποκλείειαι νὰ ἀνῆκον 
εἰς ἄλλην μαθηματικὴν φιλολογίαν, µἡ ἰνδικήν, 

6. Ὅ τύπος, ὁ ὁποῖος δίδει τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τετραπλεύρου συναρτήσει 
τῶν πλευρῶν του ἐφαρμόζεται, χωρὶς τὴν οὐσιώδη συνθήκην, νά εἶναι τὸ 
τετράπλευρον ἐγγράψιμον εἰς κύκλον. 
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µιούργησεν ἡ ἀνάγνωσις τῶν προηγηθεισῶν σελίδων. Πέραν δὲ τούτου, 
γεννᾷ ἀβιάστως τὴν ὑπόνοιαν, ὅτι εὑρισκόμεθα ἑνώπιον ἑνὸς ἀπέπτου 
συμπιλήματος ἐκ πηγῶν διαφύρου φύσεως καὶ διαφόρου ἀδίας, 

᾽Αλλάὰ περὶ αὐτοῦ θά ὁμιλήσωμεν εἰς εὐθετώτερον χρόνον. 


Μαθηματικοί μεταγενέστεροι 


137. Ἐν τούτοις εἶναι ἐνδιαφέρον νἁ σημµειώσώωμεν ὅτι ἡ µεγάλη 
ἐκτίμησις, τῆς ὁποίας ἀπελάμβανεν ὁ Βταμπιαφυρία, πιστοποιεῖται εἰς 
τὴν διαδρομἠν τῶν αἰώνων τόσον ἀπὸ τοὺς σχολιαστάὰς τῶν Εργων του, 
ὅσον καὶ ἀπὸ τοὺς μιμητὰς του, οἱ ὁποῖοι δὲν ἕλλειψαν ἐπὶ μακράν σειρὰν 
ἐτῶν. Εἰς τὴν κατηγορίαν αὐτὴν ἀνήκει καὶ ὁ μέτριος ἐρανιστὴς Βῆας- 
ατα, περὶ τοῦ ὁποίου ὡὠμιλήσαμεν ἤδη, ὡς καὶ δύο ἄλλοι συγγραφεῖς, οἱ 
ὁποῖοι μόλις προσφάτως ἔγιναν γνωστοί εἰς τὴν Εὐρώπην καὶ οἱ ὁποῖοι 
παρέχουν ἀπόδειξιν ὅτι εἰς τὰς "Ινδίας ὑπῆρχον σημαντικἀ κέντρα σπου- 
δῶν, ὄχι µόνον εἰς τὰς παραλίους ἀκτάς, ἀλλὰ καὶ εἰς ἀπόστασιν πολλῶν 
μιλίων ἐντὸς τῆς ἑνδοχώρας. Ομιλοῦμεν διὰ τὸν Μαλαγανίταςαγγα, Ίεννη- 
θέντα τὸ 850 καὶ ζήσαντα εἰς τὴν χώραν ποὺ ἀποτελεῖ σήμερον τὸ βασί- 
λειον τοῦ Ἀάγεογε, καὶ τὸν δπιάµατα, γεννηθέντα τὸ 99] καὶ συγγραφέα 
ἑνὸς Έργου, τὸ ὁποῖον ἐκτὸς ἀπὸ τὸν πτλον Οαπῄᾶκατα, ὁηλαδὴ «Σύνοψις 
λοχισμοῦ», φέρει ἀκόμη καὶ τὸ ὄνομα Τεϊσαῦκα, εἰς δήλωσιν τῶν 300 στρο- 
φῶν ποὺ τὸ ἀποτελοῦν”», 

Τὰ γρακτὰ αὐτά ἔχουν µεταξύ των καὶ μὲ τὰ ἀρχαιότερά των ἔντυκω- 
σιακὰς ὁμοιότητας. Ἔχουν γραφῆ ἐμμέτρως, δίδουν ἐξαντλητικάς πληρο- 
φορίας Ἱύρω ἀπὸ τὰ σταθµά, τὰ µέτρα καὶ τὰ νομίσματα κοινῆς χρήσεως 
τότε εἰς τὰς Ἰνδίας, διδάσκουν τὰς ἰδίας «πράξεις» καὶ απροσδιορισμούς», 
ποὺ συνηντήσαµεν ἤδη εἰς τοὺς Βγαλπαραρία καὶ Βμάβσστα, πραγματεύον» 
ται τὰ ἴδια προβλήματα, ἐρευνοῦν τὰ αὐτὰ σχήματα καὶ παρουσιάζουν τὰς 
ἰδίας ἑρμηνευτικὰς ἀβεβαιότητας ἐκ τῆς ἑλλείψεως ὁρισμῶν. 

Ἔχομεν λοικὸν τὸ δικαίωµα νὰ μὴ εἰσχωρήσωμεν εἰς λεπτομερή 
ἀνάλυσιν τοῦ περιεχοµένου, τονίζοντες µόνον τοῦτο" ὅτι εἰς τὴν γενικὴν 
διάρθρώσιν φαίνονται ὡς νὰ ἔχουν πλασθη ἐπὶ τῇ βάσει κάποιου ἁγνώστου. 
εἰς ἡμᾶς ἀρχετύκου, κατὰ τὸν ἴδιον τρόπον, μὲ τὸν ὁποῖον ἀναρίθμητα 
βιβλία στοιχειώδους γεωμετρίας Έχουν συγγραφῆ εἰς τὴν Εὐρώπην μὲ 
ὑπόδειγμα, ὠμολογημένον ἢ µή, τὰ Στοιχεῖα τοῦ Εὐκλείδου, 


. Ὁ ΜαλμαγαήΓασαίγα παρουσιάζεται ἓν τούτοις ὄχι ὑπὸ τὸ ταπεινὸν Ένδυμα τοῦ 
στολιαστοῦ, διότι Ἰράψει: αΜὲ τὴν βοήθειαν τῶν ἁγίων σοφῶν, σνυλλάτω ἀπὸ τὸν ᾱ- 
πέραντον ὠκκανόν τῆς ἐπιστήµης τῶν ἀριθμῶν ἕνα µέρος τῆς οὐσίας της, κατὰ τὸν ἴδιον 
τρόπον μὲ τὸν ὁποῖίον τὰ κοράλλια ἐπάγονται ἀπὸ τὴν Βάλασσαν, ὁ χρυσὺς ἀπὸ τοὺς, 
βράχους καὶ τὰ μαργαριτάρια ἀπὸ τὸ κέλωφος τῶν στρειδιῶνη. 


Ἐπίλογος 

438. ᾽Απὸ τὴν ἀνωτέρω βραχεῖαν ἀνάλυσιν τῶν μαθηματικῶν ἔργων 
τῶν Ἰνδῶν, ποὺ ἐδημοσιεύθησαν µέχρι τοῦδε, προκύπτουν τὰ κοινά ση- 
μεῖα ἐπαφῆς τούτων μὲ ἄλλα, ἤδη γνωστά, ὡς καὶ αἱ νίαι ἀλήθειαι, τὰς 
ὁκοίας διδάσκουν. Μερικαἰ ἀπὸ αὐτὰς ἔχουν τοιαύτην καὶ τοσαύτην σπου- 
δαιότητα, ὥστε, ὅταν κατὰ τὴν πρώτην εἰκοσαετίαν τοῦ παρελθόντος αἰ- 
Όνος ἐγένοντο γνωσταὶ εἰς τὴν Εὐρώπην, μερικοὶ ἐνόμισαν ὅτι ἐπέστη 
ἡ στιγμἡ νὰ καταβιβάσωμεν τοὺς ἕλληνας μαθηματικοὺς ἀπὸ τὴν ὑψηλὴν 
θέσιν, εἰς τὴν ὁποίαν, κατὰ γενικὴν καὶ ὁμόφωνον γνώµην, εἶχον τοποθε- 
τηθή. ᾿Ἐπειδὴ μάλιστα, ἀφ᾿ ἑνὸς μὲν οἱ ἰνδολότγοι εἶχον τὴν τάσιν ν’ ἀνα- 
βιβάσουν μερικὰ ἐκ τῶν ἔργων τούτων εἰς ἑκατοντάδας ἐτῶν πρὸ Χριστοῦ, 
ἀφ᾿ ἑτέρου δὲ µερικαὶ θρησκευτικαὶ ἐντολαί, διατηρούµεναι εἰς τὰς Ἰνδίας, 
παρουσιάζουν ἔντονον ὁμοιότητα πρὸς τὰς ὑπὸ τοῦ Πυθαγόρου ἐπιβαλλο- 
μι ο νο ο ο. 
λουν τὸν φιλόσοφον τῆς Σάμου εἷς µαθητὴν τῶν ἱερέων τοῦ Βράχμα, νά 
ὑποστηρίξουν δέ, ὅτι τὰ εὑρωπαϊκὰ μαθηματικἁ δὲν εἴναι παρὰ µία ἁκπλη 
ἀντανάκλασις τῆς ἐπιστήμης, ἡ ὁποία ἐβλάστησεν εἰς τὰς Ἴνδίας πρὸ ἄμνη- 
μονεύτων χρόνων, 

Διὰ νὰ μὴ ἐξέλθωμεν τοῦ περιγράµµατος τῆς παρούσης ἱστορίας, πε- 
ριοριζόµεθα εἰς τὸ νὰ συνοψίσωµεν ἐδῶ τὰς σκέψεις, ἐπὶ τῶν ὁποίων ἐθε- 
µελιώθη ἡ θέσις, ὅτι ἡ ἰνδικὴ μαθημµατικἡ ἐπιστήμη, συγκρινοµένη πρὸς 
τὰ γραπτὰ μνημεῖα ἄλλων προελεύσεων, παρουσιάζει μεγάλην ἀξίαν καὶ 
πρωτοτυπκίαν. 

Ι. Τὸ θεώρημα τοῦ Πυθαγόρου ἀπαντᾶται ὑπὸ γενικὴν µορφήν εἰς τὸν 
ανα κυίτας. 

2, Τὴν ἐποχήν, καθ ἣν ἐγράφη τὸ βιβλίον τοῦτο, οἱ Ἴνδοί εἶχον ἤδη 
οἰκειότητα μὲ τὴν ἔννοιαν τοῦ ἀσυμμέτρου ἀριθμοῦ. 

3 Ὁ Ατγαθλαία γνώρίζει τιμήν τοῦ κ, ἀκριβεστέραν ἄλλων τιμῶν, 
ἐφαρμοζομένων πρὸ αὐτοῦ, 

4. Ὁ ἴδιος ἐκθέτει πίνακα ἡμιτόνων καὶ διδάσκει τὴν κατασκευἠὴν του. 

5. Ὁ ἴδιος γνωρίζει τὴν εἰς τὸ πεδίον τῶν θετικῶν ἀκεραίων λύσιν τῶν 
ἐξισώσεῶν : 

αχ -- ὉΥ ---ς, 
αχτ--ἶ -- γη. 


6. Ὁ Βταλπιαρυρία διδάσκει τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ ἐγγρα- 
ψίµου τετραπλεύρου διὰ τοῦ τύπου : 
Ε -- } (ς--α) (τ--β) (ς--Ί) (1--δ 
ία, β, Υ, ὃ αἱ πλευραί, τ ἡ ἡμιπερίμετρος). 
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Ὁ σσ 


7. Όσον ἀφορῷ τὸ ἀριθμητικόν µας σύστημα, εἶναι ἀνάγκη νἁ παρα- 
τηρήσωμεν τὰ ἑξῆς : 

α) Πολλαί ἐπιγραφαί, ποὺ ἐθεωροῦντο ἀνήκουσαι εἰς τὸν ΤΝ ἢ εἰς τὸν 
ΠΙ αἰῶνα, ἀπεδείχθησαν κατόπιν, ὅτι ἦσαν νεώτεραι νοθεύσεις. Ἡ μόνη 
ἐπὶ τῆς ὁκοίας δὲν δύναται νἁ διατυπωθῇ ἄμφιβολία, ἀνήκει εἰς τὸ ἔτος 8ἱ3 

Β) Ἡ μαρτυρία τῶν ᾿Αράβων δὲν ἔτυχε τῆς δεούσης κατανοήσεως ἐπὶ 
μακρὀν χρόνον. Πράγματι τὸ ἀρχαιότερον ἀραβικόν κείµενον ποὺ ἔφθασεν 
εἰς γνῶσιν µας καὶ ὅπου γίνεται λόγος διά τὰ «ψηφία τῶν ΠἨἰπάν, εἶναι ἕνα 
χωρίον τοῦ ἔργου Περί κύκλου καὶ τετραγώνου, ὀφειλομένου 
εἰς τὸν φιλόσοφον καὶ εὑρυμαθῇῆ Π]δΠίχ (θανόντα τὸ 569). Εἰς τὸ ἔργον 
αὐτὸ ἐξαίρεται ἡ εὐκολία, μὲ τὴν ὁποίαν, διά τῆς χρήσεως τῶν ψηφίων, 
δύνανται νἁ ἐκφρασθοῦν μεγάλοι ἀριημοί, ᾽Αλλά φαίνεται ὅτι, ἀντὶ τῆς 
γραφῆς Μἰπά, ἔπρεπε νὰ προτιμηθῇ ἡ γραφἡ επἀ, σηµαίνουσα µέτρον τῆς 
ἀριθμητικῆς ἣ τῆς γεωμετρίας. ᾽Αντί λοικὸν τῆς ἑρμηνείας ψηφία ἵν- 
δικἀ, ἔπρεπε νὰ υἱοθετηθῇ ἡ σημασία ψηφία μαθηματικά. 

Πρέπει λοικὸν νὰ ὑποθέσωμεν ὅτι, ὅσον ἀφορῇ τὴν ἐφεύρεσιν τοῦ 
ἀριθμητικοῦ µας συστήµατος, εὐρισκόμεθα μᾶλλον ἐνώπιον ἑνὸς δεδομένου, 
τὸ ὁποῖον ἐδημιούργησεν ὁ περσικὸς θρῦλος, "Ας προσθέσωµεν ὅτι δὲν 
φαίνεται πιθανὀν τὰ ἐν χρήσει ἀριθμητικά ψηφία νά προῇλθον ἐκ γραμµά- 
των τοῦ ἀλφαβήτου. Πολὺ πιθανωτέρα εἶναι ἡ ἐκδοχή, ὅτι πρόκειται μᾶλλον 
περί χαρακτήρων κά ος (ἐπίτηδες ἐπινοηθέντων), τοὺς ὁποίους ἐπρότεινον 
ἴσως νεοπυθαγόρειοι, γεννηθέντες εἰς Περσίαν πρὀ τῆς μουσουλμανικῆς 
κατακτήσεως καὶ τοὺς ὁποίους παρέλαβον οἱ ἄραβες κατακτηταϊ τῆς χὀ- 
ρας, διά νἁ τοὺς διαδώσουν κατόπιν καὶ εἰς τὰς Ἰνδίας, 

Ἰ) Ἡ χρῆσις τοῦ ἄβακος ὑπὸ τῶν Ἴνδῶν εἶναι λίαν ἀμφίβολος, διότι 
τὰ µέχρι τοῦδε προβαλλόμεένα ἐπιχειρήματα δὲν ἔχουν καµµίαν ἀποδεικτι- 
κἡν ἀξίαν. 

Εἰς τὰ ἀνωτέρω ἐπιχειρήματα ἑναντίον τῆς πρωτοτυπίας τῶν ἰἱνδικῶν 
μαθηματικῶν δύνανται ἀκόμη νὰ προστεθοῦν καὶ οἱ χονδρικῶς ἐσφαλμένοι 
κανόνες, ἡ τελεία ἕλλειψις ἀποδεξεων καὶ λογικῆς διαρθρώσεως ἑνός 
καὶ τοῦ αὐτοῦ ἔργου καὶ τέλος τὸ γεγονός, ὅτι εἰς τὴν ἀστρονομίαν οἱ Ἶν- 
δοὶ ὑκῆρξαν μαθηταὶ τῶν Ἑλλήνων καὶ ἴσως τῶν Κινέζων (ᾱς ληφθῇ ὑπ 
ὄψιν, ὅτι τὸ κύριον ἀστρονομικὸν τῶν ἔργον ---Ώίγα διάἁμαπία ἢ Ἔπι- 
στήµη τοῦ ἡλίου -- δὲν εἶναι προγενέστερον τοῦ ΙΥ μΧ. αἰῶνος]. 

᾿Εὰν ἀκόμη παρατηρἠσώμεν, ὅτι τόσον ὁ Βταλπιακαρία ὅσον καὶ ὁ 
Βμαρεάγα συχνὰ στηρίζονται εἰς ἀρχαιοτέρας αὐθεντίας, ὅτι εἰς τὰς Ἴνδίας τὰ 
μαθηματικὰ εὑρίσκονται πάντοτε εἰς τὴν ὑπηρεσίαν τῆς θρησκείας, τῆς 
ἀστρονομίας καὶ τῶν ἐμπορικῶν συναλλαγῶν καὶ ὅτι ἡ περίοδος 400-650, τῆς 
µεγίστης τῶν ἀνθήσεῶς, συμπίπτει μὲ τὴν ἐποχήν, κατὰ τὴν ὁποίαν αἱ παν- 
τὸς εἴδους σχέσεις μεταξὺ ᾿Ανατολῆς καὶ Δύσεως κατέστησαν ζωηρότεραι, 
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Βὰ φθάσωμεν εἰς τὸ ἀμείλικτον συμπέρασμα, ὅτι τὰ ἰνδικὰ μαθηματικά, 
δὲν ἀνεπτύχθησαν κατά συνέχειαν, μὲ ἐσωτερικὴν συνοχἠν καὶ κατά τρό- 
πον αὐτόνομον. Κατὰ συνέπειαν δὲν εὐσταθι σήμερον ἡ ἄποψις, ὅτι δῇῆθεν 
τὰ μαθηματικὰ ἤκμασαν εἰς τὰς ἸἼνδίας αὐθορμήτως καὶ μὲ ἀνθηρότητα 
ἀληθῶς µεσογειακήν. ᾽Απόκειται εἰς τὸ μέλλον ν’ ἀποδειχθῇ τοῦτο ἤ, ἐν 
περιπτώσει ἀκοτυχίας, νὰ προσδιορισθῇ σαφῶς ἀπὸ ποίαν κηγήν, πότε καὶ 
κατὰ ποῖον τρόπον οἱ Ἴνδοί ἤντλησαν τὰς ἀληθείας ἐκείνας, αἱ ὁποῖαι 
ἀναμφισβητήτως τιμοῦν τὴν µαθηµατικὴν φιλολογίαν. 

Ἡ δυσκολία τοῦ [στορικοῦ τούτου προβλήματος γίνεται µεγαλυτέρα 
ἐκ τῆς ὑκάρξεως εἰς τὴν χώραν τῶν Ἴνδιῶν διαφόρων κέντρων σπουδῶν, 
κυβερνωµένων ἀπὸ διαφόρους πολιτικο-θρησκευτικὰς αἱρέσεις. Διὰ µίαν 
ἐξ αὐτῶν, διαφυγοῦσαν μέχρι τοῦδε τῆς προσοχῆς τῶν ἱστορικῶν, γίνεται. 
λόγος εἰς πρόσφατον ὑπόμνημα τοῦ Β. ὈὉαία: Ἡ μαθηματικἡ σχολἡ 
Ἱαίπα (Δελτίον τῆς µαθημ. ἑταιρείας τῆς Καλκούτας, τόµος ΧΧΙ, 1929). 
ἘἜξ ὅσων ἐκτίθενται ἐκεῖ ἐκιβεβαιοῦται τὸ πάθος τῶν Ἰνδῶν κρὸς τοὺς 
μεγάλους ἀριθμούς, διότι κατ αὐτοὺς ἐκτιμῆται τὸ πλῆθος τῶν κατοίκων 
τῆς γῆς ὡς ἑξῆς : 
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Ὁ ἀριθμὸς αὐτὸς ὑπερβαίνει κατά πολὺ τὸν γνωστὸν ἀριθμόν, ποὺ 
συνδέεται μὲ τὸ «σκάκι», δηλαδή: 24--.1 --« 18446 Ἰ44 074 109 55! 615. 
Εὐρίσκονται ἐπίσης ἐφαρμογαίὶ τῶν τύπων : 


ο-Ίῖδα, Α--σά ο-}αίά-β, 


ο (ὁ --Ἰς--δ) α--«ΙΤ6Η:γοἳ, 


Ἱ ο 
ο {ε---Ἱ. 
. ή 


ὅπου « ἡ περιφέρεια, Α τὸ ἐμβαδὸν κύκλου διαμέτρου ἆ, 4 µῆκος τόξου. 
χορδῆς « καὶ βέλους Π. 

Ὁ πρῶτος τύπος εἶναι ἀκριβής, ἂν δεχθῶμεν π - Τ10, ὁπροτελευταῖος 
εἶναι κατὰ προσέγγισιν ἀληθής, οἱ δὲ λοιποὶ εὑρίσκονται σήμερον ἐν χρή- 
σει καὶ ἀποδεικνύουν ὅτι οἱ Ἴνδοί ἐγνώριζον τὸ Πνθαγόρειον θεώρημα, 
Αιὰ λεπτοµερεστέρας, παροµοίας φύσεως, πληροφορίας παρακέµποµεν τὸν 
ἀναγνώστην εἰς τὸ ἀναφερθὲν ἀνωτέρῳ ὑπόμνημα, 


ΚΕΦΛΛΛΙΟΝ ΧΙ 


ΤΟ ΑΡΑΒΙΚΟΝ ΘΑΥΜΑ 


Προλεγόμενα 


439 ᾿Απὸ τὰ κλέον ἐκπληκτικὰ φαινόμενα, ποὺ ἁπαντῶνται εἰς τὴν 
παγκόσµιον ἱστορίαν, εἶναι ἀσφαλῶς ἐκεῖνο ποὺ παρουσιάζουν οἱ "Αρα- 
βες- ἕνας λαὸς ὁ ὁποῖος, ἐμφανισθείς αἰφνιδίως ὡς µετέωρον μεταξὺ 
ΥΙ καὶ ΥΠ αἰῶνος, ἐξήστραψεν εἰς τὸ στερέωμα τοῦ πολιτισμοῦ μὲ ἕνα 
ἐκθαμβωτικὸν φῶς, τὸ ὁποῖον ὅμως ἑντὸς διαστήματος ὀλίγων µόνον 
αἰώνων ἔσβησε καὶ ἐχάθη, ὡς ἐὰν ἐξηντλήθη ἀποτόμως ὅλη ἡ λανθάνουσα 
ἐνέρχεια, μὲ τὴν ὁκοίαν τὸν εἶχε προικίσει ἡ φύσις͵ 

Ἡ φυλἠ αὐτὴ, ἡ ὁποία µέχρι τότε οὐδεμίαν αἰσθητὴν ἐπίδρασιν εἶχεν 
ἀσκήσει ἐπὶ τῆς πορείας τῶν ἀνθρωπίνων πραγμάτων, εἰς τὴν ἀκαταμάχητον 
φωνὴν τοῦ Μωάμεῦ (511-632), ἀνεκάλυψεν εἰς τὸν ἑαυτόν της τοιαῦτα θαυ- 
μαστὰ ἀποθέματα δυνάµεως, ὥστε, χάρις εἰς αὐτά, νὰ κυριαρχήστη ἐπὶ ψΨυ- 
χῶν καὶ σωμάτων κατὰ τὴν διάρκειαν μερικῶν ἑκατονταετηρίδων. 

᾽Απὸ τοῦ ΥΠ αἰῶνος πράγματι, ἡ ἀραβικὴ σπάθη προήλαυνε νικηφό- 
ρος ἀπὸ χώρας εἰς χώραν μὲ τόσην ἀνατρεπτικὴν ὁρμήν, ὥστε ἐν διαστή- 
ματι ἑνὸς μόλις αἰῶνος ὑκέταξε τὰς Ἴνδίας, τὴν Περσίαν, τὴν Μεσοποτα- 
μίαν, τὴν Συρίαν, τὴν Αἴγυπτον, τὴν Βόρειον ᾽Αφϕρικὴν καὶ τέλος μέγα 
µέρος τῆς Ἱσπανίας, Λόγῳφ ὅμως τῶν ἀγεφυρώτών διχονοιῶν, ποὺ ἐξεδηλώ- 
θησαν μειαξὺ τῶν πιστῶν τοῦ ᾽Αλλάχ, ἡ τεραστία ἐκείνη αὐτοκρατορία 
κατεκερµατίσθη τελικῶς εἰς πλῆθος βασιλείών, τῶν ὁποίων ἡ ἀντιζηλία 
δὲν ἑβράδυνε νὰ ἐκφυλισθῇ εἰς ἀνοικτὴν ἐχθρύτητα. 

Οἱ νέοι δεσπόται ἐπέβαλον τὴν χρῆσιν τῆς γλὠσσης των εἰς τοὺς 
ὑποτεταγμένους λαούς, Παρά ταῦτα δὲν κεριεφρόνησαν τὰ ἔργα τοῦ πνεύµα- 
τος ἄλλων λαῶν προηγμένων εἰς τὸν πολιτισµόν, ἀλλ ἐπεδόθησαν εἰς τὴν 
µελέτην των καὶ κατέληξαν ν᾿ ἀφομοιώσουν τελείως τὸ περιεχόμενόν των. 
Μἡ ἁρκούμενοι εἰς τὴν στρατιωτικὴν δόξαν, οἱ χαλῖφαι, ἀρχῆς γενομένης 
ἀπὸ τῆς δυναστείας τῶν ᾽Αβασσιδῶν, ἐφιλοδόξδησαν νὰ γίνουν ἐφάμιλλοι 
τῶν Λαγιδῶν καὶ ᾽Ατταλιδῶν, ὡς ἡγεμόνες προστάται τῶν ἐπιστημῶν καὶ 
τῶν τεχνῶν. Τοιουτοτρόπως ἡ Βαγδάτη, ἡ ὁποία ἀπὸ τοῦ 762 ἦτο ἔδρα 
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τῆς κεντρικῆς κυβερνήσεως, ἔγινε τὸ σημεῖον τῆς συµβολῆς δύο µεγά- 
λῶν πολιτισμῶν, τοῦ ἑλληνικοῦ καὶ τοῦ ἰνδικοῦ, Διὰ τὰς ἀποτελεσματι- 
κὰς καὶ ἀκαταπαύστους ἐνθαρρύνσεις πρὸς ἐκτέλεσιν μεταφράσεων καὶ 
συγγραφἠν ὑπομνημάτων (ὑπὸ ἀνθρώπων ἔστω καὶ µἡ ἀνηκόντων εἰς τὴν 
μωαμεθανικὴν θρησκείαν) ἄξιοι ἰδιαιτέρας µνείας εἶναι οἱ χαλῖφαι ΑΙ 
Μαπειγ (ὅστις ἑβασίλευσε κατὰ τὴν περίοδον 154-775), Βαευτ αἱ Βατείά 
(786-809) καὶ ΑΙ Μαπιαη (813-833). "Ὁ τελευταῖος εἶναι μάλιστα καὶ κατὰ 
τοῦτο ἄξιος τιμητικῆς µνείας, ὅτι ἐπί τῶν ἡμερῶν τῆς βασιλείας του ἐγόέ- 
νετο µία ἀξιομνημόνευτος καταµέτρησις τόξου µεσημβρινοῦ τῆς γῆς, ἡ 
πρώτη μετὰ τὴν ὑπὸ τοῦ Ἐρατοσθένους ἐκτελεσθεῖσαν (65). 

Τοιουτοτρόπως --- διὰ νἁ περιορισθῶμεν εἰς τὰ ἔργα τῆς δικαιοδοσίας 
μας --- ὄχι µόνον ὁ Εὐκλείδης, ὁ ᾿Αρχιμήδης, ὁ Απολλώνιος καὶ ὁ Πτολε- 
μαῖος, ἀλλ’ ἀκόμη καὶ οἱ γαυμέτραι καὶ οἱ ἀστρονόμοι δευτέρας τάξεως, 
ἔγιναν διὰ τῆς ἀραβικῆς µεταφράσεως γνωστοί εἰς τοὺς ἄραβας διανοου- 
µένους, τοὺς ἁγνοοῦντας τὴν γλῶσσαν τοῦ 'Ομήρου. 

Τὸ ἀποτέλεσμα ἦτο ὅτι οἱ ΄Αραβες, ἑνῷ εἰς τὴν ἀρχὴν ἑήτουν τὰ 
φῶτα τῶν Ἴνδῶν διὰ νὰ λάβουν πληροφορίας ἐπὶ τῶν οὐρανίων φαινομένων, 
τῶν ὁποίων ἡ γνῶσις ἦτο ἀναγκαία εἰς τοὺς φανατικοὺς τηρητάς τῶν ἐν- 
τολῶν τοῦ Κορανίου ---αἶ προσευχαὶ ἔπρεκε νὰ γίνωνται μὲ πρόσωπον 
ἐστραμμένον πρὸς τὴν Μέκκαν, οἱ δὲ ἐξαγνιστικοί καθαρμοί καθ’ ώρι- 
σμµένας ὥρας τῆς ἡμέρας --- τελικῶς περιωρίσθησαν εἰς τὴν πιστὴν τήρησιν 
τῶν ὁδηγιῶν τοῦ διασήµου ἕλληνος ἀστρονόμου Ἱππάρχου καὶ τῶν ἐξο- 
χωτέρων μαθητῶν του. Τοιουτοτρόπως οἱ ΄Αραβες διέδωσαν ἀνά τὸν τότε 
κόσμον µίαν ἐπιστήμην ἀσφαλῇ, ἐμπλουτισμένην μάλιστα μὲ ἰδικάς των 
βελτιώσεις ἀναμφισβητήτου ἀξίας. 

Ἡ εὐεργετικὴ αὐτὴ δραστηριότης τῶν ᾿Αράβων, παραταθεῖσα ἐπὶ 
πέντε καὶ πλέον αἰῶνας, ὑπῆρξεν ὠφέλιμος ἀκόμη καὶ διὰ τοὺς Εὐρωπαίους, 
ὅταν οὗτοι ἦλθον εἰς ἐπαφὴν μὲ τὴν ᾿Ανατολήν, κυρίως διὰ τῶν πρώτων 
σταυροφοριῶν καὶ ὅταν, μετὰ τὴν ἀραβικὴν κατάκτησιν τῆς “Ἱσπανίας, 
ἡ Κορδούη (Γοτάοῦα) µετεβλήθη εἰς κέντρον σπουδῶν ἐφάμιλλον τῆς 
Βαγδάτης. ΄Ὅταν ὅμως ἡ πόλις κατελήφθη τὸ 1236, καθὼς καὶ ἡ γειτονικἡ 
πόλις Σεβίλλη (δενήια) τὸ 1248, ἀπὸ τὸν Φερδινάνδον τῆς Καστίλλης, οἱ 
ἄραβες ἡγεμόνες, ὑποτασσόμενοι εἰς τὴν μοῖραν τῶν ἠττημένων, ἀπεσύρ- 
θήσαν εἰς Γρανάδαν (Οταπαἁα]. 

Τότε ὁ βασιλεὺς τῆς Καστίλλης (Οαε]α) ᾿Αλϕφόνσος Χ. φημιζόμενος 
τόσον ὡς Έμπειρος πολιτικός, ὅσον καὶ ὡς σοφὸς ἀστρονόμος, διά τῆς 
ἀποφάσεώς του νὰ μεταφρασθοῦν εἰς τὴν λατινικὴν τὰ ἐξοχώτερα στοιχεῖα 
τῆς μανριταγικῆς ἐπιστημονικῆς φιλολογίας, ἐκανέφερε τοὺς Εὐρωπαίους 
εἰς τὰς καθαρὰς πηγὰς πάσης γνώσεως, ἐγκαινιάζων τοιουτοτρόπως τὴν 
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χειραφέτησιν τῶν διανοουμένων τῆς Δύσεως ἀπὸ τὴν κατάστασιν τῆς 
ταπεινωτικῆς ὑποτελείας, εἰς τὴν ὁποίαν διετέλουν προηγουμένως, 

Ἐν πάση περιπτώσει, ἡ ἐπίδρασις τὴν ὁποίαν ἤσκησαν οἱ ΄Αραβες 
ἐπὶ τῆς ἐξελίξεως τῆς ἐπιστημονικῆς σκέψεως εἰς τὴν Εὐρώπην εἶναι τόσον 
βαθεῖα, ὥστε ἡ µελέτη τῶν ἔργων των, ἐπὶ ὅλων τῶν κλάδων τῆς γνώσεως, 
ἀποτελεῖ βασικἠν ὑκοχρέωσιν δι’ οἰονδήποτε ἱστορικόν. Τό ἔργον δὲ τοῦτο 
κατέστη σήμερον εὐκολώτερον, χάρις εἷς τὰς πολυαρίθµους ἐκδόσεις, αί 
ὁκοῖαι ἐκυκλοφόρησαν κατὰ τὴν διάρκειαν τοῦ παρελθόντος αἰῶνος, εἰς. 
πρὠτότυκον γλῶσσαν καὶ κατὰ µετάφρασιν εἰς ἄλλας εὐρωπαϊκάς γλώσ- 
σας. Εἶναι ὅμως ἀληθὲς ὅτι, ἐὰν συγκρίνωµεν τὸν ἀριθμὸν τῶν µεταφρα- 
σθέντων ἔργων πρὸς τὴν πληθώραν ἐκείνων, τὰ ὁποῖα παραμένουν ἀκόμη 
ἄθικτα, θὰ φθάσωμεν εἰς τὸ ἀποθαρρυντικὸν συμπέρασμα, ὅτι ὅσα ἡμπο- 
ροῦμεν νάἁ εἴπωμεν σήμερον ἐπὶ τοῦ θέματός µας ἀποτελοῦν μικρὸν µόνον 
κλάσμα ἐκείνων, τὰ ὁποῖα πρόκειται νὰ μᾶς διδάξῃ τὸ μέλλον. 

Πόσα καὶ ποῖα εἶναι τὰ ἔργα ποὺ ἔχουν δηµοσικυθῆ προκύπτει ἀπὸ 
τὴν εἰς τὸ κεφάλαιον τοῦτο τῆς ἱστορίας µας ἀναφερομένην βιβλιογραφίαν. 
Πόσα καὶ ποῖα εἶναι τὰ ὑφιστάμενα, ἀλλά μὴ ἑλθόντα εἰς τὸ φῶς τῆς ὅημο- 
σιότητος, µανθάνοµεν ἀκὸ µίαν εὐσυνείδητον ἐργασίαν ἑνὸς μαθηματικοῦ 
--- ἀνατολιστοῦ", ὁ ὁποῖος, μὲ αὐτήν, προσέθεσεν ἕνα νέον τίτλον τιμῆς 
εἰς ἐκείνους κοὺ εἶχεν ἤδη ἀποκτήσει μεταφράζωνΏ» τὰ μαθηματικά δεδο- 
μένα τὰ περιεχόμενα εἰς ἐκτενῆ βιβλιογραφικὸν κατάλογον, συνταχθέντα 
ἀπὸ ἕνα πολυµαθῆ "Αραβα τὸ ἔτος 987 μ.Χ. 

Μερικαὶ ἐνδιαφέρουσαι πληροφορίαι ἐπὶ τῶν πρώτῶων ἀραβικῶν µετα- 
φράσεῶν ἐκιστημονικῶν ἔργων περιέχονται εἰς µίαν εἰσαγωγὴν ἀραβικῆς 
µεταφράσεως, ὀφειλομένης εἰς τὸν ΒΏεπ Εκάτα, ἑνὸς ἔργου, ποὺ θἀ ἑξετά- 
σωµεν κατωτέρω, Ὁ ἀναγνώστης δύναται νά εὕρῃ ἁγγλικὴν µετάφρασιν 
τούτου εἰς ἄρθρον τῶν Ὁ, Ε. Σπα καὶ 1. Οἰπεδς: Ἐαυδί Βεαπ Εχάγα 
απά ἴἴνε Ηϊσάμ - Αταδίας Ῥτοῦίσσ (Απιετ, πια. Μοπιμν, τ. ΧΧΥ, 1915), 

Ὁ ἐπιθυμὼν νὰ μορφώσῃ γενικὴν ἰδέαν περὶ τῶν μαθηματικῶν γνώ- 
σεων τῶν ᾿Αράβων, περὶ τῶν κλάδων τοὺς ὁποίους ἑγνώριζον καί περὶ 
τῶν ἑλλήνων ἢ ἀράβων συγγραφέων, τοὺς ὁποίους οὗτοι ἐθεώρουν ὡς κλασ- 
σικούς, δύναται νὰ καταφύγῃ εἰς τὰ προλεγόµενα ἑνὸς ἐκτεταμένου ἱστορικοῦ 
ἔργου τοῦ ἴδα Καλάυπι, ἐκ Τύννιδος (1332 - 1406), θεωρουµένου ὡς κορυ- 
φαίου [στορικοῦ τῆς ἰσλαμικῆς φιλοσοφίας. (Ε. ἸΝοερεκς: Ἱταόυσισα 


.Η. δαἱου, Ὀἷο Μανοπικκεγ υπά Απίοποπις 4ες Αγαζος υπά στο Ῥεογκε (ΑΡ. 
Συ ΟεποἩ. ὁσ Μαύνα., Χ Ἠεί, ΙΧ). 

1 Αα. Βκηςιεσ Ῥετες, Βοστα[ίας 40 πιδίοπαίοος Ασαῦες ϱμς Ποεοοατου εη 
Εκραπα (Μεσι, ὡς ἴ Β. Ασπά. ὧς λΜαάπιά, 2α θεεῖς, ἴ. ], 191), 

.. Η. δα ες, Όας Μαν ευ --- Ψεγεκ]οἰναίας ἵπ Επί ες ἵνα Τα κοκη - Νκάϊσι, 
(Αν, σω5, Οεσολ. ἄες Μανοσν., τ. Ὑἱν 1892), 


ή. --ὲ----.. 


α ππ ομαρίίτε ες Ῥγοϊέροπιέασς ἆ’ "ο Κμα]άαπι, γεἰαΕἰ{ αχ εεἶεηοδε πια- 
Ππέπιαφυος --- ΑΠί Αοσθά. Ναονί Τήποεί, {. Χ, 1856 - 57, 


140. Προτοῦ ἐκθέσωμεν ἐν συνόψει ποῖα μµαθηµατικὰ παρέλαβον 
καὶ ποῖα ἐδίδαξαν οἱ ΄Αραβες, εἶναι σκόπιµον νὰ προτάξωµεν µίαν ἔνδια- 
φέρουσαν γλωσσικἡν λεπτομέραιαν. 

Οἱ "Άραβες εἶχον εἰς τὴν διάθεσίν τῶν ἕνα πολὺ περιωρισµένον ἀριθμὸν 
κυρίων ὀνομάτων. Διὰ ν᾿ ἀποφεύγουν λοιπὸν τὰς συγχύσεις, μεταξὺ τῶν 
προσώπων, κατέφευγον εἰς τὴν συνήθειαν νὰ προσθέτουν εἰς τὸ κύριον 
ὄνομα ἑνὸς προσώπου καὶ τὸ ὄνομα τοῦ πατρός, προτάσσοντες αὐτοῦ τὴν 
Έκφρασιν αυ[ὸς τοῦ», ἐκφερομένην ἀραβικὰ διά τοῦ αἰδη», Καὶ ἐπειδὴ τοῦτο 
δὲν ἦτο πάντοτε ἐπαρκές, κροσέθετον, ὅπου τὸ ἐκάλει ἡ ἀνάγκη καὶ τὸ 
ὄνομα τοῦ πάππου, τοῦ προπάππου κλπ, Ἐάν δὲ ἐπρόκειτο περὶ προσώπου, 
τοῦ ὁποίου ἡ φήμη ὑπερέβαινε τὴν τοῦ πατρός, τότε ἀντὶ τοῦ αἴθπν ἔπρο- 
τάσσετο τὸ «ἁΡΗΡ -- απατρός», ᾿Ἐπὶ πλέον, διὰ µεγαλυτέραν ἀκρίβειαν, 
ἐδηλοῦτο καὶ ἡ πατρὶς τοῦ κατονοµαζοµένου προσώπου. Προκύκτουν τοιου- 
τοτρόπως ὀνόματα ἁρκετὰ μακρά καὶ περίπλοκα, τά ὁκοῖα, διὰ τοῦτο, δὲν 
ἀναφέρονται πάντοτε ὁλόκληρα: καὶ ἐπειδὴ ἡ περικοπἡ τῶν ὀνομάτων δὲν 
ἐγίνετο πάντοτε κατὰ σταθερἀν µέθοδον, δὲν εἶναι συχνὰ εὔκολος ἡ διά- 
κρισις δύο προσώπων. 

Διά τὸν μὴ δυνάµενον νὰ συμβουλαυθῇ τὰ ἀραβικά ἔργα εἰς τὸ πρω- 
ἴότυπον, ἡ δυσκολία τῶν ὀνομάτων αὐδάνεται ἐκ τῆς ποικιλίας τῶν συστη- 
µάτων, ποὺ ἐχρησιμοποίησαν οἱ διαφόρων ἐθνικοτήτων λόχιοι, κατὰ τὴν 
διὰ λατινικῶν χαρακτήρων ἀπόδοσιν τῶν ἀραβικῶν φθόγγων". Καὶ διὰ νἁ 
φθάσῃ ἡ δυσκολία εἰς τὸ κατακόρυφον, οἱ πρῶτοι µεταφράσαντες ἀραβικά 
κείµενα εἰς τὴν λατινικήν, συμμορφούμενοι πρὸς µίαν ἀξιοθρήνητον συνή- 
θειαν τῆς ἐποχῆς των, μετέφρασαν ἀκόμη καὶ τὰ κύρια ὀνόματα, ἐπιδιώ- 
κοντες νὰ ἐπιτύχουν περισσότερον ἁρμονικοὺς φωνητικοὺς συνδυασμούς, 
παρά ν' ἀποδώσουν τ᾽ ἀρχικὰ ὀνόματα μὲ τοὺς µικροτέρους δυνατοὺς ἀκρω- 
τηριασμούς, 

Τὸ Ἰεγονὸς τοῦτο ἐπανελήφθη κατ ἀντίστροφον ἔννοιαν, ὅταν τὰ 
ἑλληνικὰ ἔργα µετεφράσθησαν εἰς τὴν ἀραβικήν. Καὶ μάλιστα, ἀκόμη καὶ 
ὅταν οἱ πρῶτοι μεταφρασταὶ ἀπέφευγον ἐπιμελῶς τὰς ὑπερβολικάς ἀλλοιό- 
σεις, οἱ µετέπχειτα ἀμαθεῖς ἀντιγραφεῖς παρέλειπον ἢ µετέθετον τὰ διακρι- 
τικὰ σημεῖα, οἱ δὲ εὑρωπαῖοι μεταφρασταὶ ἐκ τῆς ἀραβικῆς εἰς τὴν λατι- 


Ὁ Φέρομεν ὡς παράδειγµα ἕνα συγγραφέα, περὶ τοῦ ὁποίου θὰ κάµωμεν λόγον 
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νικὴν ἐκολλαπλασίασαν εἰς τοιοῦτον βαθμὸν τὴν παραµόρφωσιν τῶν ἀρ- 
χικῶν ὀνομάτων, ὥστε ἦλθον εἰς τὸ φῶς λέξεις, ὅπως π.χ. αἴ ἑξῆς: Ὑτίπας, 
Απαπηιιςς, Μῆ]οίυ5, Αρααῖΐς, Φαπδειίσμας, ὑπὸ τοὺς ἤχους τῶν ὁκοίων εἶναι 
κυριολεκτικῶς ἀπίστευτον ὅτι κρύπτονται τὰ ὀνόματα τοῦ Ἠρωνος, τοῦ 
᾿Αρχιμήδους, τοῦ Μενελάου, τοῦ Γεμίνου καὶ τοῦ Σιμπλικίου. 

Πρέπει, τέλος, νὰ ἐξάρωμεν ὡς τίτλον τιμῆς τοῦ λαοῦ, περὶ τοῦ ὁποίου 
ὁ λόγος, τὸ γεγονός ὅτι, ἐνῷ ἡ ἔννοια τῆς κυριότητος, ὡς πρὸς τά ἔργα τοῦ 
πνεύματος, εἶναι ἄγνωστος εἰς τοὺς Κινέζους καὶ τοὺς Ἰνδοὺς (ἀκόμη καὶ 
εἰς τοὺς εὑρωπαίους τοῦ Μεσαίωνος, ὅπως θὰ ἴδωμεν), οἱ "Αραβες εἶχον 
τὴν ἐντιμότητα νά δηλώνουν πάντοτε μὲ τὴν μεγαλυτέραν εἰλικρίνειαν 
τὰς πηγάς, ἐκ τῶν ὁποίων ἤντλησαν. Τὸ γεγονὸς τοῦτο εἶναι ἀξιοσημεί- 
ὦτον ὄχι µόνον διὰ τὴν μεγάλην ἠθικήν του ἀξίαν, ἀλλ' ἐπίσης διὰ τὴν 
μεγάλην ὑπηρεσίαν, τὴν ὁποίαν προσφέρει εἰς τὸ ἔργον τοῦ ἱστορικοῦ. 


Γεγικότητες ἐπὶ τῆς ἀραβικῆς ἀριθμητικῆς 


141. Διά νὰ γράψουν τοὺς µικροτέρους τοῦ 400) ἀκεραίους ἀριθμοὺς 
οἱ ΄Αραβες ἕκαμαν ὅμτι οἱ Ἕλληνες καὶ οἵ Ἑβραῖοι ἐχρησιμοποίησαν 
δηλαδἡ τὰ πρῶτα γράμματα τοῦ ἀλφαβήτου των, διά τὴν ἐκτέλεσιν δὲ τῶν 
ἁπλουστέρων ἀριθμητικῶν πράξεων κατέφευγον εἰς τὰ δάκτυλα τῶν δύο 
χειρῶν ἐν συνδυασμῷ μὲ διάφορα τεχνάσματα, τῶν ὁποίων τὰς λαπτοµε- 
ρείας µανθάνοµεν ἀπὸ ἕνα ἀραβικὸν ποιηµάτιον, ὅπου οἱ κανόνες τοῦ δα- 
κτυλικοῦ λογισμοῦ ἐκτίθενται πρὸς χρῆσιν τῶν κρατικῶν ὑπαλλήλων», 

Φαίνεται ὅμως ὅτι, ἑλθόντες εἰς ἐπαφὴν μὲ τοὺς Ἰνδούς, ἀντελήφθη- 
σαν τὴν ὑπεροχὴν τοῦ ἀριθμητικοῦ συστήµατος τῶν ἑννέα ψηφίων καὶ τοῦ 
μηδενὸς καὶ ἔσπευσαν νὰ τὸ υἰοθετήσουν καὶ νὰ τὸ διαδώσουν εἰς ὅλας 
τὰς κατακτηθείσας χώρας. Εϊναι ἀληθὲς ὅτι οἱ ἀριθμητικοί χαρακτῆρες 
κατέληξαν μὲ τὸν καιρὸν νά λάβουν, εἷς χεῖρας τῶν ᾿Αράβων, μορφὰς ἓν- 
τελῶς διαφερούσας ἀπὸ ἐκείνας, τὰς ὁποίας εὑρίσκομεν εἰς τὰ ἰνδικὰ κεί- 
μενα. Καὶ ὄχι µόνον αὐτό' τὰ ψηφία τὰ γραφόμενα ὑπὸ τῶν ᾿Αράβων τῶν 
κατοικούντων περὶ τὴν Βαγδάτην καὶ ἐκεῖνα, τὰ ὁποῖα ἐχρησιμοποίουν 
οἱ Μαυριτανοὶ τῆς Ἱσπανίας παρουσίασαν τοιαύτας διαφοράς, ὥστε τὰ 
τελευταῖα Έλαβον εἰδικὸν ὄνομα, ψηφία «ροῦατ». Ὅτι εἰς τὴν ἀρχὴν τὰ 
ἀριθμητικά ψηφία εἶχον παντοῦ τὴν ἰδίαν γραφὴν πιστοκοιεῖται ρητῶς 
ἀπὸ μάρτυρα ἀπολώτου ἀξιοπιστίας, ὅκως εἶναι ὁ Α Βἰγυπί, περὶ τοῦ ὅ- 
ποίου ἔγινεν ἤδη μνεία (5 135), θὰ γίνη δὲ ἐκτενέστερος λόγος κατωτέρα, 

Τὰ ὅρια τῆς παρούσης ἱστορίας δὲν μᾶς ἐπιτρέπουν νὰ εἰσέλθωμεν 
εἰς λεπτομερειακὰς ἀναλύσεις τῶν μικροδιαφορῶν τῶν ὑφισταμένων με- 

Ελ Λ. Μαγγο; Μαπίέσε ὅς ουρία ὧεη αποἰσης Άγος ἵε ἀοὶσις 4ο ἵά οικία. ἀ’ 
αρτὲς Ἰο ρεϊ ροὗποο αγαὸς ὅε (Ἄσπ - Εδάϊα εἰ ΜακνσαἩ (Βωῇ!, άἲ Εἱ8]. ο ειοτία, ε, Τ, 1868). 
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ταξὺ τῆς ἁραβικῆς λογιστικῆς καὶ τῆς σήμερον χρησιμοκοιουµένης. Ἡ 
αἰτία τῶν διαφορῶν τούτων πρέπει ν᾿ ἀναζητηθῇ εἰς τὸ γεγονὸς ὅτι οἱ Ἄρα- 
βες δὲν ἔγραφον τὰς λογιστικάς πράξεις ἐπὶ πακύρου ἢ περγαµηνῆς, ἀλλ 

ἐπὶ τετραγώνου πινακίδος (πλευρᾶς 30 ἑκατοστῶν περίπου), καλυπτοµένης 
ἀπὸ κὀνιν ἐρυθροῦ χρώματος, χρησιμοποιοῦντες λεπτὸν κονδύλιον, Ἐν- 
τεῦθεν ἡ ἀνάγκη νὰ γράφουν ὅσον τὸ δυνατὸν ὀλιγώτερον, ἐμπιστευόμενοι 
εἰς τὴν µνήµην πολλοὺς ἐνδιαμέσους ὑπολογισμούς, Εάν ἐχρησιμοποίουν 
καὶ ἄλλα βοηθητικὰ μέσα δὲν γνωρίζοµεν, μολονότι σήμερον ὑπάρχει ἡ 
τάσις καταφατικῆς ἁπαντήσεως εἰς τὴν εὔλογον αὐτὴν ἁπκορίαν,. 

Οἱ σχετικοἰ κανόνες εἶχον ἁπλουστάτην διατύκῶωσιν, συχνὰ δὲ συνω- 
δεύοντο ἀπὸ τὴν καθησυχαστικἡν διαβεβαίωσιν: «Ὁ Θεός γνωρίζει τὴν 
ἀλήθειαν καλύτερα ἀπὸ ἡμᾶς !» 

Διά τοὺς ΄Αραβας, τὰ κλάσματα τὰ ἔχοντα ἀριθμητὴν τὴν µονάδα 
καὶ παρονομαστὰς 2, 3, 4,..., 9, κατεῖχον προνομιοῦχον θέσιν εἰς τὸ σύ- 
νολον τῶν κλασματικῶν ἀριθμῶν καὶ ὠνομάζοντο ὅκως καὶ σήµερον, 
«ἢμισυ», ατρίτον», ατέταρτον» κλα., ἐνῷ τά λοιπὰ κλάσματα ὠνομάζοντο 
περιφραστικῶς. 

Μὲ τὴν χαρακτηριστικὴν αὐτὴν φωνητικἠν ἰδιοτροχίαν συνδέεται, 
χωρίς ἀμφιβολίαν, ἡ συνήθεια νὰ µετασχηματίζουν τὰ κλάσματα ἀνάγον- 
τες αὐτὰ εἰς τὴν ἀκόλουθον τυπικὴν µορφήν : 


ο ος (α) 
β  ϐ ΑΒ 


Ὁ ἀνωτέρῳ μετασχηματισμὸς δίδει λαβήν εἰς ἕνα ἱστορικὸν ἀριθμητικὸν 
πρόβλημα, μὴ στερούµενον ἐνδιαφέροντος, τὸ ὁποῖον κατὰ τοὺς νεωτέρους 
χρόνους ἀπησχόλησεν ἐξέχοντας ἐπιστήμονας, Εἶναι εὐνόητον, ὅτι τὸ 
ἄθροισμα (α) δύναται νὰ γραφῇῃ ὑπὸ τὴν μορφὴν ἑνὸς «ἀνιόντος συνεχοῦς 
κλάσματος» ; 


ἅ------- (β) 


Οἵ μεταφρασταὶ τῶν ἑλληνικῶν κειμένων 


142 Επειδή, ὅπως εἴπομεν ἤδη, οἱ "Αραβες, πρὶν ὁμιλήσουν ἐξ 
ἰδίων, ἐμελέτησαν κατὰ βάθος τὰ ἔργα τῶν μεγάλων μαθηματικῶν τῆς ἁρ- 
Ἰαΐας Ἑλλάδος, ἔχομεν ὑποχρέωσιν ν’ ἀναφέρωμεν τοὺς ἀξιολογωτέρους 
μεταφραστάς καὶ σχολιαστάς, οἱ ὁκοῖοι δωκρίθησαν μεταξὺ τῶν ἁσχολη- 
θέντων ἀράβων λογίων, 
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Πρῶτος δικαιούµενος εὐφήμου µνείας εἶναι ὁ ΑΙ - Ἡαρκας ση Ἱπειί 
ἵνα Μπίαι (370 - 920, περίπου), εἰς τὸν ὁποῖον ὀφείλεται ἡ πρώτη ἀραβικὴ 
µετάφρασις τῶν Στοιχείων τοῦ Εὐκλείδου, ὡς καὶ µία ἄλλη ἐργασία 
ἀνάλογος ἐπὶ τῆς Αλμα τγέστας τοῦ Πτολεμαίου, ᾿Αξιόλογος εἶναι 
ἐπίσης ὁ σύγχρονός του Αδυ ΟΙΗπιαη αἱ Ὠιπιαξηκί, ἱατρὸς ἐκ Δαμασκοῦ, 
εἰς τὸν ὁποῖον ὀφείλεται ἡ µετάφρασις τοῦ σχολίου τοῦ Πάππου εἰς τὸ 
Βιβλίον Χ τῶν Στοιχείων, ἡ ὁποία ἔσωσεν ἀπὸ τὴν ὁριστικὴν ἐξα. 
φάνισιν (6 59) τὴν περίφηµον ἐργασίαν τοῦ πνευµατώδους ἀλεζανδρινοῦ 
σχολιαστοῦ, 

᾿Αναφέρομεν κατόπιν ἕνα χριστιανόν, ἀποθανόντα τὸ 912 ἢ 913, τοῦ 
ὁποίου ἡ ἐπιμέλεια περὶ τὴν µετάφρασιν ἐκ τοῦ ἑλληνικοῦ καὶ τὴν συγ- 
γραφὴν σχολίῶν ὑπῆρξε παροιμιώδης’ εἶναι ὁ Οοσία ἴοδη Τυφα αἱ Βα[οοοΚί, 
εἰς τὸν ὁποῖον ὀφείλονται μεταφράσεις, σαζόµεναι μέχρι σήμερον, τῶν 
ἔργων τοῦ Θεοδοσίου, Αὐτολύκου, Ὑψικλέους, ᾿Αριστάρχου καὶ Ἡρωνος, 
ὡς καὶ σχόλια ἐπὶ τῶν Αριθμητικῶν τοῦ Διοφάντου καὶ ἐπὶ τῶν δύο 
βιβλίων Περὶ σφαίρας καὶ κυλίνδρου τοῦ ᾿Αρχιμήδους. Καθῇ- 
κον δικαιοσύνης ἐπιβάλλοι νὰ προσθέσωµεν, ὅτι ἄλλα γραπτὰ τοῦ αὐτοῦ 
συγγραφέως ἀποδεικνύουν, ὅτι δὲν ἧτο ἑστερημένος πρωτοτυπίας, ὡς εἶναι 
π.χ. ἕνα ἔργον του, τὸ ἀρχαιότερον ἀραβικὸν κείµενον, ποὺ πραγματεύεται 
κατὰ τρόπον [κανοποιητικὸν τὴν µέθοδον τῆς δικλῆς αὐθαιρέτου ἀφετηρίας, 
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κµηρίων διὰ τὰς σπουδὰς τῶν Μαυριτανῶν ἐπί τῶν ἔργων τοῦ μεγάλου ἀλς- 
ξανδρινοῦ γεωµέτρου. 

Περὶ ἄλλων μεταφραστῶν, ἀξιολόγων ἐπίσης ὥς πρωτοτύπων ὄνανο- 
ουμένων, θὰ κάµωµεν λόγον εἰς ἄλλα µέρη τοῦ κεφαλαίου τούτου. 


Μαλανοπιδᾶ ἵνα Ἁἴπξα καὶ οἱ σύγχρονοί του 


143. Ῥυμφώνως πρὸς µίαν δήλωσιν τοῦ ἐγκυροτάτου ἄραβος ἴστο- 
ρικοῦ να Καλίάασι (6 139), ἡ μαθημµατικἡ φιλολογία τῶν Μωαμεθανῶν 
ἀρχίζει μὲ τὰ ἔργα τοῦ Μιαλαπισιεά ἴοα λήασα αἱ ΚΙοναγισπή, Ὁ διακεκρι- 
µένος αὐτὸς "Αραψ ἐγεννήθη εἰς τὴν πόλιν ΚΜονατεσσι (τὴν σημερινὴν 
κιμά) καὶ ἤκμασε κατὰ τὴν περίοδον 813 - 833, κατὰ τὴν διάρκειαν τῆς 
ὁκοίας ἑβασίλευσεν ὁ χαλίφης Αἱ Μασαπ, ζήσας εἰς τὴν αὐλὴν τούτου 
καὶ ἀπολαμβάνων μεγάλῶν τιμῶν καὶ σεβασμοῦ, ᾿Εκαλλιέργησε τὴν ἄστρο- 
νοµίαν καὶ κατέλιπε µίαν σειρὰν ἀστρονομικῶν πινάκων, παροµοίων πρὸς 
τοὺς ἰνδικούς, τῆς ὁποίας ὑκάρχει σήμερον ἀνάτυπον ληφθὲν δύο αἰῶνας 
βραδύτερον ἀκὸ ἕνα "Αραβα τῆς Ἱσπανίας, τὸν Μαρίεσια ἴσα Απιοά Αἱ 
Μαάρτῖα, Οἱ πίνακες αὐτοὶ εἶναι διὰ τὸν μαθηματικὀν κατὰ τοῦτο ἄξιοι 
προσοχῆς, ὅτι αἵ τριγωνομετρικαὶ σχέσεις παίζουν εἰς αὐτοὺς σημαίνοντα 
ρόλον, διεδόθησαν δὲ εἷς τὴν Εὐρώπην χάρις εἰς τὸν ᾿Αδελάρδον ἐκ Βαν 
(περίπου 1120, δ 114), ὁ ὁκοῖος τοὺς µετέφρασεν εἰς τὴν λατινικήν. 

Ὅιτι ὅμως ἑνδιαφέρει ἡμᾶς πολὺ περισσότερον ἐκ τοῦ μαθηματικοῦ 
ἔργου τοῦ ΜιΠπαπιησά ἵνα Μαφα εἶναι µία ἀριθμητική, τῆς ὁποίας εἶναι 
γνωστὴ σήμερον µόνον µία λατινικὴ µετάφρασις ὑπὸ τὸν τίτλον Αἱμοτίεπιή 
4ὲ ΠΙΠπεΓο Ἱπάσοταπῃ, καὶ µία ἄλγεβρα, τῆς ὁποίας κατέχοµεν τὸ πρωτότυπον 
εἰς ἕνα χειρόγραφον τοῦ Ι342 ἀνῆκον εἰς τὴν πανεπιστηµιακήν βιβλιο- 
θήκην τῆς Οξφόρδης, ὡς ἐπίσης μερικάς μεταφράσεις ἐν ὄλφ ἢ ἐν μέρει. 

Τὸ πρῶτον ἀναφέρεται κυρίως, διότι μᾶς παρέχει τὰς ἀρχαιοτέρας 
πληροφορίας γύρω ἀπὸ τὴν χρῆσιν, ἐκ µέρους τῶν ᾿Αράβων, τῆς δεκαδικῆς 
ἀριθμογραφίας θέσεως, ὅπου τὸ μηδὲν χαρακτηρίζεται μὲ τὴν περίφρασιν 
αμικρὸς κύκλος» (οἴτοπίαπῃ ραγνυίαπι). Τὸ δεύτερον ὅμως ἔχει µεγίστην 
ἀδίαν, διότι μὲ αὐτὸ ἐγκαινιάζεται ἡ ἀλγεβρικὴ φιλολογία, τῆς ὁποίας 
ἕκτοτε ὁ πλοῦτος διαφεύγει κάθε προσπάθειαν ὑπολογισμοῦ. Εἶναι σκό- 
πιμον νὰ παρατηρήσωµεν εὐθὺς ἀμέσως ὅτι δὲν πρόκειται περὶ ἔργου πρὀ- 
τοτύπου, ἀλλ’ ἐμπνευσμένου ἀπὸ τοὺς Ἰνδούς, οὔτε περὶ ἔργου περιλαµβά- 
νοντος ἐξαντλητικὴν ἀνάπτυξιν τῆς ἐπιστήμης τοῦ καιροῦ ἐκείνου, μὲ κα- 
θαρῶς θεωρητικἁὰς προθέσεις, ἀλλ" ὅπως δηλώνει ὁ ἴδιος ὁ συγγραφεύς, 
τὸ ἔργον ἐγράφη κατὰ προτροκἠν τοῦ χαλίφου ΑΙ Μαπσας, ὁ ὑὁποῖος ἔκρινεν 
ὅτι ἐπιβάλλεται ἡ ἐκμάθησις τῶν ἰνδικῶν ἀριθμητικῶν μεθόδων εἰς τοὺς 
ὑπηκόους του, διὰ νἀ δύνανται ν’ ἀντεπεξέρχωνται εἰς πρακτικἀ προβλή- 
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µατα τῆς καθημερινῆς ζωῆς, ὅπως εἶναι αἱ περιπτώσεις προσδιορισμοῦ 
κληρονομικῶν µεριδίων, καταμερισμοῦ περιουσιακῶν στοιχείων, ρυθµί- 
σεως ἐμπορικῶν συναλλαγῶν καὶ διενέξεων, καταµετρήσεως γηπέδων, 
κατασκευῆς προχωµάτων καὶ τὰ παρόμοια. 

Ὁ σεβασμὸς τῶν ᾽᾿Αράβών πρὸς τὸν ἐν λόγφ μαθηματικὸν καταφαί- 
νεται ἀπὸ τὸ γεγονός, ὅτι τὸ ἔργον του εὗρε πολὺ γρήγορα τοὐλάχιστον 
ερεῖς σχολιαστάς, ἡ δὲ ἐπίδρασις, τὴν ὁποίαν ἤσκησε τὸ ἔργον τοῦτο εἰς 
τὴν Εὐρώπην, εἶναι ἡ ἰσχυροτέρα ἐξ ὅσων ἐξεδηλώθησαν μετὰ τὴν ἕλλη- 
νικἠν περίοδον καὶ μέχρι τοῦ Βεβοπιοπίαπυς (ψευδώνυμον τοῦ Γερμανοῦ 
ἀστρονόμου Ἰωάννου Μήϊες, 1436 - 1476, βλ. 8 Ι8ί - 184). Πόσον εἶναι 
τοῦτο ἀληθὲς ἀκοδεικνύεται ἐπαρκῶς ἀπὸ τὰ ἀκόλουθα δύο γεγονότα, 

Ἐν πρώτοις, ἀπὸ τὸ ὄνομα Αἱ ΚΙονατὶσαί, μὲ τὸ ὁποῖον ἐσυνήθκον 
πολλοὶ νὰ συντέµνουν τὸ μακρὸν ὄνομα τοῦ συγγραφέως, κατάγεται ὃ ὄρος 
«ἁλγόριθμος», ὃ ὁποῖος ἀφοῦ ὑπέστη διαφόρους περιπετείας καὶ ἔπαιδε 
διαφόρους ρόλους, κατέληξε νὰ προσλάβῃ μονίμως τὴν ἔννοιαν οἰασδή- 
ποτε συστηµατικῆς λογιστικῆς μεθόδου, ἐκκπορευομένης ἔκ τινων δεῦο- 
µένων καὶ ἀποληγούσης εἰς ἕνα ἀποτέλεσμα. Ἔξ ἄλλου, ἀπὸ τὸ περὶ οὗ 
πρόκειται ἔργον κατάγονται τὰ στοιχεῖα, ἐκ τῶν ὁποίων ἐτυμολογεῖται ὁ 
ὄρος αἄλγεβρα». Διότι μὲ τὰς λέξεις «αἱ ρεῦτο (λατινικά γεπιαυΓγαΠο) καὶ 
ααὶ αυκαὈαίαῦ (λατινικά ορροκἰμο), ἐχαρακτηρίζοντο, εἰς τὸ προκείµενον 
ἔργον, αἱ δύο πράξεις, αἱ τόσον θεμελιώδεις εἷς τὸν χειρισμὸν τῶν ἐδι- 
σώσεων, ἤτοι ἡ αμεταφορά» ὅρῶν ἀπὸ ἑνὸς μέλους εἰς τὸ ἄλλο μὲ σύγ- 
χρονον ἁλλαγὴν σημείου καὶ ἡ «ἀναγωγὴ» τῶν ὁμοίων ὅρων. 

ὍὉ Μιλαπιπιοά ἴοαπ Μωδα δὲν μεταχειρίζεται τὸν ἴδικόν µας συµβο- 
λισµόν, οὔτε ἄλλον παροµοίας φύσεῶς, παραμένει λοιπὸν ἀκόμη πιστὸς 
εἰς µίαν ρητορικἡἠν ἄλγεβραν (8 89), ὅπως ἦτο τοῦ Διοφάντου. Διὰ νὰ δη- 
λώση τὸν ἄγνωστον, χρησιμοπομῖ τὴν λέξιν απολαί», δηλαδὴ απρᾶγμα», 
ὄρος ἐκικρατήσας ἕκτοτε ἐπὶ πολλοὺς αἰῶνας εἰς τὴν Εὐρώπην. ᾽Αποφϕεύγων 
τὴν συνήθειαν τῶν Ἴνδῶν, νὰ χρησιμοποιοῦν δηλαδὴ τὰς ποσότητας, ἀδια- 
φοροῦντες ἂν αὗται εἶναι θετικαὶ ἢ ἀρνητικαί, ἐδετάζει κεχωρισµένως δὲ 


ΧΑ τς Ἐκ αχ ς Όῦχς 

χὶΌκ--α χι -αᾱ-- Όχ χα -- αἠ- ὂκ, 
ὅπου α, ὃ, ς ἀριθμοὶ θετικοί. Τὸ σύστηµα τοῦτο διετηρήθη ἕκτοτε µέχρι 
τέλους τοῦ ΧΥ] αἰῶνος, 


Διὰ τοὺς τρεῖς τελαυταίους τύπους χρησιμοποιεῖ τὰ παραδείγματα : 
χ" -- 10κ --35, κ. η- 2ἱ -- Ι05, χἩ -- Ἰκ--4, 


τὰ ὁκοῖα, ἂν καὶ δὲν ἔχουν τίποτε τὸ ἰδιάζον, ἐκανουρίσκονται εἲς τὴν ἀλ- 


γεβρικἡν φιλολογίαν ἐπὶ πολλοὺς αἰῶνας µετά ταῦτα καὶ δύνανται νὰ δώσουν 
λαβὴν εἰς ἀπόδειξιν κάποιας προελεύσεως μὴ ὁμολογουμένης". Διὰ τὴν 
λύσιν τῶν ἐξισώσεων τούτων, ὁ Μααπιπιεά ἀκολουθεῖ µίαν ὁδόν, ἡ ὁποία, 
κατὰ βάθος, δὲν διαφέρει ἐκείνης, τὴν ὁποίαν ἐφαρμόξομεν σήμερον, ὅταν 
π.Ἱ. ἐκ τῆς ἐξισώσεως καὶ Ὁχ-- -ᾱ µεταβαίνομεν διὰ μετασχηματισμῶν: 
εἰς τὴν ἰσοδύναμον : 

( Ὕ 3) - α|- ο. . 
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Τὴν μέθοδὀν του αἰσθητοποιεῖ ἐποπτικῶς, προσφεύγῶν εἰς γεωμετρικάς: 
θεωρίας, τὰς ὁποίας ἐμπνέεται ---πιθανῶς µέσῳ τῶν Ἴνδῶν --- ἀπὸ τοὺς 
ΜἩ ἑλληνικὴ ἐπίδρασις διαφαίνεται ἀκόμη καθαρωτέρα εἰς τὸ καθαρῶς. 
γεωμετρικὸν µέρος τοῦ ὑπ' ὄψιν Έργου, ᾽Απαντᾶται πράγµατι ἐκεῖ µία ἀπό- 
δειξις τοῦ Πυθαγορείου θεωρήματος διά τὰ ὀρθογώνια καὶ [σοσκελῆ τρί- 
γωνα, τῆς ὁκοίας εἶναι δύσκολον ν’ ἀρνηθῶμεν τὴν συνάφειαν μὲ τὸ ἔνδοξον 
πλατωνικόὸν χωρίον τοῦ Μένωώνος, Περαιτέρω, ἡ ἀναφερομένη ταξινό-- 
µησις τῶν ἐπικέδων τετραπλεύρων δὲν διαφέἑρει τῆς ἐκτιθεμένης εἰς τὸν 
Εὐκλείδην. Τέλος ἡ τιµή 22/1, τὴν ὁκοίαν χρησιμοποιῖ ὁ Μαβαπιπισά διὰ 
τὸν λόγον τῆς περιφερείας πρὸς τὴν διάµετρον, εἶναι ἡ δοθεῖσα ὑπὸ τοῦ 
᾽Αρχιμήδους, Ἡ παρουσία, ἓν τούτοις, καὶ ἄλλων τιμῶν (116, 31416) δη- 
λοῖ ὅτι ὁ θαυμασμός πρὸς τὴν Δύσιν δὲν τὸν ἡμπόδιζε νά τείνη προθύµως. 
τὰ ὅτα καὶ πρὸς διδασκαλίας προερχοµένας ἐξ ᾽Ανατολῶν. 
Μεταξὺ τῶν προβλημάτων, τῶν ὁποίῶν ἐκβέτει τὰς λύσεις ὁ Μυΐαπι- 
πιά ση λάμνα, σημειώνομεν ἐκεῖνο, τὸ σχεδὸν κλασσικόν, τοῦ ὑπολο- 
γισμοῦ τοῦ ὄγκου μιᾶς κολούρου πυραµίδος τετραγωνικῆς βάσεως, ὥς 
ἐπίσης µίαν σειρὰν ἀριθμητικῶν προβλημάτων τῆς πράξεως ἐξυπηρετούν- 
τῶν τὸν σκοπὀν, διὰ τὸν ὁποῖον, ὡς εἴπομεν, ἐσχεδιάσθη καὶ ἐγράφη τὸ 
ἔργον. Πρόκειται κατὰ µέγα µέρος περὶ προβλημάτων, ποὺ ἀφοροῦν τὴν 
διανομὴν μιᾶς περιουσίας εἰς διαφόρους κληρονόμους, δικαιουµένους, 
κατόπιν διαβήκης, διάφορα ποσοστὰ συμμιτοχῆς, ὅταν ἡ κληρονοµία 
βαρύνεται καὶ μὲ χρέη πρὸς τρίτους. Παρουσιάζουν µερικάς ἑρμηνευτικὰς 
δυσκολίας, διότι δὲν εἶναι μὲ ἀκρίβειαν γνωστοί οἱ ἀραβικοί νόμοι οἱ διέ- 
ποντες τὸ κληρονομικὀν δίκαιον, Αλλά αἱ ἐξισώσεις, εἰς τὰς ὁποίας ἀνά- 
γονται, εἶναι ὅλαι τοῦ πρώτου βαθμοῦ καὶ λύονται ἓν γένει μὲ τὴν µέθοδον 
τῆς αὐθαιρέτου ἀφετηρίας (Βερυία Εακί) 5 ἢ διὰ καλῶς ρυθµιζοµένων 


» Β). π.χ, τὴν µετάφρασιν ἀποσπάσματος ἑνὺς ἀνωνύμου ἀλγεβρικοῦ ἔργου, γενο- 
µένην ὑπὸ τοῦ Γεράρδσυ τῆς Κρεμώνης καὶ δημοσιονυθεῖσαν, μὲ βάσιν ἕνα κώδικα τοῦ. 
Βατικανοῦ, ὑπὸ τοῦ Ἡ. Ἡοπσσπιραμπί εἰς τὸ ὑπόμνημα: Ὀείία νίτα εάεῖο ορεγε ἄἱ 01.- 
τατάο Οπεποσεπε --- Απ ἀεῖ Ασιά. Ῥοπι, ε Νωσνί Γποεί, τ. ΠΥ, 1450 «31. 


Τὸ ἀραβικὸν θαῦμα 261 
δοκιμῶν. Π.χ. ἕνα ἀπὸ τ΄ ἀνωτέρῳ προβλήµατα θὰ ἠδύνατο ν᾿ ἀναχθῇ σή- 
µερον εἰς τὴν ἐξίσῶώσιν; 


κ κ 
κ-(α -κ)--ία -2κ) -13ν. 

Διά νὰ λύσωμεν τώρα τὴν ἐξίσωσιν αὐτὴν εἰς ἀκεραίους ἀριθμούς, ἃς 
ὑποθέσωμεν Κ-- 4.5 -- 20, ὁπότε Π1 --Ιῦχκ. Τοιουτοτρόπως προκύπτει διά 
τὸν ἄγνωστον ἡ κλασματικἡ τιµή 11/10. Δεχόμεθα λοιπὸν Κ-- 200 καὶ λαμ- 
βάνομµεν κ-- Ἡ. 

Ἐντελῶς ἀναλόγως διά νὰ λύσωμεν τὴν ἐξίσωσιν ' 


κ-(ς -2κ)-(ς -τε)-(---. 
3 | 4 3 
δεχόµεθα Κ -- 60, ὁπότε αὕτη ἀνάγεται εἰς τὴν 

Ι1 --- ὁχ -- 15, 


ἐκ τῆς ὁποίας προκύπτει κ -- 13/7. Διὰ νά λάβωμεν ἀκεραίας τιµάς, πολ- 
λαπλασιάζοµεν ἐπὶ Ί, ὅτε ἰς -- 760 -- 420 καὶ κ -- 13, δηλαδὴ ἡ τιµή, τὴν 
ὁποίαν ἀκριβῶς εὑρίσκει καὶ ὁ περὶ οὗ ὁ λόγος μαθηματικός. 


444. Ἡ κλίσις καὶ ὁ ζῆλος τοῦ Μιλαπιπιοά να Μάαδα διὰ τὰ µαθη- 
µατικἀ ἀπαντῶνται ἐπίσης εἰς τοὺς τρεῖς ἀδελφοὺς Μααπιπιεὰ, Αμπνεά 
καὶ Αἱ Ἡασαν, εἰς τοὺς ὁποίους ἀποδίδεται ἡ διά συνεχοῦς κινήσεις κατα” 
γραφὴ ἑλλείψεως μὲ δοθείσας ἑστίας καὶ ὠρισμένον µεγάλον ἄξονα. Οἱ 
τρεῖς ἀδελφοί ἐδαπάνησαν τεράστια ποσά διὰ τὴν ἀπόκτησιν ἑλληνικῶν 
ἔργων καὶ τῶν µεταφράσεών τῶν εἰς τὴν ἀραβικήν, ἐπεχείρησαν δὲ πρὸς 
τὸν σκοπὸν αὐτὸν περιπετειώδη ταξίδια, ἀναθέτοντες ἑκάστοτε τὴν ἁγορὰν 
τοιούτῶν κειμηλίων εἰς πρόσώκα διαθέτοντα εἰδικὴν ἐμπειρίαν. 

Εὐφυέστερος ἐκ τῶν τριῶν ἀδελφῶν φαίνεται ὅτι ἦτο ὁ πρῶτος, εἰς 
τὸν ὁποῖον ἁἀποδίδεται ἰδιαιτέρα αὐθεντία εἰς τὴν λογικὴν καὶ τὴν ἄστρο- 
νοµίαν. Ὁ δεύτερος ἠσχολήθη κατὰ προτίµησιν μὲ τὴν µηχανικήν, ἔνῷ 
ὁ τρίτος ἔδειξεν ἐξαιρετικὴν κλίσιν πρὸς τὴν γεώμετρίαν. Ἐκ τῶν πολλῶν 
ἔργων, ποὺ ἀποδίδονται εἰς τὴν εὐγενῆ αὐτὴν τριάδα, ἕνα µόνον ἐκυκλο- 
φόρησεν εἰς τὴν Εὐρώπην, πρῶτον εἰς λατινικὴν µετάφρασιν γενομένην 
ὑπὸ τοῦ Γεράρδου τῆς Κρεµώνης, κατόπιν δὲ εἰς μερικὴν γερµανικἡν µε- 
τάφρασιν ἐπὶ τῇ βάσει συντετμηµένου πρωτοτύπου, ὀφειλομένου πιθανῶς 
εἰς τὸν μαθηματικὸν Νασίς οὐ ἁἀῑπ (ὁ 152). 

Τὸ βιβλίον ὠνομάσθη 1.δετ Τεῖνπα Εταίτεπι, διότι ἀρχίζει μὲ τὰς λά- 
ἒεις : «γετία ΓΠοσαπι λΜογσίί ΠΠ δασκες, Μααπιεί, Ἠαπιοί, Ἠαταπ». Πρό- 
κειται περὶ μιᾶς συλλογῆς στοιχειωδῶν γεωμετρικῶν προτάσεων, μὴ δνεκ- 
δικουσῶν πρωτοτυπίαν, καθ᾽ ὅσον ἔχουν ληφθῆ ἐξ ἑλληνικῶν πηγῶν. ᾿Αξία 


προσοχῆς εἶναι µόνον ἡ μέθοδος προσδιορισμοῦ τοῦ γνωστοῦ τύπου τοῦ 
"Ἡρωνος διὰ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου, ἡ ὁποία διαφέρει τῆς χρησιµοκοιη- 
θείσης ὑπὸ τοῦ "Ἡρωνος. 

Σύγχρονος τῶν τριῶν ἀδελφῶν εἶναι ὁ ΑδιἸ Ἡαραηῃ Ταδίι ἴδα Ώοττα 
σα Μειναπ αἱ Ἠατταπί, γεννηθεὶς εἰς ἨλιταἨ (κόλις τῆς βορείου λάεσο- 
ποταµίας, πλησίον τῆς Εάςασα) τὸ 836 (ἢ κατ᾽ ἄλλους τὸ 835) καὶ ἀποθανών 
εἰς Βαΐας τὴν δην Φεβρουαρίου 901. Αφοῦ ἤσκησεν εἰς τὴν πατρίδα του 
ἐπί τινα χρόνον τὸ ἐπάγγελμα τοῦ ἀργοραμοιβοῦ, ὠθούμενος ἀπὸ τὴν δίψαν 
τῆς γνώσεως, µετοφέρθη εἰς τὴν Βαγδάτην, ὅπου τὴν ἐποχὴν ἐκείνην ἕ- 
λαμπεν ὁ γιγαντιαῖος πυρσός, ὁ ἀποστέλλων τὰς ἀστραπάς του εἰς ὅλας 
τὰς χώρας, ποὺ ἐξετείνοντο ἀπὸ τῶν Ἡρακλείων στηλῶν µέχρι τῆς ἄπω 
᾿Ανατολῆς. Ἐκεῖ ἦλθεν εἰς ἐπαφὴν μὲ τὸν Μιµαπιπνεά {δη Μια, ὁ ὑποῖος 
ἐκτιμῶν τὴν ὀξεῖαν διάνοιαν καὶ τὴν εὑρεῖαν του µόρφωσιν, τὸν ἐκάλεσεν 
ὑπὸ τὴν στέγην του καὶ τὸν καρώτρυνε νὰ δώσῃ ἕμπρακτον ἀξίαν εἰς τὰς 
φιλολογικὰς καὶ ἐπιστημονικὰς γνώσεις του, µεταφράζων ἑλληνικά ἔπι- 
στημονικά κείµενα καὶ ἀναθιωρῶν ὅσα εἶχον ἤδη µεταφρασθῃ. 

Μία ἐργασία τοιαύτης φύσεως, τὴν ὁποίαν ἕκαμεν ὁ Ταδίι ἐπὶ τῶν 
Κωνικῶν τοῦ ᾽Απολλωνίου καὶ τὸ γεγονός, ὅτι εἰς αὐτὸν ὀφείλεται 
κατὰ µέγα µέρος ἡ διάσωσις τῶν Λημμάτων τοῦ ᾿Αρχιμήδους ὡς καὶ 
τοῦ Περὶ ἑπταγώνου ὑπομνήματος (6 44) αὐτοῦ, ἀρκοῦν διά ν᾿ ἄπο- 
δείξουν, ὅτι ἡ σοφἡ ἐκείνη παρόρµησις δὲν ἔμεινεν ἄκαρπος. Γενόμενος 
δὲ κύριος τῶν μεθόδων καὶ τῶν θοωρηµάτων τῶν θεμελιωτῶν τῆς γεωμετρίας 
καὶ ἐμβαθύνας εἰς τὰς παρατηρήσεις τῶν σχολιαστῶν των, κατώρθωσε 
νὰ τοὺς συμπληρώση εἰς μερικὰ σημαντικά ση- 
µεῖα, ὅπως προκύπτει ἐξ ὅσων θὰ εἴπωμεν ἀμέσως». 

Ὅ Απατίιο διέσωσε τὴν μνήμην μιᾶς ἀποδεί- 
δεῶς τοῦ θεωρήματος τοῦ Πυθαγόρου, στηριζο- 
µένην εἰς Έμπνευσιν τοῦ Ταδι,. Αὕτη ἐκφράζε- 
ται διὰ τοῦ σχ. 22, ὅπου τὸ φέρον διαγράµµησιν 
χωρίον, ἴσον πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων 
τῶν δύο καθέτων πλευρῶν τοῦ ληφθέντος ὀρθογα- 
| | γιου τριγώνου, δύναται νὰ µετασχηματισθῇ εἰς τὸ 
Σχ, 11 τετράγωνον τῆς ὑποτεινούσης προσθετοµένων καὶ 
ἀφαιρουμένων δύο τριγώνων ἴσων πρὸς τὸ δοθὲν͵ 

Δὲν θά ἐνδιατρίψῶωμεν εἰς ἕνα ἔργον τοῦ Ταδήί σχετικὸν μὲ τὸν μοχλόν, 
ἐμπνευσμένον ἀπὸ τὰ ἀνάλογα ἔργα τοῦ Εὐκλείδου, τοῦ ᾿Αρχιμήδους καὶ 


. Ἔδῶ ἀσχολούμεθα µόνον μὰ τὰς μαθηματικὰς ἐργασίας τοῦ Τα, οἱ βιογράφοι 
του ὅμως ἀναφέρουν καὶ ἄλλας, ἐκ αν ὁποίων συνάγεται, ὅτι ὁ ἐν λόγῳ σοφὸς εἴχεν 
ἐναγκαλισθή ὅλας τὰς ἐπιστήμας τῆς ἐποχῆς του, 


Τὸ ἀραβικὸν θαύμα τς 1463 


τοῦ Ἡρωνος, διὰ νὰ ὁμιλήσωμεν ἐκτενέστερον ἐπὶ μιᾶς μεθόδου, τὴν 
ὁποίαν ἐπενόησεν ὁ Ταδί κρὸς εὕρεσιν ζευγῶν ἀριθμῶν φίλων. Ὅπως 
γνωρίζοµεν, τὸ ὄνομα τοῦτο ἐδόθη ὑπὸ τοῦ Πυθαγόρου εἰς δύο ἀριθμούς, 
ἑκάτερος τῶν ὁκοίων εἶναι ἴσος πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν διαιρετῶν τοῦ ἑ- 
τέρου. Ὁ Τα ἀνεκάλυψεν ὅτι, αξάν οἵ τρεῖς ἀριθμοί : 


ὃν --ἶ 
3-2! --ι 
Φ. νι! 


ὑποτεθοῦν πρτοι, τότε οἱ ἑξῆς δύο ἀριθμοί : 
2ν (3. 1) --. 1). 21 -- Ι), 
2» (9 . 21ν-Ί --- 1), 


(ὅπου ν θετικὸς ἀκέραιος) εἶναι φίλοι». Διὰ ν -- 2 λαμβάνομεν τὸ ζεῦγος : 
220, 284. '"Ἡ µεγάλη ἀξία τῆς ἀνακαλύψεως τοῦ Τατ ἀπορρέει ἐκ τοῦ γε- 
Ἰονότος, ὅτι αὕτη ἀποτελεῖ μέχρι σήμερον τὴν µόνην γνωστὴν µέθοδον 
εὑρέσεως ζευγῶν φίλων ἀριθμῶν. 

Ἀρεωστοῦμεν ἐπίσης εἰς τὸν ἴδιον μαθημµατικὀν ἕνα ἔργον, τὸ ὑποῖον 
ἔφθασε μέχρις ἡμῶν μέσῳ τῆς λατινικῆς του µεταφράσεως, ὀφειλομένης 
εἰς τὸν Γεράρδον τῆς Κρεµώνης. Τὸ ἔργον αὐτὸ ἔχει ὡς θέµα τὸ θεώρημα 
τοῦ Μενελάου, (8 68), τοῦ ὁποίου τὴν θεμελιώδη σηµασίαν εἴχον διακρίνει 
οἱ ἀρχαῖοι Ἕλληνες, ἀφοῦ, ὅπως ἐνθυμεῖται ὁ ἀναγνώστης (ὃ 10) ἐξ αὐτοῦ 
ἐπορίσθη ὁ Πτολεμαῖος εἰς τὴν Αλμαγέσταν τοὺς τύπους ἐπιλύσεως 
τῶν σφαιρικῶν τριγώνων. ᾿ΕἘπειδὴ δὲ ὁ ἄραψ μαθηματικὸς ἀναφέρει ᾱ- 
κριβῶς εἰς τὸ ἔργον του τὸν Πτολεμαῖον καὶ µόνον αὐτόν, δυνάµεθα νὰ συµ- 
περάνώμεν, ὅτι δὲν εἶχεν ἀκόμη τότε συντελεσθῆ (ἢ ἡγνοεῖτο ἀπὸ τὸν 
Τε) ἡ ἀραβικὴ µετάφρασις τῆς Σφαιρικῆς τοῦ Θεοδοσίου τοῦ ἐκ 
Τριπόλεως (8 67]. Τῆς προτάσεως τοῦ Μενελάου δίδει ὁ Ταδί νέαν ἀπό- 
δειξιν, μακρηγορεῖ δέ, κατὰ τὴν χαρακτηριστικἡν πολυλογίαν τῆς ἐποχῆς 
του, μὲ τὴν ἀπαρίθμησιν 18 τουλάχιστον περιπτώσεων, ποὺ δύναται νἁ 
παρουσιάσῃ τὸ σχετικὀν σχῆμα. "Αξιον σημειώσεως εἶναι ὅτι, ὡς χρησιµο- 
ποιῶν τὰς χορδὰς τῶν τόξων, ἀντὶ τῶν ἡμιχορδῶν (δηλαδὴ τῶν ἡμιτόνων), 
μαρτυρεῖ ὅτι προτιμᾷ νάἁ παραμείνῃ µαθητὴς τῶν Ἑλλήνων, ἀντί τῶν Ἴνδῶν, 

Βαθέα ἴχνη κατέλιπεν ὁ Ταδί καὶ εἰς ἄλλον τοµέα πολὺ διάφορον, 
τελειοποιήσας καὶ συμπληρώσας τὰς ἀρχιμηδείους προτάσεις τὰς σχε- 
τικὰς μὲ τὸν τετραγωνισμὸν τῆς παραβολῆς καὶ ἐρευνήσας τὸν κυβισμὸν 
τῶν στερεῶν, ποὺ γεννῶνται ἐκ περιστροφῆς περὶ τὸν ἄξονά της, πρᾶγμα 
ἀκόμη περισσότερον ἀξιοσημείωώτον, καθ’ ὅσον, ὡς πιστεύεται, οἱ "Αραβες 
δὲν ἐγνώριζον τὰς θεμελιώδεις ἐργασίας τοῦ Αρχιμήδους Περί σφαιρο- 
ειδἑέων καὶ κὠνοειδέων. Τοιαῦται ἔρευναι διεξήγοντο μὲ τὴν 


βοήθειαν τῶν ἀπειροστικῶν μεθόδων, ποὺ ἔμαθον οἱ "Αραβες ἀπὸ τὸν Εὖ- 
κλείδη καὶ τὸν ᾽Αρχιμήδη, Τὸ πεδίον τῆς ἐρεύνης ἀπεδείχθη τόσον γόνιμον, 
ὥστε καὶ ἄλλοι μαθηματικοὶ ἔσπευσαν νά τὸ καλλιεργήσουν, Θὰ µνηµο- 
νεύσωμεν δύο ἐξ αὐτῶν, ἐνῷ δι’ ἕνα τρίτον θά ὁμιλήσωμεν κατωτέρω (8 147). 

Ὁ ἕνας ἐξ αὐτῶν εἶναι ἀνεψιὸς τοῦ ἰδίου τοῦ Ταδίε καὶ ὀνομάζεται 
Άδυ Ἰξίιας Τογαλίπα [σα θίηα]ν ἵνα Τα [σα Όοττα, γεννηθεὶς τὸ 908 ἡ 909 
καὶ ἀποθανών τὸ 946, Εἰς αὐτὸν ὀφείλεται ἕνας νέος τρόπος, μὲ τὸν ὁποῖον 
φθάνοµεν εἰς τετραγωνισμὸν τῆς παραβολῆς, εἰς δὲ τὸν φερόµενον ὡς υἱόν 
του Αὖαά δαίά αυ Πυγαίπι Αἱ δαδί ὀφείλονται μερικαὶ σελίδες ἐπὶ τῆς 
μεθόδου τῆς αὐθαιρέτου ἀφετηρίας (Βερυία Εαικί) 5, 

Ὁ ἄλλος μαθηματικὸς εἶναι ὁ Αδι δαμ] Ἠήρλα σα Ευσίεπι ΑΙ Κα, 
Τεννηθεὶς εἰς Κυ τοῦ Ταδαγίείαη καὶ δράσας εἰς τὴν αὐλὴν τῆς Βαγδάτης 
κατὰ τὸ δεύτερον ἥμισυ τοῦ Χ αἰῶνος, Εἶναι συγγραφιεὺς πολλῶν ἔργων 
μαθηματικῶν καὶ ἀστρονομικῶν. ἛἝνα ἐξ αὐτῶν, πραγματουόµενον τὰς 
καμπύλας ποὺ γεννῶνται ἐκ τῆς προβολῆς τῆς σκιᾶς ἐνὸς στύλου ἐπὶ τοῦ 
Υηπίδου, ἀποδεικνύει ὅτι ὁ συγγραφεὺς εἶχε βαθεῖαν γνῶσιν τῶν κὠνικῶν 
τομῶν. Ἕνα ἄλλο, ποὺ ἔγινε γνωστὸν εἰς τὴν Εὐρώπην ἔκ τινος µερικοῦ 
σχολίου, πραγματεύεται γεωμετρικῶς κυβικἀ ζητήματα (τρίτου βαθμοῦ), 
μεταξὺ τῶν ὁποίων καὶ τὴν τριχοτόµησιν τῆς γωνίας, Τέλος ἕνα τρίτον, 
ἀκόμη σπουδαιότερον, ἔχει ὡς θέµα τὸν κυβισμὸν τοῦ ἐλλειπτικοῦ παρα- 
βολοειδοῦς. 

Εάν ὅλα αὐτὰ τὰ ἔργα τῶν ἀράβων μαθηματικῶν εἶχον γίνει ἐγκαίρως 
γνωστὰ καὶ κατανοητά εἰς τοὺς Εὐρωπαίους, ἡ ἐκ τοῦ τάφου ἔξοδος τοῦ 
μεγάλου Συρακουσίου θά εἶχεν ἐπέλθοι μερικοὺς αἰῶνας ἐνωρίτερον καὶ 
θά εἶχεν ὡς ἀποτέλεσμα τὴν ταχυτέραν διαµόρφωσιν τῆς σηµερινῆς ἄπειρο- 
στικῆς ἀναλύσεως, 


Άξια Κατα] 


145. Εἰς τὴν ἱστορίαν τῆς ὑπὸ τῶν ᾿Αράβων καλλιεργείας τοῦ κλάδου 
τῆς ᾽Αλγέβρας φαίνεται, ὅτι τὸν Μυλαπιπισὰ ἵρα Μυκα ἀκολουθεῖ χρονο- 
λογικῶς ὁ αἰγύπτιος Αδά Καπ! δερα σα Απίασι δα Μαµαπιπιοά δα δερα, 
ἀκμάσας περὶ τὸ ἔτος 900, Οὗτος ἐθαυμάζετο ἀρκετὰ ὑπὸ τῶν ὁμοθρήσκων 
του δι’ ἕνα ἔργον του, περιελθὀν εἰς ἡμᾶς µέσφ λατινικῆς µεταφράσεως, 
ὅπου εἰς τὴν λύσιν τῶν ἐξισώσεων ἐφαρμόζει μεθόδους γεωμετρικῆς ἀλ- 
γέβρας, γνωστὰς ἀπὸ τὰ Στοιχεῖα τοῦ Εὐκλείδου, Μεταξὺ ἄλλων, ὁ 
συγγραφεὺς δεικνύει ὅτι γνωρίζει τὰς ταυτότητας : 


γα Υδ «γκι 2γ989, 


ἐδαιρετικῶς χρησίµους, ὅταν τὸ γινόµενον αἲΌ εἶναι τέλειον τετράγωνον, 


βοήθειαν τῶν ἀπειροστικῶν μεθόδων, ποὺ ἔμαθον οἱ "Αραβες ἀπὸ τὸν Εὖ- 
κλείδη καὶ τὸν ᾽Αρχιμήδη, Τὸ πεδίον τῆς ἐρεύνης ἀπεδείχθη τόσον γόνιμον, 
ὥστε καὶ ἄλλοι μαθηματικοὶ ἔσπευσαν νά τὸ καλλιεργήσουν, Θὰ µνηµο- 
νεύσωμεν δύο ἐξ αὐτῶν, ἐνῷ δι’ ἕνα τρίτον θά ὁμιλήσωμεν κατωτέρω (8 147). 

Ὁ ἕνας ἐξ αὐτῶν εἶναι ἀνεψιὸς τοῦ ἰδίου τοῦ Ταδίε καὶ ὀνομάζεται 
Άδυ Ἰξίιας Τογαλίπα [σα θίηα]ν ἵνα Τα [σα Όοττα, γεννηθεὶς τὸ 908 ἡ 909 
καὶ ἀποθανών τὸ 946, Εἰς αὐτὸν ὀφείλεται ἕνας νέος τρόπος, μὲ τὸν ὁποῖον 
φθάνοµεν εἰς τετραγωνισμὸν τῆς παραβολῆς, εἰς δὲ τὸν φερόµενον ὡς υἱόν 
του Αὖαά δαίά αυ Πυγαίπι Αἱ δαδί ὀφείλονται μερικαὶ σελίδες ἐπὶ τῆς 
μεθόδου τῆς αὐθαιρέτου ἀφετηρίας (Βερυία Εαικί) 5, 

Ὁ ἄλλος μαθηματικὸς εἶναι ὁ Αδι δαμ] Ἠήρλα σα Ευσίεπι ΑΙ Κα, 
Τεννηθεὶς εἰς Κυ τοῦ Ταδαγίείαη καὶ δράσας εἰς τὴν αὐλὴν τῆς Βαγδάτης 
κατὰ τὸ δεύτερον ἥμισυ τοῦ Χ αἰῶνος, Εἶναι συγγραφιεὺς πολλῶν ἔργων 
μαθηματικῶν καὶ ἀστρονομικῶν. ἛἝνα ἐξ αὐτῶν, πραγματουόµενον τὰς 
καμπύλας ποὺ γεννῶνται ἐκ τῆς προβολῆς τῆς σκιᾶς ἐνὸς στύλου ἐπὶ τοῦ 
Υηπίδου, ἀποδεικνύει ὅτι ὁ συγγραφεὺς εἶχε βαθεῖαν γνῶσιν τῶν κὠνικῶν 
τομῶν. Ἕνα ἄλλο, ποὺ ἔγινε γνωστὸν εἰς τὴν Εὐρώπην ἔκ τινος µερικοῦ 
σχολίου, πραγματεύεται γεωμετρικῶς κυβικἀ ζητήματα (τρίτου βαθμοῦ), 
μεταξὺ τῶν ὁποίων καὶ τὴν τριχοτόµησιν τῆς γωνίας, Τέλος ἕνα τρίτον, 
ἀκόμη σπουδαιότερον, ἔχει ὡς θέµα τὸν κυβισμὸν τοῦ ἐλλειπτικοῦ παρα- 
βολοειδοῦς. 

Εάν ὅλα αὐτὰ τὰ ἔργα τῶν ἀράβων μαθηματικῶν εἶχον γίνει ἐγκαίρως 
γνωστὰ καὶ κατανοητά εἰς τοὺς Εὐρωπαίους, ἡ ἐκ τοῦ τάφου ἔξοδος τοῦ 
μεγάλου Συρακουσίου θά εἶχεν ἐπέλθοι μερικοὺς αἰῶνας ἐνωρίτερον καὶ 
θά εἶχεν ὡς ἀποτέλεσμα τὴν ταχυτέραν διαµόρφωσιν τῆς σηµερινῆς ἄπειρο- 
στικῆς ἀναλύσεως, 


Άξια Κατα] 


145. Εἰς τὴν ἱστορίαν τῆς ὑπὸ τῶν ᾿Αράβων καλλιεργείας τοῦ κλάδου 
τῆς ᾽Αλγέβρας φαίνεται, ὅτι τὸν Μυλαπιπισὰ ἵρα Μυκα ἀκολουθεῖ χρονο- 
λογικῶς ὁ αἰγύπτιος Αδά Καπ! δερα σα Απίασι δα Μαµαπιπιοά δα δερα, 
ἀκμάσας περὶ τὸ ἔτος 900, Οὗτος ἐθαυμάζετο ἀρκετὰ ὑπὸ τῶν ὁμοθρήσκων 
του δι’ ἕνα ἔργον του, περιελθὀν εἰς ἡμᾶς µέσφ λατινικῆς µεταφράσεως, 
ὅπου εἰς τὴν λύσιν τῶν ἐξισώσεων ἐφαρμόζει μεθόδους γεωμετρικῆς ἀλ- 
γέβρας, γνωστὰς ἀπὸ τὰ Στοιχεῖα τοῦ Εὐκλείδου, Μεταξὺ ἄλλων, ὁ 
συγγραφεὺς δεικνύει ὅτι γνωρίζει τὰς ταυτότητας : 


γα Υδ «γκι 2γ989, 


ἐδαιρετικῶς χρησίµους, ὅταν τὸ γινόµενον αἲΌ εἶναι τέλειον τετράγωνον, 


Τὸ ἀραβικὸν θαῦμα | 265 
Πολλὰ προβλήματα ὑπηγόρευσε τὸ ἔργον τοῦτο εἰς τὸν ἐκ Πίζης Λεονάρδον, 
τὰ ὁποῖα περιέλαβεν οὗτος εἰς τὸ ἔργον του Ἰάΐδετ ΑΕδασί (6 158). 

Ἡ ἐἑπίδρασις, τὴν ὁποίαν ἤσκησεν ὁ Αδυ Καπ] εἰς τὴν Εὐρώπην, 
Ρεβαιοῦται ἀπὸ ἕνα ἀπόσπασμα, πλῆρες προβλημάτων ἀριθμητικῆς τοῦ 
εἴδους, ποὺ συνηντήσαµεν ἤδη εἰς τὴν κινεζικἠν φιλολογίαν, ὑπὸ τὸ ὄνομα 
απρόβλημα τῶν 100 πτηνῶν» (8 120), ὡς ἐπίσης εἰς τὸ βιβλίον τοῦ 'Αλκουίνου 
Ρτοροσίοπςς αἁ ασυσοηάος Ίωνεπες (θέματα πρὸς ἄσκησιν τῶν νέων) (8 109]. 
Τά προβλήματα αὐὗτάὰ ἑλύοντο μὲ µίαν µέθοδον, ἡ ὁποία κατά τὸν µεσαίώνα 
ἐκαλεῖτο μὲ τὰ ὀνόματα ατερα]α νιγαίπαπι» ἢ ατερυ]α ροἰαίοτµπ» ἢ ἀκόμη 
αγεριία «οσοί» (κανὼν τῶν παρθένων ἢ τῶν µεθύσων ἢ τῶν τυφλῶν). Τὰ 
προβλήματα αὐτὰ μεταφράζονται σήμερον εἰς συστήµατα ἐξισώσεων τοῦ 
ἀκολσούθου τύπου : 

κ ΕΥ ΓΣ... -π, 
ας -βΥ ΥΣ... Ξ η 


καὶ λώσονται, ἂν ἀπαλείψῶμεν ἕνα ἄγνωστον καὶ ἀναζητήσωμεν ἔπειτα ὅλας 
τὰς ἀκεραίας καὶ θετικὰς λύσεις τῆς προκυπτούσης ἐξισώσεως. Ἡ ἔπιδε- 
ξιότης, μὲ τὴν ὁποίαν ἐφαρμόζει τὴν ἰδέαν αὐτὴν τῆς ἀπροσδιορίστου ἀνα- 
λύσεως ὁ Αὖά Καπ], εἶναι ἐκπληκτική, ἂν λάβωμεν ὑπ ὄψιν, ὅτι οὗτος 
προσδιορίζει τὰς 2676 λύσεις, τὰς ὁποίας ἐπιδέχεται τὸ σύστημα : 

κ γ συν -- 100, 

2κ -ἕ- ον σε κ. . δννν-- 10. 

1 ε) 4 

ἛἝνα τρίτον ἔργον τοῦ αὐτοῦ μαθηματικοῦ, ἐγένετο γνωστὸν µόνον 
µέσῳ μιᾶς ἑβραϊκῆς µεταφράσεως τοῦ 1460, γενομένης, ἐπὶ τῇ βάσει ἰσπα- 
νικῆς µεταφράσεως, ὑπὸ τοῦ ἐκ Μαντούης Ματάοεῖνεο Εἰπχί. Οἱ μὴ εἰδικοί 
ἀνατολισταὶ ἡμποροῦν σήµερον νὰ λάβουν γνῶσιν ἀνατρέχοντες εἰς 
µίαν ἰταλικὴν µετάφρασιν ἢ ἐπίσης εἰς µίαν γερµανικήν, Πρόκειται περὶ 
συλλογῆς γεωμετρικῶν προβλημάτων, λνομένων ἀλγεβρικῶς καὶ ἑχόντων 
ὡς πρώτιστον σκοπὸν τήν ἐγγραφήὴν καὶ περιγραφὴν κανονικῶν πολυγώνων 
μὲ 5, 10 καὶ 15 πλευράς, Αἱ ἐπιλύουσαι ἐξισώσεις εἶναι δευτεροβάθµιοι ἢ 
ἀνάγονται εἰς δευτεροβαθµίους. Ὅπου ἐμφανίζονται ἐδισώσεις μὲ ριζικά, 
τρέπονται δι ἐπιτυχῶν μετασχηματισμῶν εἲς ἄλλας χωρὶς ριζικά, ᾿Αναμ- 
φισβήτητοι συμπτώσεις ἔχουν διαπιστωθή μεταξὺ τοῦ ἔργου τούτου καὶ τῶν 
Εργῶὼν τοῦ Εἰδοπαςς!. 

Τέλος, εἰς τὸν Αδαά Καπ! ἀποδίδεται µία µονογραφία ἐπὶ τῆς μεθόδου, 
τὴν ὁποίαν πολλοί συγγραφεῖς τοῦ Μεσαίωνος, ἀναφέρουν μὲ τὸν ἄνατο- 
λικῆς προελεύσεως ὅρον ααἱ - οαίαίπω. Πρόκειται περὶ τοῦ αξεκυ]α 
Γα]σίν ἢ αΚερυία αυρπιεπίί εί ἀῑπιιπυποπίαν τοῦ ΑΕγαβαπι Ὄεη Ἑκάτα (8 111) 


καὶ ἄλλων μεσαιωνικῶν συγγραφέων, Τὸ κείµενον ἐκεῖνο εἶναι ἴσως τὸ 
πρωτότυκον ἄλλου, γνὠστοῦ ἀπὸ ἑνόὸς αἰῶνος περίκου, χάρις εἰς µίαν λατι- 
νικὴν µετάφρασιν φέρουσαν τὸν τίτλον 15ος ααρωεπίή οἱ ἀἰπήπωοπίς δι 

Σκοπὸς τοῦ ἔργου τούτου εἶναι νὰ διδάξῃ πῶς, μέσφ δύο δοκιμῶν, 
δύναται νὰ λυθῇ οἰαδήποτε ἐξίσωσις ἀναγομένη εἰς τὴν μορφὴν ας -- Β. 
Θέτομεν διαδοχικῶς εἰς τὴν ἐξίσωσιν δύο αὐθαιρέτους τιμὰς τοῦ χ, ἔστω 
δν, ἃς καὶ λαμβάνοµεν τὰ προκύπτοντα σφάλματα : ει--αμι-Ό, ει” αμι-ο. 
Εντεῦθεν λαμβάνομεν : 

[.-σε ο 
.,-δν ..”-ᾱ, 

καὶ τέλος τὴν τιµὴν τοῦ κ ; 


κχ-- 


θιδ'' οι 
ο . 

ἐκπεφρασμένην συµφώνως πρὸς τὸν ἀραβικὸν κανόνα. Προσθέτομεν, ὅτι 
ὁ κανώὼν διετυποῦτο διαφόρως καὶ συμφώνως πρὸς τὰ ἑκάστοτε ἀλγεβρικά 
σημεῖα τῶν σφαλμάτων εν, εν» ᾿ΕἘφηρμόζετο δὲ μηχανικῶς μὲ τὴν βοήθειαν 
ἑνὸς γραφικοῦ σχήµατος, ὅπως γίνεται σαφὲς ἀπὸ τὰ ἀκόλουθα παραδεί- 
µατα, ποὺ ἀπαντῶνται εἰς µεταγενεστέρους συγγραφεῖς (ΑΙ Οαἱκαάί, ὃ 155, 
Βοάα Εἀάάίη, ὁ 156) : 

Ι. «νὰ εὑρεβῇ ἀριθμὸς ὁ ὁποῖος αὐξανόμενος κατὰ τὰ 2/1 αὐτοῦ καὶ 
µίαν µονάδα δίδει ἄθροισμα 10». Ἡ πρὸς λύσιν ἐξίσωσις εἶναι προφανῶς 


κ. αλλ -1ο. 


Ἔστωσαν αὐθαίρετοι τιµαὶ τοῦ κ, αἱ 9 καὶ 6. Τὰ προκύπτοντα σφάλματα εἶναι 
Ἔ 6, -- Ἱ. Κατασκευάζοµεν τώρα τὸ σχ. 23, τοῦ ὁκοίου αἱ γραμμαὶ βοηθοῦν 
τὴν ἐξ ὄψεως ἐφαρμογὴν τοῦ ἀνωτέρω κανόνος, ὡς ἑξῆς : 
αι ἀπὸ ο κ 
6--! κ ᾗὉα 


Σχ. 


Π. ανά εὑρεθῇ ἀριθμός, τοῦ ὁποίου τὸ ἑξαπλάσιον προστιθέµενον εἰς 
τὸ ἑκταπλάσιον νἁ δίδῃ ἄθροισμα 250. Ἡ ἐξίσωσις τοῦ προβλήματος εἶναι 


Τὸ ἀραβικὸν θῦμα ο 260 


κ -- Ἱκ -- 23, Μὲ τὰς αὐθαιρέτους τιμὰς 6 καὶ { ἔχομεν σφάλματα --5ᾖ 


Ἐκ. 14 
καὶ -- ἴλ. Ἑργαζόμενοι, βάσει τοῦ σχ. 24, ὅπως καὶ ἀνωτέρα, εὑρίσκομεν, 


κχ-- 5. 
ΠΠ. ανά εὐρεθῇ ἀριθμὸς τοῦ ὁκοίου τὸ τέταρτον καὶ τὸ πέµπτον, προσ- 
τιθέµενα νὰ δίδουν ἄθροισμα 210, Ἡ πρὸς λύσιν ἐξίσωσις εἶναι κ - χ/4-- 


Σχ. 15 


κε 31, Μὲ αὐθαιρέτους τιμὰς 12 καὶ 24 εὑρίσκομεν σφάλματα --Ιδ, ---ὖ. 
Ὁδηγούμενοι ἀπὸ τὸ σχ. 25, εὑρίσκομεν κ -- 16. 

Παρατηρητέον, ὅτι αἱ αὐθαίρετοι τιµαί, ποὺ δίδονται εἷς τὸν α, ἐκλέ- 
γονται πάντοτε οὕτῶς, ὥστε κατὰ τὸν ὑπολογισμόν, ν᾿ ἀποφεύγωνται τὰ 
κλάσματα, 

Ὁ ΑΌυ Καπι ἤσκησεν ἀναμφιβόλως ἀξιόλογον ὑπίδρασιν ἐπὶ τῆς 
εὑρωπαϊκῆς ἐπιστήμης, ἀλλὰ ἀκριβολογημένην εἰκόνα τοῦ μέτρου τῆς ἐπι- 
δράσεως ταύτης θὰ καταστῃ δυνατὸν νά λάβωμεν µόνον, ὅταν τὸ ἐπιστη- 
µονικόν του ἔργον γίνη, εἷς τὸ σύνολον αὐτοῦ γνωστόν, ἀκόμη καὶ εἰς ἐκεί- 
νους, οἱ ὁποῖοι δὲν ἔχουν τὴν δυνατότητα νά μελετήσουν τὰ ἔργα του εἰς τὸ 
πρωτότυπον. 


ΑΙραϊερπο καὶ Ανα Ὑαία 


146, Ἡ χρονολογικἡ σειρἀ φέρει τώρα εἰς τὸ προσκήνιον ἕνα ἆστρο- 
νόμον μεγάλης ἀδθίας καὶ παγκοσμίου φήμης, τοῦ ὁποίου τὸ πλῆρες ὄνομα 
εἶναι: Αδια Αδόαϊα Μυμαπιπιοά σα Οαδἱς δα ίπαςπ ΑΙ Βαμαπί, κοινῶς 
δὲ ΑΙυαίεκαο (γεννηθεὶς περὶ τὸ 858 καὶ ἀποθανὼν τὸ 929], Αἱ ἁστρονο- 
μικαὶ παρατηρήσεις του καλύπτουν τὴν μακράν περίοδον 378 «919. 


Τὸ ἀραβικὸν θῦμα ο 260 


κ -- Ἱκ -- 23, Μὲ τὰς αὐθαιρέτους τιμὰς 6 καὶ { ἔχομεν σφάλματα --5ᾖ 


Ἐκ. 14 
καὶ -- ἴλ. Ἑργαζόμενοι, βάσει τοῦ σχ. 24, ὅπως καὶ ἀνωτέρα, εὑρίσκομεν, 


κχ-- 5. 
ΠΠ. ανά εὐρεθῇ ἀριθμὸς τοῦ ὁκοίου τὸ τέταρτον καὶ τὸ πέµπτον, προσ- 
τιθέµενα νὰ δίδουν ἄθροισμα 210, Ἡ πρὸς λύσιν ἐξίσωσις εἶναι κ - χ/4-- 


Σχ. 15 


κε 31, Μὲ αὐθαιρέτους τιμὰς 12 καὶ 24 εὑρίσκομεν σφάλματα --Ιδ, ---ὖ. 
Ὁδηγούμενοι ἀπὸ τὸ σχ. 25, εὑρίσκομεν κ -- 16. 

Παρατηρητέον, ὅτι αἱ αὐθαίρετοι τιµαί, ποὺ δίδονται εἷς τὸν α, ἐκλέ- 
γονται πάντοτε οὕτῶς, ὥστε κατὰ τὸν ὑπολογισμόν, ν᾿ ἀποφεύγωνται τὰ 
κλάσματα, 

Ὁ ΑΌυ Καπι ἤσκησεν ἀναμφιβόλως ἀξιόλογον ὑπίδρασιν ἐπὶ τῆς 
εὑρωπαϊκῆς ἐπιστήμης, ἀλλὰ ἀκριβολογημένην εἰκόνα τοῦ μέτρου τῆς ἐπι- 
δράσεως ταύτης θὰ καταστῃ δυνατὸν νά λάβωμεν µόνον, ὅταν τὸ ἐπιστη- 
µονικόν του ἔργον γίνη, εἷς τὸ σύνολον αὐτοῦ γνωστόν, ἀκόμη καὶ εἰς ἐκεί- 
νους, οἱ ὁποῖοι δὲν ἔχουν τὴν δυνατότητα νά μελετήσουν τὰ ἔργα του εἰς τὸ 
πρωτότυπον. 


ΑΙραϊερπο καὶ Ανα Ὑαία 


146, Ἡ χρονολογικἡ σειρἀ φέρει τώρα εἰς τὸ προσκήνιον ἕνα ἆστρο- 
νόμον μεγάλης ἀδθίας καὶ παγκοσμίου φήμης, τοῦ ὁποίου τὸ πλῆρες ὄνομα 
εἶναι: Αδια Αδόαϊα Μυμαπιπιοά σα Οαδἱς δα ίπαςπ ΑΙ Βαμαπί, κοινῶς 
δὲ ΑΙυαίεκαο (γεννηθεὶς περὶ τὸ 858 καὶ ἀποθανὼν τὸ 929], Αἱ ἁστρονο- 
μικαὶ παρατηρήσεις του καλύπτουν τὴν μακράν περίοδον 378 «919. 


268 | - Ἱστορία τῶν Μιβηματικῶν 


Εἰς τὸν Αἰδαίερπο ὀφείλεται ἕνα µέγα ἀστρονομικὸν ἔργον, µετα- 
φρασθὲν εἰς τὴν λατινικὴν ὑπὸ τοῦ Πλάτωνος τοῦ ἐκ Τίβολι ἢ Τιμκουρ- 
τίνου (6 114). Προσφάτως ἐγένετο νέα ἔκδοσις, ἀνταποκρινομένη πλήρως 
εἰς τὰς ἀπαιτήσεις τῆς συγχρόνου κριτικῆς, Τὸ ἔργον τοῦτο συνέβαλεν 
ἀποτελεσματικῶς εἰς τὴν διάδοσιν τῆς λέξεως αἡμίτονον», ἐπὶ τῆς ἔτυμο- 
λογίας τοῦ ὁποίου διεξάγονται ἀπὸ μακροῦ χρόνου συζητήσεις εἰς οὐδὲν 
ἀπολήξδασαι ὁριστικὸν συμπέρασμα. 

Εἰς τὸ Κεφάλαιον ΤΠ τοῦ ἀνωτέρω ἀστρονομικοῦ ἔργου ἐφαρμόζεται 
ἡ συνάρτησις τοῦ ἡμιτόνου εἰς εὑρεῖαν κλίμακα, μὲ καταφανῆ χρησιµο- 
ποίησιν ἑλληνικῶν καὶ ἰνδικῶν κηγῶν, ἀλλά συγχρόνως μὲ ἁρκετὴν δόσιν 
πρωτοτυπίας, Εἰς τὸ ἔργον τοῦτο εὑρίσκεται διὰ κρώτην φορὰν «τὸ θεώρημα 
τοῦ συνημµιτόνου» διὰ τυχόντα σφαιρικἀ τρίγῶνα, ὡς καὶ αἱ ἀκόλουθοι 
σχέσεις διὰ τὸ ὀρθογώνιον εἰς Β σφαιρικὸν τρίγωνον ΑΒΟ : 


μυ α.- ὡς 
Ἅνα οοθος 


.συνΑ- 
εφ 

Παρά ταῦτα, δὲν εἶναι ὁ Αἱθαίερπο ἐκεῖνος ποὺ σημειώνει τὸ ἀπόγειον 
τῆς ἀραβικῆς ἀστρονομίας, Οἱ ἱστορικοί τῆς ἐπιστήμης τοῦ οὐρανοῦ θεω- 
ροῦν, ὅτι τὸ ἀπόγειόν της ἐκισημαίνεται μὲ τὴν ἐμφάνισιν τοῦ Μιβαπιπιοά 
ο Μαλαπιπιοά ἵσα ζαΐ]α δη Ἰπιαίί! ΑΙ Αὖδας ΑδυἸ Ὑαία, ὀνομαζομένου 
συνήθως μὲ τὸ συγκεκομµένον ὄνομα Αδυ ἸΝαία”. 

Ἐγεννήθη εἰς τὴν ἐπαρχίαν Νίσασας, τὸν Ιούνιον 940 ἀπὸ οἰκογένειαν 
πεπαιδευµένων, ἀπέθανε δὲ εἰς τὴν Βαγδάτην τὸ 997 Ἡ 998. 'Αποδίδονται 
εἰς αὐτὸν σχόλια εἰς τὰ Στοιχεῖα καὶ εἰς ἕνα ἄλλο ἔργον τοῦ Εὐκλείδου 
Ἐπὶ τῆς διαιρέσεως τῶν σχημάτων, ἔτι δὲ εἰς τὸν Διόφαντον 
καὶ εἰς τὸν Μυµαπιπισά ἴσπ Μυσα. Τέλος ἰσχυρίζονται, ὅτι ἔγραψεν ἐπίσης 
σχόλια εἰς µίαν ἄλγεβραν (ποίαν ;) τοῦ Ἱκπάρχου, τὰ ὁκοῖα ἐὰν ὑφίσταντο 
πράγµατι καὶ ἤρχοντο εἰς τὴν δημοσιότητα, θὰ ἦσαν ἀληθῶς στοιχεία 
πολύτιμα πρὸς συμπλήρωσιν τῶν ὀλίγων ἐκείνων, ποὺ γνωρίζοµεν περὶ 
τοῦ μεγίστου ἕλληνος ἀστρονόμου. 

Ὁ Αὐοιπ Ἠαία φέριται ὡς συγγραφεὺς πολλῶν πρωτοτύπῶν γεωµε- 
τρικῶν ἔργων, τὰ ὁποῖα ἐν γένει εἶναι ἀκόμη ἄγνωστα εἲς τὴν Εὐρώπην. 
Ἐξαίρεσιν ἀποτελεῖ τὸ Βιβλίον γεωμετρικῶν κατασκευῶν, 
τοῦ ὁποίου γνωρίζοµεν τοὐλάχιστον µίαν ἀνασύνταξιν εἰς περσικἠν γλῶσ- 
σαν, γραφεῖσαν ὑπὸ ἑνὸς μαθητοῦ του. Μία ὁμὰς προβλημάτων λελυμµένων 
περιλαμβάνει κατασκενὰς ἀποσκοπούσας εἰς τὴν ἀναγνώρισιν ἄν µία δο- 
θεῖσα γωνία εἶναι ἢ ὄχι ὀρθή, Μία ἄλλη ὁμὰς διδάσκει κατασκευὰς μὲ ἕνα 


. Πρὸς ἀποφυγὴν συγχύσεων σημειοῦμεν, ὅτι διετηρήθη ἡ µνήµη καὶ ἑνὸς ἄλλου 
ὁμωνύμου συγγραφέως, ζήσαντος ὀλίγον πρὶν τοῦ 1510, τοῦ ὁποίσου ὅμως τὸ ὄνομα συν- 
δέεται μὲ ἕνα µέτριον ἔργον ἀριθμητικῆς. 


----μακα 


µόνον ἄνοιγμα τοῦ διαβήτου. Μία τρίτη ὁμᾶς διδάσκει τὸν προσδιορισμὸν 
τετραγώνων ἰσοδυνάμων πρὸς τὸ ἄθροισμα ἄλλων. Τέλος, µία ἄλλη ὁμάς 
περιλαµβάνει κατασκευάὰς κανονικῶν πολυέδρων ἐπὶ τῇ βάσει ἰδεῶν προσεγ- 
ηιζουσῶν ἐκείνας τοῦ Πάππου μᾶλλον (ῷ 58), παρὰ τὰς συναφεῖς τοῦ Εὐ- 
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Ι. «Μὲ ἕνα µόνον ἄνοιγμα τοῦ διαβήτου νά ἐγγραφῇ τετράγωνον εἰς 
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Σχ. 16 


Μὲ τὸ δοθὲν ἄνοιγμα τοῦ διαβήτου, προσδιορίζονται ἐπί τῆς περιφερείας 
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ὅπου γ καριστῇ τὴν ἀκτῖνα τοῦ κύκλου ἀναφορᾶς. Τελικῶς ὁ μέγας ἁστρο- 
νόμος παρετήρησεν ὅτι οἱ τύποι οὗτοι ὑφίστανται ἀξιόλογον ἁπλοποίησιν 
ἐὰν ληφθῇ τ- 1. Παρατήρησις µεγάλης σπουδαιότητος, ἡ ὁποία ὅμως 
παρέµεινεν ἄγονος µέχρι τῆς ἡμέρας, κατὰ τὴν ὁποίαν ἐπανελήφθη αὐτο- 
µάτως ἀπὸ τοὺς σὐρωπαίους μαθηματικοὺς τοῦ ΧΥΠΙ αἰῶνος, 
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147. Ἕνας ἄλλος ”Αραψ, ἀσχολούμενος μὲ τὰς ἐφαρμογὰς τῶν µα- 
θηματικῶν εἰς τὴν φυσικήν, ἐδειλίχθη εἰς ἀναμφισβήτητον αὐθεντίαν εἰς 
τὸν τοµέα τῆς Ὁπτικῆς, ᾽Απὸ τὸ µέγα ἔργον του Ορίίσαἱ ΤἩοσαυγας 1 ασγίς 
δερίεσι (Βαθίίας, 1622) ἤντλησαν γνώσεις καὶ ἐμπνεύσεις ἐπιστήμονες µε- 
γάλης φήμης, ὅπως ὁ Ρογῆρος Βάκων καὶ ὁ Κόπλερος, 

Ὁμιλοῦμεν δι’ ἐκεῖνον, ἀπὸ τὸν ὁποῖον ἔλαβε τὸ ὄνομα τὸ γνὠστό- 
τατον γεωμετρικὸν απρόβληµα τοῦ ΑἴΠασεπ» ἳ' Π, ὅπως λέγεται σήμερον 
ατοῦ να Ηαίίαπι», κατὰ συγκοκὴν τοῦ πλήρους ὀνόματός του; Αἱ Ἠπιαν 
ἴδα ΑΙ Ἡασαυ σα Αἱ Ηαίαπ Αὖα ΑΙ. Οὗτος ἐγεννήθη εἲς Βασγα (Βασσόραν) 
περὶ τὸ 965, ἀπέθανε δὲ εἰς τὸ Κάῑρον περὶ τὰ τέλη τοῦ 1039, Γενόμενος 
διάσηµος μεταξὺ τῶν συμπατριωτῶν του ὡς εὑρυμαθέστατος, ὡς φιλόσοφος 
καὶ ὡς ἰατρός, μετέβη εἰς Αἴγυπτον μὲ τὴν πρόθεσιν νἁ προτείνη εἰς τοὺς 
ἁρμοδίους τὴν ἐφαρμογὴν ἰδικῆς του ἐμπνεύσεως σχεδίου πρὸς ρύθμισιν 
τῶν περιοδικῶν κλημμυρῶν τοῦ Νείλου. Ὁ ἡγεμὼν τοῦ τόπου, εἰς τὸν 
ὁποῖον ἀνεκοίνώωσε κροφορικῶς τὴν σοβαρωτάτην πρὀτασιν, ἔθεσεν εἰς 
τὴν διάθεσἰν του ἀπεριόριστον ἠθικὴν καὶ ὑλικὴν ὑποστήριδιν, Ὅταν ὅ- 
µως ὁ Αἱ Ἠαίίαπι εὐρέθη ἑνώπιον τῶν γιγαντιαίων ἀρχιτεκτονικῶν µνη- 
µείων ποὺ θαυμάζονται εἰς τὴν Αἴγυκπτον καὶ ἀνεμέτρησε τὴν στάθµην, 
εἲς τὴν ὁποίαν εἶχε φθάσει ἡ τέχνη τῶν Αἰγυπτίων ἀπ᾿ ἀρχαιοτάτων χρόνων, 
ἀνεγνώρισεν ὅτι ὑπερεξετίμησε τὰς ἰδικάς του δυνάμεις καὶ ἀποθαρρυνθείς 
ἤρχισε νὰ σκέπτεται τὸν δρόμον τῆς ἐπιστροφῆς. Προτοῦ ὅμως ἔγκατα- 
λείψη τελείως τὴν ἐπιχείρησιν, ἔκαμε κάποιαν δοκιµαστικἠν προσπάθειαν 
πλησίον τοῦ καταρράκτου, τοῦ κειµένου νοτίως τοῦ Α5πααπ. Μὴ δυνηθεὶς 
δὲ νὰ φέρῃ ἀποτέλεσμα, ἔχασε τὴν βασιλικὴν εὔνοιαν, περιέπεσεν εἰς ἂνυ- 
ποληψίαν καὶ παρ’ ὀλίγον νὰ χάσῃ καὶ τὴν ζωήν του. Κατώρθωσε νὰ δια- 
φύγη τελικῶς τὸν μαρτυρικὸν θάνατον, προσποιηθεἰς τὸν τρελλόν. Μετὰ 
τὸν θάνατον τοῦ αἰγυπτίου βασιλέως ἀνέκτησε τὴν ἀπολεσθεῖσαν ἕλευ- 
θερίαν του καὶ ἠδυνήθη νὰ τερµατίσῃ ἡσύχως τὰς ἡμέρας του παρά τὰς 
ὄχθας τοῦ ποταμοῦ, τὸν ὁποῖον ἀπότυχε νά δαµάσῃ. 

Ὁ ἵνα ἨΗπίασι ἄφησε ποικιλίαν ἔργων --- μαθηματικῶν, ἀστρονομικῶν 
καὶ φιλοσοφικῶν --- τῶν ὁποίων ὁ ἀριθμὸς δὲν εἶναι κατώτερος τοῦ 130, 
τὸ µεγαλύτερον δὲ µέρος αὐτῶν εἶναι ἀκόμη ἀνέκδοτον ἢ ἦλθεν εἰς φῶς 
ἐν ἐπιτομῇ. 

Ἐξαίρεσιν ἀποτελεῖ ἕνα ὑπόμνημα ἐπὶ τῶν καυστικῶν κατόκτρῶν παρα- 
βολικοῦ σχήματος, χρήσιµον εἰς ἐκείνους, οἱ ὁποῖοι ἐπιθυμοῦν ν᾿ ἄνασυν- 
τάξουν τὴν θεωρίαν τῶν ᾿Αράβων ἐπὶ τῶν κωνικῶν τομῶν καὶ νὰ λάβουν 
πληροφορίας ἐπὶ τῶν ἐπιτευγμάτων τοῦ ᾿Αρχιμήδους καὶ τοῦ Αιοκλέους 
ἐπί τοῦ αὐτοῦ θάµατος. 


Τοῦ ἰδίου συγγραφέως εἶναι ἐπίσης γνωὼστὴ µία πραγματεία ἐπὶ τοῦ 
τετραγωνισμοῦ τοῦ κύκλου, ἡ ὁκοία ὅμως, ὡς ἀποτελοῦσα µίαν ἀνάπλασιν 
παλαιῶν παρατηρήσεων ὀφειλομένων εἰς τὸν Ἱπκοκράτην τὸν Χῖον (6 25), 
δὲν προσθέτει τίποτε τὸ ἀξιόλογον εἰς ὅσα γνωρίζοµεν ἐπὶ τοῦ περιφήµου 
προβλήματος καὶ μᾶλλον μειώνει καρὰ αὐξδάνει τὴν φήµην τοῦ συγγραφέως. 

Δύο βιβλία τοῦ ἰδίου μαθηµατικοῦ Ἐπί τῶν δεδοµένων ἐγρά- 
φησαν, ὅπως ὁμολογεῖ ὁ ἴδιος, κατ ἔμπνευσιν τοῦ γνωστοῦ ἔργου τοῦ Εὐ- 
κλείδου (6 38], ἐχρησιμοποίησεν ὅμως ἐπίσης τὰ Πορίσμµατα τοῦ ἰδίου 
συγγραφέως καὶ τοὺς Ἐπιπέδους τὅπους τοῦ Απολλωνίου, ἄπο- 
δεικνυόµενος οὕτω, ὅκως καὶ τόσοι ἄλλοι συμπατριῶται του, μαθητής, ἐὰν 
ὄχι συνεχιστής, τῶν μεγάλῶν ἑλλήνων γεωμετρῶν. Ἐπιβεβαιοῦται δὲ τοῦτο 
ἀκόμη ἀπὸ μερικὰς σελίδας, τὰς ὁποίας ἀφιέρωσεν εἰς ἕνα πρακτικὀν ζἡ- 
τηµα τῆς ὑψομετρίας, ὡς εἶναι π.χ. ἡ εὕρεσις τοῦ ὄψους οἰκοδομημάτων. 
Εἶναι ἐκίσης γνωσταί μερικαὶ λύσεις δοθεῖσαι ὑπ αὐτοῦ εἰς τὸ πρόβλημα 
ανἁ κατασκευασθῇ τρίγωνον τοῦ ὁποίου δίδονται τὸ ἐμβαδόν, µία κλευρὰ. 
καὶ τὸ ἄβροισμα τῶν δύο ἄλλων», 

Μεταξὺ τῶν ἔργων τοῦ ΑΙ Ἠδίαπι, ποὺ ὀγένοντο γνωστά, ἐκεῖνο τὸ 
ὁποῖον παρουσιάζει τὴν μεγαλυτέραν πρωτοτυπίαν εἶναι ἀφιερώμένον εἰς 
τὸν κυβισμὸν τοῦ στερεοῦ τοῦ παραγοµένου ἐκ περιστροφῆς μιᾶς καρα- 
βολῆς περὶ µίαν διάµετρόὀν της ἢ µίαν τεταγµένην της. Ὅλα τὰ δεδοµένα 
ἀφήνουν τὴν ἐντύκῶσιν, ὅτι καὶ αὐτὸς ἡγνόει τὸ ἀρχιμήδειον ἔργον Περί 
κωνοειδέων καὶ σφαιροειδέων, ἐνῷ ἐγνώριζε τὰς συναφεῖς 
ἐρεύνας τοῦ Ταδίε καὶ τοῦ ΑΙ Κυμί (ὁ 144). Εἰς τὰς ἐρεύνας του εἶχεν ὡς 
ὁδηγὸν τὸν Εὐκλείδη καὶ ἐπέτυχε νὰ ὑκολογίστῃ τὸ ἄθροισμα : 


δι Ξ- [5 -- 2 1 4 ...., 


ὄχι µόνον διά τιµάς ᾖ, 2, 3 τοῦ ἐκθέτου, πρᾶγμα ποὺ εἶχεν ἤδη κραγµατο- 
ποιηθῆ, ἀἁλλ᾽ ἀκόμη διά η -- 4. Τὸ κείµενον τοῦτο, ἀληθὲς κειµήλιον, μόλις 
πρὀ τινος ἐλθὸν εἰς φῶς, ζωογονεῖ τὰς ἐλπίδας ὅτι τὸ μέλλον μᾶς ἔπιφυ- 
λάσσει παροµοίας ἐκπλήξεις καὶ διδάσκει πόσον προσεκτικοί πρέπει νὰ 
εἴμεθα εἰς τὴν διατύπωσιν ἀνωρίμων κρίσεων, ὄχι µόνον διὰ τὸν Αἱ Ηαίίαπι, 
ἀλλὰ διὰ τὴν συμβολἠν τῶν ὁκαδῶν τοῦ Μωάμεθ γενικώτερον εἰς τὰς ἄκρι- 
βεῖς ἐπιστήμας, 


Αἱ Ἠἰταπσί 


148. Περίπου σύγχρονος τοῦ ΑΙ Ηαίαπι εἶναι ὁ Μαμαπιρεά ἴσα 
ΛΕπνεά ΑδιἸ Εναν Αἱ Βἰγαπί, τὸν ὁποῖον ἐμνημονωύσαμεν ἤδη μὲ τὸ συγ- 
κεκομµένον ὄνομα ΑΙ Βιγαπῖ, τὸ ὁποῖον καὶ θὰ ἐξακολουθήσωμεν νὰ τοῦ 


Τοῦ ἰδίου συγγραφέως εἶναι ἐπίσης γνωὼστὴ µία πραγματεία ἐπὶ τοῦ 
τετραγωνισμοῦ τοῦ κύκλου, ἡ ὁκοία ὅμως, ὡς ἀποτελοῦσα µίαν ἀνάπλασιν 
παλαιῶν παρατηρήσεων ὀφειλομένων εἰς τὸν Ἱπκοκράτην τὸν Χῖον (6 25), 
δὲν προσθέτει τίποτε τὸ ἀξιόλογον εἰς ὅσα γνωρίζοµεν ἐπὶ τοῦ περιφήµου 
προβλήματος καὶ μᾶλλον μειώνει καρὰ αὐξδάνει τὴν φήµην τοῦ συγγραφέως. 

Δύο βιβλία τοῦ ἰδίου μαθηµατικοῦ Ἐπί τῶν δεδοµένων ἐγρά- 
φησαν, ὅπως ὁμολογεῖ ὁ ἴδιος, κατ ἔμπνευσιν τοῦ γνωστοῦ ἔργου τοῦ Εὐ- 
κλείδου (6 38], ἐχρησιμοποίησεν ὅμως ἐπίσης τὰ Πορίσμµατα τοῦ ἰδίου 
συγγραφέως καὶ τοὺς Ἐπιπέδους τὅπους τοῦ Απολλωνίου, ἄπο- 
δεικνυόµενος οὕτω, ὅκως καὶ τόσοι ἄλλοι συμπατριῶται του, μαθητής, ἐὰν 
ὄχι συνεχιστής, τῶν μεγάλῶν ἑλλήνων γεωμετρῶν. Ἐπιβεβαιοῦται δὲ τοῦτο 
ἀκόμη ἀπὸ μερικὰς σελίδας, τὰς ὁποίας ἀφιέρωσεν εἰς ἕνα πρακτικὀν ζἡ- 
τηµα τῆς ὑψομετρίας, ὡς εἶναι π.χ. ἡ εὕρεσις τοῦ ὄψους οἰκοδομημάτων. 
Εἶναι ἐκίσης γνωσταί μερικαὶ λύσεις δοθεῖσαι ὑπ αὐτοῦ εἰς τὸ πρόβλημα 
ανἁ κατασκευασθῇ τρίγωνον τοῦ ὁποίου δίδονται τὸ ἐμβαδόν, µία κλευρὰ. 
καὶ τὸ ἄβροισμα τῶν δύο ἄλλων», 

Μεταξὺ τῶν ἔργων τοῦ ΑΙ Ἠδίαπι, ποὺ ὀγένοντο γνωστά, ἐκεῖνο τὸ 
ὁποῖον παρουσιάζει τὴν μεγαλυτέραν πρωτοτυπίαν εἶναι ἀφιερώμένον εἰς 
τὸν κυβισμὸν τοῦ στερεοῦ τοῦ παραγοµένου ἐκ περιστροφῆς μιᾶς καρα- 
βολῆς περὶ µίαν διάµετρόὀν της ἢ µίαν τεταγµένην της. Ὅλα τὰ δεδοµένα 
ἀφήνουν τὴν ἐντύκῶσιν, ὅτι καὶ αὐτὸς ἡγνόει τὸ ἀρχιμήδειον ἔργον Περί 
κωνοειδέων καὶ σφαιροειδέων, ἐνῷ ἐγνώριζε τὰς συναφεῖς 
ἐρεύνας τοῦ Ταδίε καὶ τοῦ ΑΙ Κυμί (ὁ 144). Εἰς τὰς ἐρεύνας του εἶχεν ὡς 
ὁδηγὸν τὸν Εὐκλείδη καὶ ἐπέτυχε νὰ ὑκολογίστῃ τὸ ἄθροισμα : 


δι Ξ- [5 -- 2 1 4 ...., 


ὄχι µόνον διά τιµάς ᾖ, 2, 3 τοῦ ἐκθέτου, πρᾶγμα ποὺ εἶχεν ἤδη κραγµατο- 
ποιηθῆ, ἀἁλλ᾽ ἀκόμη διά η -- 4. Τὸ κείµενον τοῦτο, ἀληθὲς κειµήλιον, μόλις 
πρὀ τινος ἐλθὸν εἰς φῶς, ζωογονεῖ τὰς ἐλπίδας ὅτι τὸ μέλλον μᾶς ἔπιφυ- 
λάσσει παροµοίας ἐκπλήξεις καὶ διδάσκει πόσον προσεκτικοί πρέπει νὰ 
εἴμεθα εἰς τὴν διατύπωσιν ἀνωρίμων κρίσεων, ὄχι µόνον διὰ τὸν Αἱ Ηαίίαπι, 
ἀλλὰ διὰ τὴν συμβολἠν τῶν ὁκαδῶν τοῦ Μωάμεθ γενικώτερον εἰς τὰς ἄκρι- 
βεῖς ἐπιστήμας, 


Αἱ Ἠἰταπσί 


148. Περίπου σύγχρονος τοῦ ΑΙ Ηαίαπι εἶναι ὁ Μαμαπιρεά ἴσα 
ΛΕπνεά ΑδιἸ Εναν Αἱ Βἰγαπί, τὸν ὁποῖον ἐμνημονωύσαμεν ἤδη μὲ τὸ συγ- 
κεκομµένον ὄνομα ΑΙ Βιγαπῖ, τὸ ὁποῖον καὶ θὰ ἐξακολουθήσωμεν νὰ τοῦ 


Τὸ ἁραβικὸν θαῦμα 113 


ο π ης ι 
μα: «αι (αι 


ἀποδίδωμεν. Ἐγεννήθη εἰς ΚΠΟΜΗΓΕΣσΙ (ΚΠηνα) τὸ 973 καὶ ἀπέθανεν εἰς 
(σης (Α{ραπίσίαη) τὸ 1014. 

Εἰς τὸν Αἱ Βιτυπί ἀποδίδονται πολλά φιλοσοφικά καὶ [στορικά ἔργα, 
ταξιδιωτικαὶ ἐντυπώσεις καὶ περιγραφαὶ (ἂν καὶ εἰς αὐτὰς εὑρίσκεται 
ὠκόμη ὅ ὑπολογισμός τοῦ ἀθροίσματος τῶν 66 ὅρων γεωμετρικῆς πρού- 
δου μὲ πρῶτον ὅρον ἵ καὶ λόγον 2 Ἰ, περιγραφαί ἀστρονομικῶν ὀργάνων 
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4 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 
Ἱνωστῆς µας πηγῆς, ὀφειλομένης εἰς τὸν Αδαά Καπί (6145). 
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χ” -ε [ -- Ίκ, 
τῆς ὁποίας ἡ ρίζα ἐκφράνεται, ὡς βεβαιώνει ὁ συγγραφεύς, μὲ ἑξηκοντα- 
δικἁἀ κλάσματα, ὡς ἑξῆς : 
Γ. ο 4 . ατα . 1309 


Ἐπειδὴ δὲν γίνεται λόγος περὶ τοῦ τρόπου, μὲ τὸν ὁποῖον κατέληξεν 
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τῆς ἐφαρμογῆς κάποιας μεθόδου, εὑρισκομένης εἰς κοινὴν χρῆσιν κατὰ 
τὴν ἐποχὴν ἐκείνην, ἀλλά τὴν ὁποίαν ἀγνοοῦμεν σήμερον. Ἡ ἀνωτέρα 
τιµή, ἐκφραζομένη μὲ δεκαδικἁ ψηφία, γράφεται: 1, 8798352468, Ἡ τιµὴ 
αὕτη συμπίπτει, κατὰ τὰ Ἱ πρῶτα ψηφία της, μὲ ἐκείνην τὴν ὁποίαν εὑρί- 
σκοµεν ἐφαρμόζοντες τὴν µέθοδον Ηοταος. 

᾿Ακολουθοῦν οἱ προσδιορισμοἰ τῶν χορδῶν ἄλλων ἀξιοσημειώτων τό- 
ξων, οἱ ὁποῖοι τολικῶς ὁδηγοῦν εἲς τὸν προσδιορισμὀν τῆς χορδῆς τόξου 
μιᾶς µοίρας. Εἰς τὸ Κεφάλαιον Υ γίνεται χρῆσις ἑνὸς νέου τρόπου διὰ τὸν 
ὑπολογισμὸν τοῦ π, ὁ ὁποῖος ἀπολήγει εἰς τὴν ἀκόλουθον τιμήν, ἔκπεφρα- 
σµένην πάλιν εἰς ἐξηκονταδικὰ αν-υμὸ 

π:ςἢἍλ.Β.1Ο1. . [6ἱν . 4ο . Ίστι 


Τὸ ἀραβικὸν θαῦμα | 215 


Η ἰσοδύναμος δεκαδικἡ ἔκφρασις καρουσιάζει τρία µόνον δεκαδικὰ φη- 
φία ἀκριβῆ. ᾿Ακολουθοῦν πίνακες καὶ ἄλλαι ἔρευναι, αἵ ὁποῖαι καθιστοῦν 
φανερὰν τὴν σταθερἀν προσπάθειαν τοῦ συγγραφέως νὰ ἐπιτύχη μεγάλην 
ἀκρίβειαν, διὰ νὰ ἐπωφεληθῇ ταύτης εἰς ἀστρονομικάς µελέτας. 

Εἰς τὰ δύο τελευταῖα κεφάλαια εὑρίσκεται ἡ ἐφαρμογὴ τοῦ θεωρήματος 
τοῦ Μενελάου εἰς τὴν ἐξαγωγὴν τῶν σχέσεων, αἱ ὁποῖαι συνδέουν μεταξύ 
των τὰ στοιχεῖα ἑνὸς σφαιρικοῦ τριγώνου. Εἰς τὸ σημεῖον τοῦτο ὁ Αἱ Βι- 
τωπὶ, περισσότερὀν παρὰ ὁπουδήπκοτε ἀλλοῦ, ἀποκαλύπτεται πιστὸς µα- 
θητὴς τοῦ Πτολεμαίου", 

Θὰ ἦτο, τέλος, ἀδικία ἕναντι τοῦ ΑΙ Βίγαπί, ν᾿ ἀντικαρέλθωμεν σιω- 
πηρῶς µίαν ἄλλην ἀξιέκαινον ὑπηρεσίαν του πρὸς τὴν µαθηµατικἡν ἔπι- 
στήµην, ὅτι δηλαδἡ παρώτρυνε καὶ ἄλλους ν' ἀσχοληθοῦν μὲ αὐτὴν. Καρ- 
πὸς δὲ τῶν παροτρύνσεών του εἶναι ἕνα κείµενον, εἰς τὸ ὑποῖον ὁ µαθητής 
του Μαβαπιπιοά ἰοπ Αἱ Τε ΑυαἹ συμᾶ, πραγματεύεται γεωμετρικὰ ζητή- 
µατα, χαρακτηριζόμενα ὡς ἀνώτερα, διότι δὲν δύνανται νὰ λυθοῦν μὲ 
τὴν βοήθειαν τοῦ κανόνος καὶ τοῦ διαβήτου. 


ἵνα δίπα καὶ Αἱ Ναξραπνῖ 


149. Εἰς τὴν ἰδίαν ἐποχὴν ἀνήκει ὁ Αἱ Ηορείῃ σα Αὐάααν ἰοα ΛΙ 
Ηισαία σα ΑΙἱ ας --- Βαΐσι αγ Εαίΐς ἰοπ δίπα, ὑπὸ τὸ πολυπλοκώτατον ὄνο- 
μα τοῦ ὁποίου, μετὰ δυσκολίας θ’ ἀναγνωρίσῃ ὁ ἀναγνώστης τὸν διάσηµον 
Ανἰσοευπα, τὸν ὁποῖον μνημονεύει ὁ Δάντης (Κόλασις, Ιν, 143) μεταξὺ 
ἐκείνων, οἱ ὁποῖοι α δὲν ἡμάρτησαν», ἀλλά αδὲν ἐδέχθησαν τὸ βάπτισμα», 
ὡς ἕνα ἀπὸ τὰ μεγαλύτερα πνεύματα ποὺ ἔκησαν µέχρι τῆς ἐποχῆς του. 

Γεννηθείς εἰς δαΐες, πλησίον τῆς Βιατα, τὴν ἰδην Αὐγούστου 980, 
ἔμαθε καὶ ἐθαύμασεν ἀπὸ τῆς παιδικῆς του ἡλικίας τὰς λογιστικὰς μεθό- 
δους τῶν Ἰνδῶν, ἑσπούδασεν εἰς νεαρὰν ἡλικίαν τὸ σύνολον τῶν µαθηµα- 
τικῶν γνώσεων τῆς ἐποχῆς του, ἐπεχείρησε μακρά ταξίδια εἰς τὴν ᾿Ανα- 
τολὴν καὶ ἀπέθανεν εἰς Ἠπσιαόαη (Ἠ εἰς τὸ Ἱδραμαη) τὴν ἴδην Ἰουνίου 1037, 
κατάφορτος ἀπὸ τοιαύτην δόξαν, ὥστε ἕνας σὐγχρονός του ποιητὴς δὲν ἐδί- 
στασε νά δηλώσῃ, ὅτι εἰς ὅλα τὰ πεδία τῆς γνώσεως, εἰς τὰ ὁποῖα κατέ- 
γινεν, ἠδυνήθη νἁ προσθέσῃ κάποιαν ἴδικὴήν του ἀνακάλυψιν. 

Τὸ μεγαλύτερον µέρος τῶν ἔργωῶν του εὑρίσκεται εἰς µίαν τεραστίαν 
ἐγκυκλοπαιδείαν, τῆς ὁποίας ὁ τίτλος εἶναι Ἡ ἀπελευθέρώσις 
(τοὐτέστι ατῆς ψυχῆς ἀπὸ τὰ δεσμά τῆς ἁγνοίαςα). Τέσσαρα µέρη τοῦ 


. Εἶναι ἄξιον σηµειώσσας, ἔστα καὶ παρεµπικτόντως, ὅτι ἂν ἐπιθυμῇ ὁ ἀναγνώστης 
πλήρη κατάλογον τῆς τριγωνοµετρικῆς βιβλιογραφίας τῶν ᾿Αράβων, δὲν πρέπει Υ΄ ἁμε- 
λήση τὴν µελέτην τῶν ὅσων ἔγραψε σχετικᾶς ὁ διάσημος ἀστρονόμος τοῦ Χ αἰθνος σα 
Ὑπαία (Ὁ . η επι, ἵς αγέτοε ων πνοσάς, τόµος Π, Ρατίκ, 1914, σελ. 210]. 
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ἔργου πραγματεύονται τὴν τετράοδον (Γεωμετρία, ᾿Αστρονομία, ΄Αριθµη- 
τική, Μουσική). Τὸ µέρος τὸ σχετικὸν μὲ τὴν ἐπιστήμην τοῦ διαστήματος 
εἶναι ἕνα Ὑπόμνημα ἢ καλύτερα µία Σύνοψιςτῶν«αξτοιχείωνν 
τοῦ Εὐκλείδου, τὸ ὁποῖον δὲν δύναται νά θεωρηθῇ ἀνώτερον τῶν παροµοίων' 
κειμένων, τά ὁποῖα οἱ ἀνατολικοί μαθηματικοί ἀφιέρωσαν εἰς τὸν µέγαν 
γεωμέτρην τῆς ᾽Αλεξανδρείας. 

᾿Αντιθέτως τὸ ἀριθμητικὸν µέρος φαίνεται, ὅτι ἁποτελεῖ µίαν ἀάνα- 
διάρθρωσιν τῆς ὕλης τοῦ ἔργου τοῦ Νικομάχου (6 86], ἂν καὶ τὸ ὄνομα τοῦ 
τελευταίου δὲν ἀναφέρεται. Εὐρίσκεται ὅμως ἐκεῖ ἕνα ἀκόσπασμα μὲ κα- 
ταφανῆ ἰνδικὴν προέλευσιν, διότι ἀφορῇ τὴν ἐφαρμογὴν τῆς δοκιµῆς τοῦ. 
9 εἰς τὴν ὕψῶσιν ἑνὸς ἀκεραίου ἀριθμοῦ εἰς τὸ τετράγωνον ἢ εἰς τὸν κύ- 
βον. Δύο συντάξεις, μὴ τελείως συμπίπτουσαι ὥς πρὸς τὴν µορφὴν, ἐδό- 
θησαν τοῦ χωρίου τούτου εἰς τὴν δημοσιότητα καὶ εἰς γαλλικὴν γλῶσσαν 
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Ἡ ἐποχή, κατὰ τὴν ὁποίαν ἔζησεν ὁ ΑΗ ἴοπ ΑΠπησά ΑΌυἸ Ηάκαη αἱ 
Ναρδαψ, εἰκάζεται ἐκ τοῦ γεγονύτος ὅτι ἔγραψεν (εἰς τὴν περσικἠν) µίαν 
Εκθεσιντοῦάριθμητικοῦ λογισμοῦ μὲ νδικά ψηφία 
κατά τὴν χρονικὴν περίοδον 9907 - 1029. 'Η Εκθέσις µετεφράσθη εἰς τὴν 
ἀραβικὴν τὸ 1030. ᾽Αργότερα τὴν ὑπέβαλεν εἰς ἀναθεώρησιν ακαὶ μάλιστα 
ἐκ θεμελίων», ὑπῆρξε δὲ τόσον εὐχαριστημένος ἀπὸ τὸ τελικὸν ἀποτέ- 
λεσμα, ὥστε ἐτιτλοφόρησε τὸ ἀναθεωρηθέν ἔργον Ἱκανοποιητικὴ 
Πραγματεία. 

Εἰς αὐτὸν ὀφείλεται ἐπίσης µία νέα μέθοδος πρὸς λύσιν τοῦ προβλή- 
µατος τῆς τριχοτοµήσεως τῆς Ἰωνίας, τὴν ὁκοίαν θεωροῦμεν σκόπιµον 
ν᾿ ἀναφέρωμεν, Ἔστω ΑΒς (σχ. 28) ἡ δοθεῖσα γωνία. "Άγεται ἡ ΑΌ κά- 
θετος ἐπὶ τὴν Βς καὶ λαμβάνεται Ὁς -- ΒΌ. Φέρομεν κατόπιν διἁ τοῦ 
διατέµνουσαν ΟΙ.Μ τοιαύτην ὥστε ΒΜ -- ΜΙ.. Ἡ εὐθεῖα ΒΙ. θὰ χωρίσηῃ 
τὴν δοθεῖσαν γωνίαν εἷς δύο µέρη, ἐκ τῶν ὁποίων τὸ ἕνα διπλάσιον τοῦ. 
ἄλλου. 


Αν καὶ ὅσα ἔχομεν ἀναφέρει περὶ τῆς καθαρᾶς. γεωµετρικῆς παρα- 
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-ἀἐὡὧἃἃαἐοω- 


γωγῆς τῶν ᾿Αράβων ἀναφέρονται κατά µέγιστον µέρος εἰς τὴν στοιχειώδη 
γεωμµετρίαν, δὲν πρέπει νὰ πιστεύσωμµεν ὅτι ὁ λαὸς αὐτὸς ἔδειξεν ἀδιαφορίαν 
πρὸς τὰς ἀνωτέρας περιοχὰς τῆς ἐπιστήμης τοῦ χώρου. Ἔστρεψαν πρά- 
γµατι τὴν προσοχἠν των κρὸς τὴν θεωρίαν τῶν κωνικῶν τομῶν, ἔστω καὶ 
ἂν παρεκινήθησαν ἀπὸ τὰς ἐφαρμογάς τοῦ- | 
των εἰς τὴν κατασκευἠν τῶν ἡλιακῶν Φώρο- ῄ 
λογίων (γνωμονικήν). ᾿Αποδεικνύεται δὲ 
τοῦτο ἀπὸ τρία ὑπόμνήματα ἀφιερωμένα εἰς 
τὴν θεωρίαν καὶ τὴν κατασκενὴν ἑνὸς ὁρ- 
γάνου κροωρισµένου νἁ χαράσσῃ τὰς κω- ϊ 
νικάς τομάς διὰ συνεχοῦς κινήσεως. Οἱ Σχ. 18 
συγγραφεῖς τῶν τριῶν ὑπομνημάτων ἀνή; 
κουν οἱ μὲν δύο εἰς τὸν γονιµώτατον Χ αἰῶνα, ὁ δὲ τρίτος εἷς τὸν ΧΙ 
αἰῶνα. Ὁ λόγιος ὃ ἐπιμεληθεὶς τῆς δηµοσιεύσεώς των Έγραψε τὰ ὀνόματά 
των ὥς ἑδῆς : 

ω- Μολαπηπιεά ἴοπ εἰ Ἡοσεῃ (6 153], 

-- Αδοι 8ο Ρομίά]σπ ἰοπ Ουεσίοη εἰ ΚοΠυ, 

ω- Αηπιοά ἵνα Μοϊαπιπιοά ἰοπ Αά εἰ - ὈεΠί 54. 


Εξ ὅσων ἀναφέρουν, δὲν προκύπτει σαφῶς κατἀ πόσον «οἱ ἀρχαῖοι», 
εἷς τοὺς ὁκοίους ἀποδίδουν τὴν ἐφεύρεσιν τοῦ οὕτω καλουµένου ατελείου 
διαβήτου», ἦσαν Ἕλληνες ἢ ΄Αραβες. Ἐκεῖνο εἰς τὸ ὁποῖον ἡμεῖς ἀποδί- 
δοµεν σηµασίαν εἶναι, ὅτι οἵ τρεῖς συγγραφεῖς, ἐκτὸς μιᾶς λεπτομερειακῆς 
περιγραφῆς τοῦ ὀργάνου, ἐξέθεσαν καὶ µερικὰς ἰδιότητας τῶν κὠνικῶν 
τομῶν, ἐκ τῶν ὁποίων καταφαίνεται ἡ µεγάλη οἰκειότης των μὲ τὰς ἐν λόγφ 
καμχύλας. 


Κατά τὸν ΧΙ αἰῶνα 


150. Συμβαίνει εἰς ὅλους τοὺς λαοὺς ν᾿ ἀκαντῶνται πρόσωπα ἀνε- 
ξάρτητα, τὰ ὁποῖα ἀρνοῦνται ν’ ἀκολουθήσουν τὴν κατεύθυνσιν τοῦ ἔπι- 
κρατοῦντος ρεύµατος καὶ καταγίνονται, ἄν ὄχι μὲ τὴν διάδοσιν καὶ ἐπι- 
βολἠν ἀπόψεων ἐντελῶς πρωτοτύπων, μὲ τὴν τιµητικὴν ἐπάαναφοράν µε- 
βόδων καὶ συγγραφέων, ἀδίκως καὶ παραλόγως λησμονηθέντων. Εἴδομεν 
π.χ. εἰς τοὺς Ἕλληνας τὸν Δομνῖνον τὸν Λαρισαῖον (6 88) νὰ καταπολεμῇ 
τάς ἐκφυλισμένας μεθόδους τῶν ἀνακαινιστῶν τῆς πυθαγορείου καὶ πλα- 
τωνικῆς διδασκαλίας, χάριν τῆς ἐπικρατήσεως τῆς αὐστηρᾶς λογικῆς, 
κατά τὸ εὐκλείδειον ὑπόδειγμα. ᾽Ανάλογον ρόλον ἐπωμίσθη ὁ Μυµαπιπνεά 
ἰνα Αἱ Ηασαῃ αὓι Βοκιε ΑΙ Κατεμί, κοινῶς ΑἰκατςΠί, ὁ ὁποῖος ἀπέθανε τὸ 
Ι029. καταλικὼν φήμην ἐξαιρέτου μαθηματικοῦ. 'Ἡ ἀξία του δύναται νά 
ἐκτιμηθῇ ἀπὸ δύο ἔργα του, προσιτά ἀκόμη καὶ εἰς τοὺς ἀγνοοῦντας τὴν 


ἳ 


.) 
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ἁραβικήν, διὰ τῶν ὁποίων οὗτος χαρακτηρίρτα:ι ὡς ὑποστηρικτὴς τῶν 
ἑλληνικῶν μεθόδων ἕναντι τῶν [νδικῶν, τὰς ὁποίας προσποιεῖται ὅτι ἀγνοεῖ, 
ἑνῷ αὗται ἐδιδάσκοντο εἰς τὸ γνωστὸν µας ἤδη (5 149) καὶ σὐγχρονόν του 
βιβλίον τοῦ ΑΙ Νακαμ. 

Ἐκ τῶν δύο ἀναφερθέντων ἔργων τοῦ Αἰκατγοή τὸ περισσότερον στοι- 
χειῶδες εἶναι ἕνα ἐγχειρίδιον ἀριθμητικῆς, εἰς τὸ ὁκοῖον ἡ ἑλληνικὴ ἐπί- 
ὅρασις γίνεται αἰσθητὴ τόσον ἐκ τῆς παρουσίας ὁλοκλήρων χωρίῶν τοῦ 
Εὐκλείδου, κατὰ λέξιν µεταφρασθέντων, ὅσον καὶ ἐκ τῆς παρουσίας ἀριθμη- 
τικῶν μεθόδων καὶ γεωμετρικῶν προτάσεων, ληφθεισῶν ἀπὸ τὰ ἔργα τοῦ 

Ἠρωνος, Πτολεμαίου καὶ Θέωνος τῆς ᾽Αλεδανδρείας. 'Ἡ παρουσία ἐν 
τούτοις τῆς διὰ τοῦ 9 δοκιµῆς ἀποδεικνύσι, ὅτι ὁ συγγραφεὺς δὲν κατώρ- 
θωσε ν᾿ ἁπαλλαγῇ τελείως τῆς ἰνδικῆς ἐπιδράσεως. 

᾽Αλλὰ τὸ ὕψος τῆς ἐπιστήμης τοῦ Αἰκατοή δὲν δύναται νά ἐκτιμηθῇ 
ἀπὸ τὸ µέτριον αὐτὸ ἐγχειρίδιον τὸ ἀποβλέπον εἰς στοιχειώδεις διδα- 
κτικοὺς σκοπούς, ἀλλὰ ἀπὸ ἕνα βιβλίον, τὸ ὁποῖον ἠθέλησε νὰ τιτλοφορήση 
Αἱ - Εαςλγὶ, ἀπὸ τὸ παρωνύμµιον αξαςητ ΑΙ ΜυιΙΚ” (Δόξα τῆς αὐτοκρα- 
τορίας) τὸ δοθὲν εἰς τὸν Αδι Οσα, ὁ ὁποῖος τὴν ἐποχὴν ἐκείνην ἦτο «βε- 
ζύρης τῶν βεζυρῶν». Εἶναι ἕνα ἔργον πλῆρες, συντεταγµένον κατὰ τὸ ὑπύ- 
δειγμα τῶν ᾽Αριθμητικῶν τοῦ Διοφάντου, πραγματενόµενον ἐξι- 
σώσεις, ὠρισμένας ἢ µή, µέχρι δευτέρου βαθμοῦ, ἀλλὰ δίδον συγχρόνως 
θέσιν καὶ εἰς ζητήματα ἐξετασθέντα ἓν τῷ μεταξὺ ὑπὸ τῶν ᾿Ινδῶν ἢ περι- 
λαμβανόμενα εἰς τὰ κυκλοφοροῦντα ἔργα των. 

Μεταξὺ τῶν προσθηκῶν τῶν ὀφειλομένων εἰς τὸν ἴδιον τὸν συγγραφία, 
ἀναφέρομεν τὸν προσδιορισμὸν τῶν ἁβροισμάτων τῶν πρώτων, δευτέρων 
καὶ τρίτων δυνάµεων τῶν π πρώτων ἀριθμῶν τῆς φυσικῆς σειρᾶς. Ἴδιαι- 
τέρως μάλιστα ἀξιοσημείωτος, διὰ τὴν ἀπαράμιλλον κομψότητά της, εἶναι 
ἡ μέθοδος, μὲ τὴν ὁποίαν ἐπιτυγχάνει τὸ τελευταῖον καὶ ἡ ὁποία, ἂν πρά- 
Ίματι ὀφείλεται εἰς ἰδικήν του ἔμπνευσιν, ἀρκεῖ διὰ νὰ τοῦ ἐξασφαλίσῃ 
διακεκῥιµένην θέσιν μεταξὺ τῶν μαθητῶν τῶν κορυφαίων ἑλλήνων µαθη- 
ματικῶν (Ε.. Ἑ[οσρο]κα, Εχιταίτ ἁα ΕακΗτί, ἱσαίτέ ἀ' αἱρόοτε ρατ Αδοια Βείτ 
Μολαπιοά Βεπ Αἴπαροπ ΑἰκατκΗ, Ῥατῖς, 18631). 

᾿Αξιοσημείωτον εἶναι ἐπίσης ὅτι τῆς ἐδίσώσεως κἩ -|- 2ἱ -- 1ῦχ 
εὐρίσκει τὰς δυὀ ρίζας 3 καὶ 7 «κατὰ Διόφαντον», ἑνῷ, ὡς εἴδομεν, οὐδὲν 
στοιχεῖον τῆς ἐποχῆς τοῦ τελευταίου ἔχομεν, βάσει τοῦ ὁποίου νὰ δυνά- 
µεθα νὰ συµπεράνωµεν, ὅτι ὁ ἀλεξανδρινὸς μαθηματικὸς ἐγνώριζε τὰς δύο 
ρίζας μιᾶς δευτεροβαθµίου ἐξισώσεως, 

"Άλλο ἐντυκωσιακὸν γεγονὸς εἶναι ὅτι μερικἀ προβλήματα ἁἀπροσδιο- 
ρίστου ἀναλύσεως, λυόμενα ὑπὸ τοῦ Αἰκαγο, ἀναφέρονται ὑπὸ ἑνὸς σχο- 
λιαστοῦ, ὥς αληφθέντα ἀπὸ τὸν Διόφαντον», ἐνῷ τοιαῦτα δὲν ὑπάρχουν εἰς 
τὸ ἑλληνικὸν κπρωτότνπον, ποὺ ἔχομεν εἰς τὴν διάθεσίν µας, 
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Ἔκ τῶν ἀνωτέρώ συνάγεται ὅτι οἱ ΄Αραβες εἶχον εἰς χεῖρας των ἕνα 

κείµενον τῶν ᾿Αριθμητικῶν τοῦ Διοφάντου πληρέστερον τοῦ ἴδι- 

κοῦ µας καὶ τὸ ὁποῖον δὲν ἀποκλείεται ν᾿ ἀνακαλυφθῇ µίαν ἡμέραν μεταξύ 
τῶν ἄλλων ἀθίκτων ἀκόμη κειμηλίων τῆς ἀραβικῆς γραμματείας. 

Μία ἄλλη παρατήρησις ἐν ὄψει ἑνὸς προβλήματος μὲ δύο ἀγνώστους 

ὁ Αἰκατοδί ὀνομάζει τὸν Ένα απρᾶγμα», τὸν ἄλλον αμέτρον» ἢ αμέρος». 

Καὶ ἕνα τελευταῖον' εἰς τὸν ΛΑἰκατολί ὀφείλεται, μέχρις ἀποδείξεως 

τοῦ ἑναντίου, ἡ ἀναγωγὴ εἰς δευτερὀβάθμιον ἐξίσῶσιν, ἄρα καὶ ἡ λύσις, 

ὅλων τῶν ἐξισώσεων τῶν ὑπαγομένων εἰς µίαν τῶν ἀκολούθων μορφῶν : 


απ1; -- Όχ. --ς, 
αχ. ες -τνχαα 
οχ' -σς - ασ, 


151. Μεγάλην φήµην ὡς ἀστρονόμος καὶ μαθηματικός, ὡς φιλό- 
σοφος καὶ ὡς ποιητὴς ἔχει ὁ Οπιαγ Ποταλίπι αἱ Ομιζ]απά ὔαι αἆ - Όιπ 
Απ { Εαῦι, ἀκμάσας μεταξὺ 1036 καὶ 1123. Εἰς αὐτὸν ὀφείλεται µία µεταρ- 
ῥρύθμισις τοῦ ἡμερολογίου, ἡ ὁποία συνίσταται εἰς τὴν παρεμβολὴν ἀν ἆ 
τετραετίαν ἑνὸς ἔτους 366 ἡμερῶν, ἀρχῆς Ὑενομένης ἀπὸ τοῦ ἔτους 
Ι079, 'Ἐπετεύχθη οὕτω µέση διάρκεια τοῦ ἡλιακοῦ ἔτους πολὺ ἀκριβεστέρα 

τῆς πρότερον παραδεδεγµένης. 

Ἕνα Σχόλιον εἰς τὰ αἰτήματα τοῦ Εὐκλείδου, τὸ 
ὁποῖον ἀποδίδεται εἰς τὸν περὶ οὗ ὁ λόγος ἐπιστήμονα, παραμένει μέχρι 
τῆς στιγμῆς ἀνέκδοτον, ἐνῷ εἴδε τὸ φῶς τῆς δηµοσιότητος ἕνα ἔργον του 
ἀλγέβρας (Ε. ἸΜοεροκε, 1. αἰρᾳόυτε ἆε Οπιατ Αἰκαγγαπή, Ῥατίς, 1851), τὸ 
ὁποῖον θεωρεῖται ἕνα ἀπὸ τὰ καλύτερα ἔργα τῆς ἀραβικῆς μαθηματικῆς 
γραμματείας καὶ εἰς τὸ ὁποῖον ὤφειλε τὴν θέσιν του ὡς διευθυντοῦ τοῦ 

Εἰς τὸ βιβλίον αὐτὸ προτείνει µίαν κατάταξιν ὅλων τῶν ἐξισώσεων 
τῶν τεσσάρων πρώτων βαθμῶν εἰς 25 τάξεις. Ἐἰδικώτερα ἔκαμε τὴν ἀρχὴν 
συστηµατικῆς μελέτης τῶν ἐξισώσεων τρίτου βαθμοῦ καὶ ἐπρότεινε τὴν 
κατάταξίν τῶν εἰς τρεῖς µορφάς, τὰς ὁκοίας σήµερον θὰ ἦτο δυνατὸν νά 
γράψωμµεν ὡς ἑξῆς : 


Ἁ” - Ὦλχ -- Όλς, 
χα αν αχ) εν 
πὸ --αχα -- κ -- Όἷς, 


Ὁ συγγραφεὺς ἑνόμιζεν (ἀτόπως, φυσικἀ) ὅτι τοιαῦται ἐξισώσεις δὲν ἦτο 
δυνατὸν νἁ λυθοῦν μὲ ὑπολογισμούς, ἀλλὰ µόνον γεωμετρικῶς διὰ τῆς 
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χρήσεως κωνικῶν τομῶν". Τέλος δὲ ἑκαυχᾶτο, ὅτι ἐγνώριζε τὸ θεώρημα 
τοῦ διωνύµου δι’ ἐκθέτας ἀκεραίους καὶ θετικούς. 

Τὸν ΧΙ αἰῶνα ἔζησεν ἐπίσης ἕνας ἄλλος "Αραψ τῆς Ἱσπανίας, εἰς 
τὸν ὁποῖον ἡ σφαιρικἡ τριγὠνοµετρία ὀφείλει κάποιαν τελειοκοίησιν. Τὸ 
πλῆρες ὄνομά του εἶναι Οᾳδίτ ση Αἱ ΕἰαΙ αι Μυμαπιπνεὰ, Οἱ Εὐρωπαῖοι 
ὅμως, οἱ ὁποῖοι πρῶτοι ἐγνώρισαν καὶ ἐξετίμησαν τὰς ἐργασίας του, τὸν 
ὠνόμασαν Όεδος, δίδοντες οὕτω τὸ δεύτερον συνθετικὀν εἰς µίαν ἀπὸ τὰς 
πλέον παραδόξους ἐτυμολογίας, ὡς εἶναι ἡ τῆς λέξεως κἄλγεβρα», ἐνῷ οἱ 
᾿Ανατολῖται τὸν ὠνόμασαν Αἱεοβίδίή, διὰ νὰ ἐνθυμοῦνται ὅτι εἶχε γεννηθὴ 
εἰς τὴν Σεβίλλην. Ὁ Γεράρδος τῆς Κρεμώνης µετέφρασεν εἰς τὴν λατινικὴν 
ἕνα ἔργον του, ἀστρονομικοῦ περιεχοµένου, εἰς τὸ ὁποῖον εὐρίσκεται καὶ 
ἡ σχέσις : 

συν -συνὸ ημΛΑ 
τοῦ ὀρθογωνίου εἰς ς σφαιρικοῦ τριγώνου, φερομένη µέχρι σήμερον ὑπὸ 
τὸ ὄνομα αθιώρηµα τοῦ (εὕςγ», Ἡ σπουδαιότης τοῦ ἐξαγομένου τούτου 
δίδει τὴν ἑλπίδα, ὅτι καὶ ἄλλα, ἐξ ἴσου σοβαρά ζητήματα, ἀναμένουν τὴν 
ἐκταφὴν τῶν, μεταξὺ τῶν πολυαρίθµων ἔργων του, τὰ ὁποῖα ὑφίστανται 
μέχρι σήμερον ὑπὸ µορφήν χειρογράφων. 


Νααίς εἆ ὨὈία 


152. Ακόμη µεγαλυτέρας σπουδαιότητος εἶναι ἡ ὤθησις, τὴν ὁκοίαν 
ἴδωσεν εἰς τὴν τριγωνοµετρίαν, ἕνα καὶ ἥμισυ αἰῶνα βραδύτερον, ὁ πέρσης 
Μυμµαπιπιοὰ {δη Μιναπιπιοά {δη αἱ Ἠασαα αθι Οα{ις αἱ Τυςί, γνωστὸς περισ- 
σότερον μὲ τὸ παρωνύμιόν του Ναείτ εὐ Ὠίπ, ποὺ σηµαίνει «ὐπερασπιστὴς 
τῆς πίστεως». Γεννηθεὶς εἰς Τως (Κοτγασαπ) τὸν Φεβρουάριον τοῦ 1201, 
ἐγκατεστάθη εἲς Βαγδάτην, ὅπου ἑκέρασε μέγα µέρος τῆς ζωῆς του, ἀπο- 
κτήσας ὑψηλὴν καὶ ἐπαξίαν φήμην ὡς φιλόσοφος, ἀστρονόμος καὶ µαθη- 
µατικός, χάρις εἲς τὰς πολναρίθµους ἐργασίας του, ἐκ τῶν ὁποίων ἄλλαι 
ἔχουν χαρακτῆρα ἁπλῶν σχολίων, ἄλλαι ὅμως φέρουν τὴν σφραγῖδα ἁδια- 
φιλονικήτου πρωτοτυπίας, 

Ὑπελόγισε περιφηµοτάτους ἀστρονομικοὺς πίνακας καὶ ἤγειρε μέγα 
ἀστεροσκοπεῖον, τὸ ὁποῖον ἐφωδίασεν, ὡς λέγεται, μὲ µίαν τεραστίαν 
βιβλιοθήκην περιέχουσαν ἄνω τῶν 400.000 τόμων. ᾿Απέθανεν εἰς Βαγδάτην 
τὸ 1274, 

ὍὉ Ναξὶτ οὗ Ὀίῃ ἔγινεν ἀρκετὰ γνωστὸς εἰς τὴν Εὐρώπκην κατόπιν μιᾶς 


 Μεταξὺ τῶν ἀνωτύρω ἐξισώσεων κεριλαμβάνεται καὶ ἐκείνη, εἰς τὴν ὁποίαν ἀνά- 
Τεται τὸ ἀρχιμήδειον πρὀβλημα τῆς διαιρέσεως σφαίρας ὑπὸ ἐπικέδου εἰς δύο µάρη, 
τῶν ὁποίων οἱ ὄγκοι νὰ ἔχουν δοθέντα λόγον (4 41, ὃ 54). Ὁ Οπ14ς ἀναφέρει ἄραβας µαθη- 
µατικούς, ὡς καταστρώὠσαντας διὰ πρώτην φοράν τὴν ἐδίσωσιν τοῦ προβλήματος τούτου, 
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ἐργασίας του, ἡ ὁποία ἀπέβλεπεν εἰς ἀναμόρφωσιν τῆς θεωρίας τῶν παραλ- 
λήλων κατά τρόκον ἱκανοποιητικώτερον τοῦ εὐκλειδείου καὶ τὴν ὁποίαν 
ἐδημοσίευσεν ὁ (. Ὑα]ίς εἰς τὰ Ἔ ργα του. ᾿Αλλ᾽ ἡ µεγάλη ἀξία του κα- 
τέστη δυνατὸν νὰ ἐκτιμηθῇ μόλις πρὀ τεσσαρακονταετίας περίκου, ὅταν 
ἐδημοσιεύθη µία τριγωνοµετρικὴ ἐργασία του, βρίβουσα ἀπὸ πρωτοτύ- 
πους ἀπύψεις καὶ σηµαντικά ἐξαγόμενα {Α. Καταἰλιοσάοςγ, Τγαῖιέ ἄν ο:Δ- 
ἀγί]ατόσε αγίσιό ἃ Ναςείγ εά Ὀίπ εἰ -Τουςδγ, Κοπειαπήπορίε, 18927]. Ὁ 
ἐκλεγείςτίελοξτης Περί τῶν αχηµάτων τῶν διατεμνουσῶν 
ὀφείλεται εἰς τὸ γεγονός ὅτι τὴν σπονδυλικἡἠν στήλην τοῦ ὅλου ἔργου ἀπο- 
τελεῖ, ὅπως θά ἴδωμεν εἰς τὴν ἀκόλουθον βραχεῖαν ἀνάλυσιν, τὸ θεώρημα 
τοῦ Μενελάου. 

Χωρὶς νἁ σταµατήσωμεν εἰς τὸ Βιβλίον 1. τοῦ ὁποίου τὸ περιεχόµενον 
ἀναφέρεται εἰς ὑπολογισμοὺς µέσῳ λόγων, θά ἑξάρωμεν ἀπὸ τὸ Βιβλίον 
Π µίαν λεπτομερῆ µελέτην τοῦ πλήρους τετραπλεύρου, ἀναλοομένου εἰς 
48 διακεκριµένας περιπτώσεις. ᾿Ο ἀριθμὸς αὐτὸς δὲν εἶναι βέβαια εὐκατα- 
Φφρόνητος, καταντᾷ ὅμως ἀσήμαντος, ἄν συγκριθῇ μὲ τὸν ἀριθμὸν 497664, 
εἷς τὸν ὁποῖον ὁ Ναςίγ ἀναβιβάζει τὸ πλῆθος ὅλων τῶν σχημάτων, ποὺ 
λαμβάνονται ἀπὸ ἕνα τρίγωνον τοῦ ἐπιπέδου καὶ µίαν διατέµνουσαν, εἰς 
ὅλας τὰς δυνατάὰς θέσεις. 

Τὸ ἑκόμενον Βιβλίον ΠΗΙ περιέχει κατά κύριον λόγον μερικὰς γενικό- 
τητας ἐπί τοῦ πλήρους σφαιρικοῦ τετραπλεύρου, κατόπιν δὲ τάς θεμελιώ- 
δεις σχέσεις, ποὺ ὑπάρχουν μεταξύ τῶν στοιχείων ἑνὸς σφαιρικοῦ τριγώνου 
ὀρθογωνίου ἢ µή, τῶν ὁποίων δίδει τὰς ἐκφωνήσεις πρῶτα μὲ τὴν χρῆσιν 
χορδῶν (ἀκολουθῶν τὴν κτολεμαϊκὴν παράδοσιν) καὶ κατόπιν μὲ τὴν 
χρῆσιν ἡμιτόνων, 

Τὸ Βιβλίον Ιν διδάσκει τὸ θεώρημα τοῦ Μενελάου εἰς τὴν σφαιρικὴν 
τριγωνοµετρίαν, πρῶτα μὲ τὴν ἀποδεικτικὴν διαδικασίαν τοῦ Πτολεμαίου 
καὶ ἔπειτα μὲ ἄλλον πρωτότυπον τρόπον. 

Εἰς τὸ Βιβλίον Υ εὐρίσκομεν τοὺς τρόπους ἐπιλύσεως --- διὰ νά χρησι- 
µοποιῄσωμεν τὴν σύγχρονόν µας ὁρολοχγίαν ---τῶν σφαιρικῶν τριγώνων, 
εἰς τὰς συνήθεις θεμελιώδεις περιπτώσεις. Ὁ Ναείς εὰ Ὀιπ ἐφαρμόζει πρὸς 
τοῦτο τὸ θεώρημα τῶν ἡμιτόνων διὰ τρίγωνα κλαγιογώνια, ἀποδεικνύων 
αὐτὸ προηγουμένως κατά ἃ τοὐλάχιστον διαφορετικοὺς τρόπους, ἐκ τῶν 
ὁποίων μερικοί εἶναι ἰδικῆς του ἐμπνεύσεως, ἄλλοι δὲ ὀφείλονται εἰς τοὺς 
Αι /αία, Απαζμο, ΑΙ Βίτυπί καὶ ἄλλους. 

Κατὰ τὴν διαδροµἠν τῶν σημαντικῶν τούτων ἀνακτύξεων, ὁ συγγρα- 
φεὺς ἀποκαθιστῇ ὅλας τὰς σχέσεις, αἱ ὁποῖαι ὑπάρχουν μεταξὺ τῶν στοι- 
χείων ἑνὸς σφαιρικοῦ τριγώνου ΑΒΕ, ὀρθογωνίου εἰς ς, ᾽Αναφέρομεν ἐδῶ 
τὰς σπουδαιοτέρας : 

συνς--συνα-.συνῦ-- σφ Α. σφ Β 
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Σημειοῦται ἀκόμη πρὸς τιμήν τοῦ Ναςίτ οά Ὀία, ὅτι τὸ ἔργον του τὸν 
ἀναδεικνύει γνώστην τῆς ἑννοίας τοῦ συμπληρωματικοῦ ἢ πολικοῦ σφαι- 
ρικοῦ τριγώνου καὶ ἐπιδέξιον ἐκμεταλλευτὴν τῶν ἰδιοτήτων του. 

Ἔξ ὅλων τῶν ἀνωτέρω συνάγεται, ὅτι εἶναι ἴσως ὁ πρῶτος συγγραφεύς, 
ὁ ὁποῖος ἐθεώρησε καὶ ἐπραγματεύθη τὴν σφαιρικἠν τριγωνοµετρίαν ὡς 
ἀστρονομίας. ᾿Ἐπὶ πλέον ἠρεύνησε παραλλήλως πρὸς τὴν σφαιρικἠν καὶ 
τὴν εὐθύγραμμον τριγωνοµετρίαν χρησιμοποιῶν σταθερῶς τὰς κυκλικὰς 
συναρτήσεις καὶ ἐπιφέρων ἐπίσης οὐσιώδεις τελειοποιήσεις καὶ προόδους, 
αἱ ὁποῖαι εὗρον εἰς τὴν Εὐρώπην συνεχιστὰς µόνον ἔπειτα ἀπὸ μερικοὺς 
αἰῶνας, 


Μολονότι ὁ Ναείς οά Ὀίπ, διά λόγους γενικὠτέρους καὶ µή ἑξαρτω- 
µένους ἀπὸ αὐτόν, δὲν ἤσκησεν ἐπὶ τῆς προόδου τῶν ἀκριβῶν ἐπιστημῶν 
τὴν εὐεργετικὴν ἐκείνην ἐπίδρασιν διὰ τὴν ὁποίαν ἦτο προὠρισµένος ἐκ 
φύσεως, ἡ καθ’ ὅλας τὰς ἐνδείξεις ἀξία του ὡς πρωτοτύπου ἐπιστήμονος 
δὲν δύναται νὰ μειωθῇ ἐπ' ἐλάχιστον, ἀλλ᾽ ἀντιβέτως δύναται νὰ διακη- 
ρυχθῇ χωρὶς δισταγμοὺς καὶ ἐπιφυλάδεις. 


Αλλοι ἄραβες μαθηματικοὶ 


153. Ἡ ἁραβικὴ μαθημµατικὴ γραμματεία εἶναι σήμερον ἀτελῶς 
Ἰνωστή. ᾽Αρκεῖ νὰ σημειωθῇ ὅτι ὁ ἀριθμὸς τῶν Έργων, ποὺ εὑρίσκονται 
εἰς τὴν διάθεσιν τῶν µἠὴ εἰδικῶν ἀνατολιστῶν, εἶναι πενιχρότατος ἐν 
συγκρίσει πρὸς τὸ πλῆθος τῶν χειρογράφῶν, τὰ ὁποῖα ἀναμένουν ἀκόμη 
τὴν τιμητικὴν χειρονομίαν τῆς µεταφράσεως καὶ τοῦ σχολιασμοῦ τῶν, 
᾽Αλλὰ καὶ ἡ ἐκλογὴ ἐκείνων, τὰ ὁποῖα ἔτυχον αὐτῆς τῆς τιμῆς, ἔγινε μὲ 
κριτήρια τυχαῖα, στηριχθέντα περισσότερον εἰς τὰς ὀρέξεις τῶν ἐρευνητῶν' 
καὶ ἐξαρτηθέντα, ὡς ἐπὶ τὸ πλεῖστον, ἀπὸ τὴν δυνατότητα προσπελάσεως 
τῶν χειρογράφων, Κατὰ συνέπειαν τὸ πλαίσιον, τὸ ὁκοῖον ἐπεξειργάσθημεν 
εἰς τὰς προηγουµένας σελίδας, δὲν δύναται παρὰ νἁ παρουσιάζη σοβαρὰς 
ἀτελείας καὶ κενά. Παρὰ ταῦτα ὑπάρχει δυνατότης νὰ συμπληρώσωμεν' 
ἀκόμη μερικά ἐξ αὐτῶν, ᾿Ακριβῶς εἰς τὸν σκοκὸν αὐτὸν ἀποβλέπουν αἱ 
τελευταῖαι σελίδες τοῦ κεφαλαίου τούτου, αἱ ὁποῖαι ἀφιερώνονται εἰς µε- 
ρικοὺς μαθηματικοὺς µικροτέρας δράσεως. 

Ὁ Μαµαπιπιεά δα Μυμαπιπνεά αἱ Βαράαα! --- ἀβεβαίας ἐκοχῆς, πιθανῶς 
τοῦ Χ αἰῶνος-- εἶναι συγγραφεὺς ἑνὸς ἔργου Περί διαιρέσεως τῶν 
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τὴν εὐεργετικὴν ἐκείνην ἐπίδρασιν διὰ τὴν ὁποίαν ἦτο προὠρισµένος ἐκ 
φύσεως, ἡ καθ’ ὅλας τὰς ἐνδείξεις ἀξία του ὡς πρωτοτύπου ἐπιστήμονος 
δὲν δύναται νὰ μειωθῇ ἐπ' ἐλάχιστον, ἀλλ᾽ ἀντιβέτως δύναται νὰ διακη- 
ρυχθῇ χωρὶς δισταγμοὺς καὶ ἐπιφυλάδεις. 


Αλλοι ἄραβες μαθηματικοὶ 


153. Ἡ ἁραβικὴ μαθημµατικὴ γραμματεία εἶναι σήμερον ἀτελῶς 
Ἰνωστή. ᾽Αρκεῖ νὰ σημειωθῇ ὅτι ὁ ἀριθμὸς τῶν Έργων, ποὺ εὑρίσκονται 
εἰς τὴν διάθεσιν τῶν µἠὴ εἰδικῶν ἀνατολιστῶν, εἶναι πενιχρότατος ἐν 
συγκρίσει πρὸς τὸ πλῆθος τῶν χειρογράφῶν, τὰ ὁποῖα ἀναμένουν ἀκόμη 
τὴν τιμητικὴν χειρονομίαν τῆς µεταφράσεως καὶ τοῦ σχολιασμοῦ τῶν, 
᾽Αλλὰ καὶ ἡ ἐκλογὴ ἐκείνων, τὰ ὁποῖα ἔτυχον αὐτῆς τῆς τιμῆς, ἔγινε μὲ 
κριτήρια τυχαῖα, στηριχθέντα περισσότερον εἰς τὰς ὀρέξεις τῶν ἐρευνητῶν' 
καὶ ἐξαρτηθέντα, ὡς ἐπὶ τὸ πλεῖστον, ἀπὸ τὴν δυνατότητα προσπελάσεως 
τῶν χειρογράφων, Κατὰ συνέπειαν τὸ πλαίσιον, τὸ ὁκοῖον ἐπεξειργάσθημεν 
εἰς τὰς προηγουµένας σελίδας, δὲν δύναται παρὰ νἁ παρουσιάζη σοβαρὰς 
ἀτελείας καὶ κενά. Παρὰ ταῦτα ὑπάρχει δυνατότης νὰ συμπληρώσωμεν' 
ἀκόμη μερικά ἐξ αὐτῶν, ᾿Ακριβῶς εἰς τὸν σκοκὸν αὐτὸν ἀποβλέπουν αἱ 
τελευταῖαι σελίδες τοῦ κεφαλαίου τούτου, αἱ ὁποῖαι ἀφιερώνονται εἰς µε- 
ρικοὺς μαθηματικοὺς µικροτέρας δράσεως. 

Ὁ Μαµαπιπιεά δα Μυμαπιπνεά αἱ Βαράαα! --- ἀβεβαίας ἐκοχῆς, πιθανῶς 
τοῦ Χ αἰῶνος-- εἶναι συγγραφεὺς ἑνὸς ἔργου Περί διαιρέσεως τῶν 
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σχημάτων, ἀπὸ μακροῦ χρόνου µεταφρασθέντος εἰς τὴν λατινικὴν 
καὶ τιµηθέντος μὲ δηµοσίευσιν (Ώςο εωρετιζίετυσι ἀἰνίφίοπίδας Ε10ετ Μαὰ- 
οοπιείο Βαμράσάίπο αἀφοτίρίας πυπς ρτίηυσι οαπαῖν Όεο εἰ Εοάοτίοί 
Οοπιπιαπάσί ὈεΕ]παίο ορετα ἰπ Ίυσεπι ετων, Ῥϊκαυτί, 1570]. "Ἡ σπου- 
δαιότης τοῦ κειµένου τούτου συνίσταται εἰς τὸ Ἰεγονός, ὅτι ἀποτολεῖ 
ἀνακατασκευὴν τοῦ ὅμωνύμου ἔργου τοῦ Εὐκλείδου (8 38) καὶ μάλιστα, 
ὅτι εἶναι τὸ µοναδικόν, ἐκ τοῦ ὁκοίου δυνάµεθα ν᾿ ἀντλήσωμεν πληρο- 
φορίας γύρω ἀπὸ τὸ ἔργον ἐκεῖνο τοῦ κορυφαίου ἀλεξανδρινοῦ. 

Εἰς τὸν Αδά Μα πιυά σα αἱ Κλίάς αἱ Κ]ααπάί, ἀποθανόντα περὶ τὸ 
ἔτος 1000, ἀποδίδεται ἡ πρώτη προσπάθεια πρὸς ἀπόδειξιν τοῦ ἀδυνάτου 
τῆς λύσεως, εἰς ἀκεραίους ἀριθμούς, τῆς περιφήµου ἐξισώσεως - 


κ. Η- Υ: -- αὐ. 


Ὁ Μιυμµαπιπισά ἱνα αἱ Ηοκείπ (4 149), κατὰ τὴν ἰδίαν ἔνδοξον ἐποχήν, 
παρουσίασε κάποιαν συµβολήν, εἰς συμπλήρωσιν τῆς λύσεως τοῦ Δηλίου 
προβλήματος, στηριζοµένην ἐπὶ τῆς χρησιµοποιήσεως τῆς κογχοειδοῦς 
τοῦ Νικομµήδους. Εἶναι ἐπίσης γνωστὴ µία ἐργασία του ἐπὶ τῶν ὀρθογωνίων 
τριγώνων μὲ ἀριθμούς ἐνδιαφέρουσα θεωρία μετ ἐπιτυχίας καλλιεργη- 
θεῖσα καὶ ἀπὸ ἄλλους μαθηματικούς, ἀνήκοντας εἰς τὴν ἰδίαν φυλήν. ᾿Από- 
δειξιν τούτου παρέχει ἕνα γειρόγραφον, τοῦ 972 περίπου, ἀντίγραφον παλαιο- 
τέρου κειµένου ἁγνώστου συγγραφέως, σκοπὺὸς τοῦ ὁπκοίου ἦτο ν' ἄποκα- 
ταστήσῃ µίαν σειρὰν θεωρηµάτων ἐπὶτῶν ὀρθογωνίων τριγώνων μὲ ἀριθμούς, 
τὰ ὁποῖα ὁδηγοῦν τελικῶς εἰς μεθόδους κατασκευῆς μιᾶς κατηγορίας τοι” 
οὗτων τριγώνων, τὰ ὁποῖα θά ἡδυνάμεθα νὰ καλέσωµεν «ἀρχικὰ» ἢ αἀνά- 
Ίώγα», ὡς ἔχοντα πλευρὰς ἀριθμοὺς πρώτους πρὸς ἀλλήλους. ᾽Αντιθέτως 
πρὸς ὅ,τι συμβαίνει γενικῶς μὲ τὰ ἀραβικά μαθηματικὰ κείµενα, ἑλλείπουν 
αἱ ἀποδείξεις, ἀλλὰ τίποτε δὲν ἀποκλείει νὰ παρελείφθησαν ὑπὸ τοῦ ἀντι- 
ραφέως, ὁ ὁποῖος ἐνδεχομένως ἐχρειάζετο µόνον τ’ ἀποτελέσματα. 

᾽Απὸ τὰς πρώτας σελίδας τοῦ ἔργου µανθάνοµεν, ὅτι ἡ ὑποτείνουσα ἑνός 
ὀρθογωνίου τριγώνου εἰς ἀριθμοὺς ἔχει πάντοτε µίαν τῶν μορφῶν - 

πι {, χπι η- 5. 


χωρὶς ὅμως νἁ ἰσχύῃ καὶ τὸ ἀντίστροφον: ὅτι δηλαδὴ ἄν µία πλενρὰ 
τριγώνου ἐκφράζεται μὲ µίαν τῶν μορφῶν τούτων, τὸ τρίγώνον εἶναι κατ 
ἀνάγκην ὀρθογώνιον. Κατὰ τὴν διαδροµἠν τῆς ἐκθέσεως ἀπαντῶνται καὶ 
οἱ γνωστοὶ κανόνες µορφώσεως ὀρθογωνίων τριγώνῶων κατὰ Πνθαγόραν 
καὶ Πλάτωνα. 

Ὁ ἄγνωστος μαθηματικὸς παρατηρεῖ ὅτι ἐάν κ, Υ, Σ εἶναι πλευρα 
ὀρθογωνίου τριγώνου θά ἔχώμεν τὴν σχέσιν : 

1 4 2ΧΥΞΞ(Χ ΣΥ), 


----ἶἶκκἛ.---- ο μ-- 


καα---πααααι ο... 


ἡ ὁχοία ἀποκαλύπτει τὸν στενὸὀν σύνδεσμον μεταξὺ τῆς κατασκευῆς τῶν 
ὀρθογωνίων τριγώνων εἰς ἀριθμοὺς καὶ τῆς ἀναζητήσεως αἰσοδυνάμων 
ἀριθμῶν» (ςοπρᾳταςη!), τοὐτέστι ἀριθμῶν Κ τοιούτων, ὥστε νὰ [κανοποιοῦν 
δύο ἐδισώσεις τῆς μορφῆς : 
ο 1 

ὅπου μὲ τὸ σύμβολον τοῦ τετραγώνου δηλοῦται, ὅτι τὸ δεύτερον μέλος 
πρέπει νά εἶναι τετράγωνον ἑνὸς ἀκεραίου ἀριθμοῦ. Τοιοῦτον ζήτημα ἆπαν- 
τῆται ἤδη εἰς τὸν Λιόφαντον, τῆς προσοχῆς τοῦ ὁποίου δὲν εἶχε διαφύγει 
ὅτι κάθε ὀρθογώνιον τρίγωνον εἰς ἀριθμούὺς ὁδηγεῖ εἰς µίαν λύσιν τοῦ προ- 
Βλήματος. ᾿Επὶ πλέον οἱ "Αραβες ἔφθασαν εἰς τὴν ἀκόλουθον γενικὴν ἔκ- 
φρασιν τῶν ἰσοδυνάμων ἀριθμῶν : 


ρ2 
4αὓ (α ή-- Ὁ) (8---Ὁ) ----- - 
ᾳ3 


Θὰ ἴδωμεν περαιτέρω, ὅτι μὲ τὸ ἴδιον ζήτημα ἠσχολήθησαν ἁργότερα 
ἐξέχοντες εὑρωπαῖοι μαθηματικοί. ᾿Εδῶ σημειοῦμεν ὅτι ὁ πἰναξ τῶν ὄρθο- 
γωνίων τριγώνων εἰς ἀριθμούς, μὲ τὸν ὁποῖον τελειώνει τὸ ἐν λόγῳ βιβλίον, 
ὀμφανίζεται ἀκριβῶς ὡς βοηθητικὀν µέσον διά τὴν εὕρεσιν τῶν ἰσοδυνάμων 
ἀριθμῶν. ᾿Ακοκαλύπτει δὲ µίαν ἰδιάζουσαν νοοτροπίαν τοῦ ἁραβικοῦ λαοῦ, 
περὶ τῆς ὁποίας ὑπάρχουν πολνάριθµοι ἐπιβεβαιώσεις, ἀλλὰ τῆς ὁποίας 
ἡ ἀνωτέρω περίκτωσις ἀποτελεῖ τὴν πρώτην ἐκδήλωσιν, 

Η ἀνάμιξις τῶν ὀρθογωνίων τριγώνων, εἲς ἀριθμούς, μὲ τὴν ἔρευναν 
τῶν ἰσοδυνάμων ἀριθμῶν εἶναι ἀκριβῶς τὸ κίνητρον, τὸ ὁποῖον ὤθησε, 
περίπου κατὰ τὴν ἰδίαν ἐποχήν, τὸν Μιμαπιπιοά ἴδπ αἱ Ἡοφείη νἁ γράψῃ 
'μίαν ἀνάπτνδιν τῆς θεωρίας τῶν ὀρθογωνίων τριγώνων, ἡ ὁποία, παραβλε- 
ποµένων μερικῶν σφαλμάτων, δὲν στερεῖται ἀξίας, ᾽Απαντῶνται κυρίως 
θεωρίαι χρήσιμοι εἰς τὴν κατασκευἠν ἀριθμητικοῦ πίνακος, ἕκαστος τῶν 
ὁποίων εἶναι ἄθροισμα δύο τετραγώνων. Ἕνας πἰναξ αὐτοῦ τοῦ εἴδους 
δύναται νὰ χρησιµεύσῃ εἰς τὴν κατασκευἠν ὀρθογωνίων τριγώνων, δυνάμει 
τῆς ταυτότητος : 

(α2 -- 51) -- (αἲ ---ϱ1)2 ος (2α 0), 

Τὸν σκοπὸν αὐτὸν δύνανται νὰ ἐξυπηρετήσουν καὶ ἄλλαι μέθοδοι’ 
µερικαὶ στηρίζονται ἐπὶ τῆς θεωρήσεως ὅ ὐ ο διαδοχικῶν ἀριθμῶν, ἄλλαι 
τριῶν καὶ ἄλλαι τυχόντος πλήθους Π. Δύνανται δὲ νά παρα- 
σταθοῦν ὡς ἑξῆς : 

ἐπ ή (αι -- 1), 2πι (πι -- [), πιὰ -Ε (αν ο- 1} 
{πι (ση ας 2), 2 (πι ης 1), πι η- 114 1} 
{ ἐπι - π) ἠ- (πι Ε η -- 1), 2 (πι α- π) (πι η ας [), πι ο» π)Ἡ ας (πι -- α -- 1) }. 
Διά τὰ τρίγωνα τὰ λαμβανόμενα μὲ τοὺς δύο πρώτους τρόπους, ὁ συγ- 
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γραφεὺς εὐὑρίσκει, ὅτι ὁ λόγος τοῦ ἐμβαδοῦ πρὸς τὴν περίµετρον εἶναι πι/2, 
ἐνῷ διὰ τὰ τρίγωνα τὰ λαμβανόμενα μὲ τὸν τρίτον τρόπον, ὁ ἴδιος λόγος 
ἰσοῦται πρὸς (αι -- π)/2, πρᾶγμα διόλου παράδοδον, ἀφοῦ ὁ τρίτος τρόπος 
γεννᾶται ἀπὸ τὸν πρῶτον μὲ τὴν ἁπλῆν µεταβολἠν τοῦ πι εἰς πι -π. Ὁ 
συγγραφεὺς ἀποδεικνύει κατόπιν, μὲ γεωμετρικάς θεωρίας, ὅτι ἐάν 
χα. ντ -- 23, 
θά εἶναι καὶ 
1 - 2χγ -- (κ Έ γ). 


Τοιουτοτρόπως ἄγεται εἰς τὴν θεώρησιν τῶν ἰσοδυνάμων ἀριθμῶν καὶ 
διά νἁ διευκολύνηῃ τὸν προσδιορισµόν τῶν ἐκθέτει, ἐν κατακλεῖδι, ἕνα πίνακα 
ἐκ 34 ὀρθογωνίων τριγώνων εἰς ἀριθμούς, 

Κλείομεν τὰς πληροφορίας αὐτᾶς μὲ τὰς ἀκολούθους παρατηρήσεις : 
Ιον. Οἱ γεωμετρικοί συλλογισµμοί, τοὺς ὁποίους ἐκθέτει ὁ Ἡοφείη εἶναι 
τοῦ τύπου ἐκείνου ποὺ ἐφαρμόζουν κατὰ προτίµησιν οἱ Ἴνδοί. 2ον. Οὔ- 
τοι ἀφιερώθησαν ἐπιμελῶς εἰς τὴν ἔρευναν σχημάτων, τῶν ὁποίων αἱ 
πλευραὶ εἶχον ὡς µέτρα ἀκεραίους ἀριθμούς, 3ον. Οὐδὲν ἀποδεικνύει, ὅτι 
οἱ Ἄραβες ἐγνώριζον τὸν Διόφαντον, προτοῦ ὁ ΑΌυἸ Ἠ/α[α δώσῃ τὴν µετά- 
φρασιν τοῦ ἔργου του, λήγοντος τοῦ Χ αἰῶνος. 4ον. Λί ἐπικοινωνίαι μεταξύ 
"Αράβων καὶ Ἰνδῶν χρονολογοῦνται ἀπὸ τοῦ δευτέρου ἡμίσεως τοῦ ΥΠΙ 
αἰῶνος, Κατόπιν τούτῶν, δύναται νὰ θεωρήση κανεὶς ὡς πιθανἠν τὴν ἄποψιν, 
ὅτι οἱ "Άραβες Φδηγήθησαν εἰς τὴν ἔρευναν τῶν ὀρθογωνίων τριγώνων 
μὲ ἀριθμοὺς καὶ τὴν ἀναζήτησιν τῶν ἰσοδυνάμων ἀριθμῶν, οὐχί κατ’ ἐπί- 
ὅρασιν ἄμεσον τοῦ Διοφάντου, ἀλλά κατ ἐπίδρασιν τῶν ἰνδικῶν ἔπιτευ- 
γμάτων. 

154. Ο Αὖι ΖαΚατί]α αἱ Ηακνετ, μαθηματικὸς τοῦ ΧΗ αἰῶνος, εἶναι 
συγγραφεὺς ἑνὸς ἐγχειριδίου ἀριθμητικῆς, τοῦ ὁποίου ὑφίσταται, πλὴν 
τοῦ πρωτοτύπου καὶ µία µετάφρασις εἰς τὴν ἑβραϊκήν, Μία περίληψις τοῦ- 
του, δημοσιευθεῖσα ὑπὸ τοῦ Η. 8υεί (Όας Εεεϊνπὂυςα 4ες ΑΌυ Ζακαγια 
αἱ Ἡκασαν, Βδἱ. πιαλνείπ,, τόμος Π, 1901) ἀποδεικνύει ὅτι ἐκ τοῦ βιβλίου 
τούτου ἤντλησεν ἀφθόνως ὁ Ίδη Βεαμα, μαθηματικὸς περὶ τοῦ ὁποίου θά 
ὁμιλήσωμεν µετ᾽ ὀλίγον. 

Ὁ Κεπια! οἆ Ὀίῃ δα Ὑμπίς (γεννηθεὶς εἰς Μοκυἱ τὴν 10ην Μαρτίου 1156) 
ἔχει ἀφήσει εἰς τοὺς συμπατριώτας του ἀρίστας ἀναμνήσεις, διότι εἰς αὐτὸν 
κατέφυγεν ὁ αὐτοκράτωρ Φρειδερίκος Π διὰ νά µάθῃ τὰς λύσεις μερικῶν 
ἀριθμητικῶν καὶ γεωμετρικῶν προβλημάτων. Τοῦ ἀποδίδουν µίαν µέθοδον, 
ἀσφαλῶς προσεγγιστικήν, διὰ τῆς ὁποίας λαμβάνει τὴν πλευρὰν τετρα- 
γώνου ἰσοδυνάμου πρὸς ἕνα κυκλικὀν τμῆμα, ὡς καὶ µίαν ἐργασίαν ἐπὶ 
τῶν μαγικῶν τετραγώνων. Δὲν εὑρέθησαν ὅμως µέχρι σήµερον κείµενα ἰδικά. 


286 Ἱστορία τῶν Μαθηματικών 

Ὁ Αππιοά ἴοα Μαλαπιπιεά ἰδπ Όσπαῃ αἳ ΑΣάΐ ΑΡ] Αὔδας, κοινῶς 
Ὑνωστὸς μὲ τὸ παρωνύμιον Ίνα αἱ Βσππα, ποὺ σηµαίνει ανἰὸς τοῦ ἀρχιτέ- 
κτονος», ἔζησε περίπου κατὰ τὰ ἔτη 1258 - 1340 καὶ ἔγραψεν ἕνα ἀξιόλογον 
ἐγχειρίδιον ἀριθμητικῆς, εἰς τὸ ὁποῖον ἀπαντᾶται ἀνάλυσις ἑνὸς ἀριθμοῦ 
τῆς μορφῆς 10’ --- 1 εἰς Υινόµενον πρώτων παραγόντων, ὡς ἐπίσης ἐἔνδια- 
φέρουσαι θεωρίαι, ἄγουσαι εἰς τὴν κατασκευἠν πίνακος πρώτων ἀριθμῶν, 
καὶ βελτιώσεις εἰς τὴν µέθοδον τῆς διπλῆς αὐθαιρέτου ἀφετηρίας Ἠ. 

Ὁ Οεπιείά η Μεευά {δα Μείυά Οἶ]αί οά Ὀη αἱ - Καεὶ (ἀκοθανὼν τὸ 
1426), μὲ τὰ κείµενα, ποὺ ἔχουν διαδοθῆ µέχρι σήμερον, διαδηλώνει τὴν 
ἡμμονὴν τῶν ᾿Αράβων εἰς τὴν προκατάληψιν, ὅτι αἱ ἐγγράμματοι ἐξισώσεις 
τοῦ τρίτου βαθμοῦ δὲν ἐπιδέχονται ἐπίλυσιν, εἰ μὴ δι’ ἀναγωγῆς εἰς γεω- 
µετρικάς κατασκευάς, Εἶναι ὅμως δι’ αὐτὸν τίτλος τιµῆς, ὅτι κατέστησε 
Ὑνωστὴν (ἐὰν δὲν τὴν ἐπενόησεν) µίαν µέθοδον προσεγγιστικοῦ ὑπολο- 
Ὑνσμοῦ τῶν ριζῶν μιᾶς τριτοβαθµίου ἐξισώσεως τῆς µορφῆς : 


Εκ -- ο -- κ, 


µάθόδος ἡ ὁποία θὰ ἤἦτο ἄριστα δυνατὸν καὶ ἐπωφελὲς νά περιγράφεται 
εἰς σύγχρονα ἐγχειρίδια ἀλγέβρας. 

Ὅ Μυσα ἵδα Μπαϊναπιπνεά ἵνα Μαλπιά, κοινῶς ἀποκαλούμενος Οτα- 
ἀἰγαδεὶ αἱ Ειπή, δηλαδὴ αυἰὸς τοῦ κριτοῦ τῆς Μικρᾶς ᾿Ασίας», εἶναι ἕνας 
ἀστρονόμος ζήσας περίπου μεταξὺ τῶν ἐτῶν 1390 καὶ 1450, Εϊναι ἄξιος 
ἰδιαιτέρας µνείας, ὄχι διὰ πρωτοτύπους ἐργασίας του, ἀλλά διὰ τὴν συγ- 
γραφὴν μιᾶς Βιογραφίας τοῦ Εὐκλείδου, αστηριζοµένης ἐπὶ 
ἑλληνικῶν πηγῶν», ἡ ὁκοία ὑφίσταται ἀνέκδοτος μέχρι σήµερον καὶ θὰ 
ἦτο εὐχῆς ἔργον νὰ δοθῇ µίαν ἡμέραν εἰς τὸ φῶς τῆς δηµοσιότητος, ἵνα 
καταστῇ δυνατὴ ἡ µόρφωσις ἀκριβεστέρας εἰκόνος διὰ τὴν προσωπικότητα 
τοῦ ἐνδόξου συγγραφέως τῶν Στοιχείων. 


155. Ὁ Αἱἱ ἵδα Μαµαπιπιεά δη Μιλαπιεά ἰδα Αἱ αἱ Οοτεεί αἱ 
Βασ αἱ Οαἰαςαάί (δηλαδἡ ὁ αεὐσεβής»), ἔζησεν κατἀ τὰ ἔτη 1423 - 1494 
(ἡ 1495) καὶ θεωρεῖται ὡς ὁ τελευταῖος μαθηματικὸς κάποιας ἀξίας, τὸν 
ὁποῖον παρήγαγεν ἡ ἀραβικὴ φυλή. 

Τοῦ ἄραβος τούτου γνωρίζομεν ἕνα βιβλίον ἀριθμητικῆς, γραφέν, 
ὅπως λέχει ὁ συγγραφεύς, εἰς ὕφος αἴσον ἀπέχον ἀπὸ τὴν ἕλλειψιν καὶ τὴν 
ἀσάφειαν». Τὸ ἔργον ἀκοτελεῖ µέρος ἄλλου µεγαλυτέρου, φέροντος τίτλον 
καθαρῶς ἀνατολικοῦ τύκου: ᾽Ανύψωσις τῆς ἐσθῆτος τῆς ἔπι- 
στήµης τοῦ λογισμοῦ. ᾿Αποτελεῖται ἀπὸ µίαν εἰσαγωγὴν εἰς 4 
Ῥέρη καὶ ἕνα ἐπίλογον, Τὸ Μέρος Ἰ πραγματεύεται τὰς κράξεις τῶν ᾱ- 
κεραίων (Κεφ. Τ- ΠΥ} εἰς τὸ Κεφ. Υ διδάσκεται ἡ διαιρετότης διά 1,6 9, 


αμ μμμο ομο  ο πο ΜΜΜΜΜΜΗΜΜΗΝΟΗΗΗΗ. 
εἰς δὲ τὸ ἑπόμενον ἡ ἀνάλυσις ἑνὸς κοινοῦ κλάσματος Μ/Ν, εἰς ἕνα ἀκέ- 
ῥαιον (δυνάµενον νὰ λείπῃ) καὶ κλάσματα κατὰ τὴν µορφήν : 

Β 6 


τ η -- ρ .. αβ αβγ .. 
Εἰς τὸ Κεφάλαιον ΥΠ διδάσκεται ὁ τρόκος τῆς ἀναλύσεως ἑνὸς ἀκεραίου 
εἰς µέρη ἀνάλογα δοθέντων ἀριθμῶν καὶ εἰς τὸ ἑπόμενον ἡ «δοκιμἠ διὰ 7». 

Εἰς τὸ Μέρος Ἡ ἐκτίθεται κατὰ τρόπον ἀνάλογον ἡ θεωρία τῶν κλα- 
σµάτώων καὶ οἱ κανόνες τῶν πράξεων ἐπ' αὐτῶν. Μὲ ἀνάλογα κριτήρια ἐκ- 
τίθεται εἰς τὸ Μέρος ΤΠ ἡ θεωρία τῶν τετραγωνικῶν ἀσυμμέτρων. Μετὰ 
τὴν διδασκαλίαν ἐξαγωγῆς τῆς τετραγωνικῆς ρίζης ἀκεραίων τελείων τε- 
τραγώνων, εἰσέρχεται εἰς τὴν θεωρίαν ἐξαγωγῆς τῶν τετραγωνικῶν ριζῶν 
κατά προσέγγισιν πρῶτα ἀκεραίων καὶ ἓν συνεχείᾳ κλασμάτων. Κατόπιν 
πραγματεύεται τὰς πράξεις μὲ ριζικά. Εἰς τὸ σημεῖον τοῦτο ὁ συγγραφεύς, 
ἂν καὶ δὲν τὸ δηλώνει, φαίνεται νὰ ἐμπνέεται ἀπὸ τὸ Βιβλίον Χ τῶν Στοι- 
χείων τοῦ Εὐκλείδου, διότι ἐφαρμόζει τύπους μετασχηματισμοῦ, ὅπως 
ὁ ἑξῆς: 

τν Α  ΑΣΩ-.Β ΑΛ ΑΔ... 
Α9ἵ 2 «] κλπ ον, 

Τὸ Μέρος Π, ὑπὸ τὸν τίτλον απερὶ προσδιορισμοῦ τοῦ ἀγνώστου», 
ἐκθέτει τὰ στοιχεῖα τῆς ὀλγέβρας. ᾿Αρχίδει μὲ ἕνα κεφάλαιον σχετικὸν 
μὲ τὰς ἀναλογίας, τὸ ὁποῖον ἀκολουθεῖται ἀπὸ ἄλλο σχετικὸν μὲ τὴν λώσιν 
πρωτοβαθμίων ἐξισώσεων διὰ τῆς μεθόδου τῆς διπλῆς αὐθαιρέτου ἀφε- 
τηρίας (τερυ]α {4]5/) , Εἰς τὸ ἑκόμενον κεφάλαιον ὁ συγγραφεὺς εἰσέρ- 
χεται εἰς τὴν οὐσίαν τῆς ἀλγέβρας (µεταφορά ὅρου ἀπὸ ἑνὸς μέλους εἰς τὸ 
ἄλλο, ἀναγωγὴ ὁμοίων ὄρων), περιορίζων τὰς θεωρίας του εἷς ἐξισώσεις 
πρώτου καὶ δευτέρου βαθμοῦ, Σηµειωθήτα, ὅτι τῶν τελευταίων τούτων ὁ 
συγγραφεὺς δὲν ἐξετάζει παρά µίαν µόνον ρίζαν, 

Εἰς τὸν ἐπίλογον εὑρίσκομεν ἐφαρμογάς ἐνδιαφερόντων τύπων ᾱ- 
θροισµα τῶν η πρώτων φυσικῶν ἀριθμῶν, τῶν τετραγώνων καὶ τῶν κύβων 
των, ὡς καὶ τὰ ἀνάλογα µόνον διὰ περιττοὺς ἢ µόνον δι’ ἀρτίους ἀριθμούς. 

Ἐν ὀλίγοις τὸ ἔργον ἀνταποκρίνεται πλήρως εἰς ὅσα ὁ συγγραφεὺς 
ἀνέλαβε τὴν ὑποχρέωσιν νὰ προσφέρη εἰς τοὺς ἀναγνώστας του. Εάν δὲ 
ἑκάμαμεν μίαν συνοπτικἡὴν ἁπαρίθμησιν τοῦ περµχοµένου, τοῦτο ἔγινε 
διὰ νὰ δώσωμεν εἷς ἐκεῖνον, ὁ ὁποῖος μᾶς παρακολουθεῖ, µίαν ἰδέαν τοῦ 
ὄψους, εἷς τὸ ὁποῖον ἔφθασεν ἡ ἐπιστήμη τοῦ Λογισμοῦ, εἰς χεῖρας τῶν 

156. Τελουταῖος ἐμφανίζεται ἐπὶ τῆς σκηνῆς ὁ Μιϊαπιπιοά ἴση αἱ - 
Ἠοφείᾳ Βε]α Εάάϊη αἱ - Απιζι, εἶναι ἕνας Πέρσης ζήσας κατά τὴν περίοδον 


- ο ος οὐ ωά -- μμ 
1541 - 1623, εἰς τὸν ὁκοῖον ἀποδίδεται ἡ πρώτη πειστικἡ ἀπόδειξις περὶ 
τοῦ ἀδυνάτου τῆς λύσεως εἷς ἀκεραίους ἀριθμοὺς τῆς ἐξισώστως : 


κ.» γ' -- 10. 


Ἔγραψεν ἐπίσης ἕνα ἐγχειρίδιον ἀριθμητικῆς, τὸ ὁποῖον µία γερµανικἡ 
µετάφρασις ἔθεσεν εἰς τὴν διάθεσιν τῶν μὴ εἰδικῶν ἀνατολιστῶν. (6.ΗΒ. 
1. Νεκκείπιαπ, Ἐκεσπζ ἆεγ Βεοϊεπκυπαί νου Μολαπιπιοά Βεῆα - οφ άίη 
ὕεη Αἱλοθαίη αμ Απιυι, αγαδἰςεῖι υαπά ἀευ(ςςὴ, Βετίίπ, 18431). 

Θὰ ἠδυνάμεθα νά π ν εἰς τὸν κατάλογον καὶ κάποιον Αὔεῃ- 
Ὀεάετ, ἄραβα τῆς Ἱσπανίας, συγγραφέα ἑνός μετρίου ἐγχειριδίου ἀλγέβρας, 
τὸ ὁποῖον ἐδημοσιεύθη ἐν περιλήψει ὑπὸ τοῦ ὅ. 5απο]ισκς Ῥοτος (ζοπι- 
Ρεπάίο ες αἱρεῦτα 4ὲε Αδεπρεάες, Μαδρίτη, 1916). ᾽Αλλὰ ἡ πλήρης ἄγνοια 
τῆς ἐποχῆς, εἰς τὴν ὁκοίαν ἔζησεν, καθιστᾷ ἀδύνατον ν᾿ ἀποσαφηνίσωμεν 
τὴν θέσιν, ἡ ὁποία τοῦ ἁρμόζει εἰς τὴν ἱστορίαν τῆς μαθηματικῆς σκέψεως 
μεταξὺ τῶν πιστῶν τοῦ Κορανίου. Πιθανῶς ἀνήκει εἰς τὴν ἐποχήν, κατὰ 
τὴν ὁποίαν ἡ Εὐρώπη, ἀνανήψασα τελικῶς ἀπὸ τὸν μακρὸν μεσαιωνικὸν 
λήθαργον, ἤρχισε ν᾿ ἁκαλλάσσεται ἀπὸ τὴν κατάστασιν µαθητρίας τῶν 
ἀνατολικῶν λαῶν καὶ ν᾿ ἀποβαίνῃ βαθμηδὸν διδάσκαλος, ἐμπνέων τὴν 
προσοχἠὴν καὶ τὸν σεβασμόν. Ἡ ἐποχή. κατὰ τὴν ὁποίαν ἀνέμενε νὰ δι- 
δαχθῇ ἀκὸ εὑρυμαθεῖς µεταφραστάς, ὅπως ὁ Γεράρδος τῆς Κρεµώνης, ὁ 
Πλάτων Τιμπουρτῖνος, ὃ Ῥοβέρτος Τσέστερ, ἔσβησε πλέον διὰ παντός. 

Ἔὰν τώρα, προτοῦ ἐγκαταλείψωμεν τοὺς ἄραβας μαθηματικοὺς τοῦ 
Μεσαίωνος, ρίψωµεν ἕνα βλέμμα εἰς τὸ ἔργον, τὸ ὁποῖον ἐπετέλεσαν, εἴ- 
µεθα ἐκ τῶν πραγμάτων ὑποχρεωμένοι ν᾿ ἀναγνωρίσωμεν τὴν ὑψηλὴν καὶ 
ἀναμφισβήτητον ἀξίαν του. Δὲν ἔδειξαν ἁπλῶς οἱ "Άραβες, ὅτι ἦσαν εἰς 
θέσιν νὰ ἐκτιμήσουν καὶ ν᾿ ἀφομοιώσουν τὰς ἀνακαλύψεις τῶν Ελλήνων 
καὶ τῶν Ἰνδῶν. ἀλλ) ἀπέδειξαν ἐμπράκτως, ὅτι εἶχον καὶ τὴν δύναμιν νὰ 
ἐπιφέρουν σημαντικὰς προόδους εἰς τὴν τριγωνοµετρίαν, εἰς τὴν θεωρίαν 
τῶν ἀριθμῶν καὶ εἰς τὴν ἀρχαίαν ἀπειροστικὴν γεωμετρίαν. Καὶ εἶναι πρά- 
ματι λυκηρὸν τὸ γεγονός, ὅτι ὅλη αὐτὴ ἡ ἀνθοφορία ἔγινεν ἀτελῶς γνωστὴ 
εἰς τὴν Εὐρώπην καὶ µόνον ὅταν εἶχε πλέον χάσει τὸ ἄρωμα τῆς δροσερό- 
τητος καὶ τὴν δύναμιν τῆς γονιµότητος, Καὶ ἂν ἀκόμη ἡ ἀραβικὴ ἐπιστήμη 
δὲν δύναται νὰ παραβληθῇ, ὅπως ἡ ἐπιστήμη τῶν Ἑλλήνων, πρὸς ἕνα ἤλιον 
ἀνεξαντλήτου γονιµότητος, δὲν διαφέρει πολὺ ἀπὸ τὸν ρόλον τοῦ σιωπηλοῦ 
δορυφόρου τῆς γῆς, ἀφοῦ καὶ ἐκείνη, ἡ ἀραβικὴ δηλαδὴ ἐπιστήμη, συλ- 
λέγουσα, ἀνακλῶσα καὶ ἀναμεταδίδουσα τὸ λαμβανόμενον φῶς, ὑπῆρξε 
διά τὴν σκεπτοµένην ἀνθρωπότητα ὄργανον τῆς Θείας Προνοίας, τὸ ὁποῖον 
διέλυσε βαθμηδὸν τὰ μεσαιωνικὰ σκότη καὶ ἐπανέφερε τὰ βήματα τῆς ἀν- 
θρώκότητος ἐπὶ τῆς λεωφόρου τῶν μεγάλων κατακτήσεων, ποὺ εἶχον χαρά- 
ξει οἱ Ἕλληνες, 


ΚΕΦΑΛΛΑΙΟΝ Χχη 


Η ΑΝΑΓΕΝΝΠΣΙΣ ΕΙΣ ΤΗΝ ΙΤΑΛΙΑΝ 
ΙΕΟΝΑΡΒΡΟ ΕΙΒΟΝΑΟΟΙ 


Βιογραφία 


4157. Βαθὺς λήθαργος εἶχε κυριεύσει τοὺς εὐρωπαϊκοὺς λαοὺς ὑπὸ 
τὸ μεσαιωνικὸν σκότος, ποὺ ἑκάλυπτε τὴν Δύσιν. Τὰ ἀραιὰ συμπτώματα 
ἀφυπνίσεως ἐχρησίμευον µόνον εἰς ἀγόνους καὶ ἀτέρμονας σχολιασμοὺς 
ἀρχαίων φιλοσόφων ἢ εἰς ἐπιμόνους ἐκστρατείας πρὸς ἀπελευθέρωσιν τῶν 
"Αγίων Τόπων ἀπὸ τὴν κατοχἠν τῶν ἀπίστων. Αἴφνης, ἀπὸ τὸ κέντρον τῆς 
ἱταλικῆς χερσονήσου, ἐξαπελύθησαν ἐκθαμβωτικοί σπινθῃρες, οἱ ὁκοῖοι µε- 
τουσιώθησαν μὲ τὸν καιρὸν εἰς τὸ φῶς, τὸ πλημμυρίζον σήμερον τὴν ἀνθρώ- 
πύτητα. Βλέπομεν εἰς τὴν Πίζαν νὰ ἐγείρῶνται μνημειώδη ἔργα τέχνης, 
ὡς εἶναι ἡ µαρμαρίνη Μητρόπολις (ΧΙ αἰών], ὁ κεκλιµένος Πύργος (ΧΗ 
αἰών], τὸ Βαπτιστήριον (ΧΗ αἰών], τὰ ὁποῖα κατέστησαν τὴν πρωτεύουσαν 
τῆς Τοσκάνης κοιτίδα τῆς ἀρχιτεκτονικῆς καὶ ὅλης τῆς [ταλικῆς τέχνης. 
᾿Εκεῖ εἶδε τὸ φῶς ὁ ἄνθρώπος, ὁ προωρισµένος νά ἐπαναφέρῃ τοὺς εὑρω- 
σχημάτων καὶ νὰ καταστήσῃ τὴν πατρίδα του ἔνδοξον καὶ εἰς τὸ ἐπιστη- 
μονικόν πεδίον, 

Ὀλίπαι καὶ ἐπισφαλεῖς εἶναι αἱ βιογραφικαὶ πληροφορίαι γὐρῷ ἀπὸ τὸν 
ἄνθρωπον αὐτόν, ὁ ὁποῖος ἐἑκέρδισε τὴν δόξαν συνδέσας τὸ ὄνομά του μὲ 
τὴν ἀναγέννησιν τῶν ἐπιστημῶν εἰς τὴν Εὐρώπην, περίπου ἕνα αἰῶνα προ- 
τοῦ ὁ Δάντης καθορίσῃ µονίµως τὰ πλαίσια τῆς δημοτικῆς ἰταλικῆς γλώσ- 
σης. Βέβαιον εἶναι ὅτι ἡ οἰκογένεια, εἰς τὴν ὑποίαν ἀνῆκεν, ὑφίστατο 
εἰς τὴν Πίζαν ἀπὸ τοῦ ΧΙ αἰῶνος, εἶναι ὅμως σημεῖον ἀντιλεγόμενον τὸ 
ζήτημα κατὰ πόσον ὁ Βοπαοείο--- ἐκ τοῦ ὁποίου ἔλαβε τὸ ὄνομά της ἡ οἱ- 
κογένεια --- ἦτο ἢ δὲν ἦτο ὁ πατήρ τοῦ εοπαγάο, τοῦ μαθηματικοῦ δηλαδή, 
μὲ τὸν ὁποῖον πρόκειται τώρα ν’ ἀσχοληθῶμεν. Αἴ φράσεις αΠῆο Βοπαςρ» 
ἢ « ὡς ΓΠΗ]ς Βοπαςί[ο, τὰς ὁποίας φέρουν ὡς ἐπικεφαλίδας τὰ χειρόγραφα 
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τῶν Έργων του, ὠδήγησαν τὴν ὁλότητα σχεδὸν τῶν ἱστορικῶν εἰς τὸ συμπέ- 
ῥασμα, ὅτι ἦτο πράγματι υἱὸς κάποιου Βοπαςσίο (ἐκ τοῦ ὁποίου παρήχθη 
τὸ οἰκογενειακὸν ὄνομα Εἰδοπαοςί). Ὁ Βοποοπιραρηί ὅμως, ἔπειτα ἀπὸ 
βαθείας μελέτας γύρω ἀπὸ τὰ μεσαιωνικἀ χειρόγραφα, διεπίστωσεν ὅτι 
εἶναι συχναὶ αἱ περιπτώσεις οἰκογενειῶν, αἱ ὁποῖαι ἐλάμβανον τὸ ὄνομα τοῦ 
ἐνδοξοτέρου ἐκ τῶν μελῶν των καὶ συνεπέρανεν ἐξ αὐτοῦ, ὅτι ἐνδέχεται 
ὁ Λεονάρδος Πιζᾶνο (Ἰσοπαγάο Ῥίικαπο) νὰ εἶναι ἁπλούστατα 
κατιὼν συγγενὴς τοῦ Βοπασςίο καὶ ὄχι ἀναγκαίως νἱός του, Ὑπόθεσις εὖὐ- 
ῥίσκουσα ἐπιβεβαίῶσιν εἰς ἄλλα τεκμήρια, ἐκ τῶν ὁποίων φαίνεται νὰ 
προκύπτη τὸ συμπέρασμα, ὅτι ὁ πατὴρ τοῦ Λεονάρδου ὠνομάζετο Γου- 
λιέλμος (ΟμµΗείπιο). 

Νέα δεδοµένα, ὡς πρὸς τὰ ὁποῖα δὲν ἠγέρθη ἀμφιβολία, καθ ὅσον 
προήρχοντο ἀπὸ τὸν ἴδιον, εἶναι ὅτι ἐγεννήθη κατὰ τὸ 1170 καὶ ὅτι ὁ πα- 
τὴρ του ἐξετέλη χρέη γραμµατέως εἰς τὴν Δημοκρατίαν τῆς Πίζης, Ὑπὸ 
τὴν ἰδιότητά του αὐτὴν ἀπεστάλη κατὰ τὸ 1192 εἰς ἐκπλήρωσιν Φρισμένης 
ὑπηρεσίας εἷς τὸ τελωνεῖον τῆς Βαρία (κόλις τῆς Βερβερίας, κειµένη ἐπὶ 
τῆς ἀφρικανικῆς ἀκτῆς, πλησίον τοῦ ᾽Αλγερίου), ᾿Απὸ ἐκεῖ ἐκάλεσε τὸν 
υίόν του νὰ ἔλθη, διὰ νὰ ἐκμάθηῃ τὴν χρῆσιν τῶν ἀριθμητικῶν μεθόδων, τὰς 
ὁποίας πιθανῶς εἶχον διδαχθῆ οἱ ΄Αραβες ἀπὸ τοὺς Ἰνδοὺς καὶ τὰς ὁποίας 
διέδιδον εἰς ὅλας τὰς χώρας, ὅπου ἐκυριάρχει ἡ ἡμισέληνος, 

Είναι ἐν τούτοις βέβαιον, ὅτι ὁ νεαρὸς Λεονάρδος, ὑπερακοντίζων τὰς 
προθέσεις τοῦ πατρός του, ἐπροχώρησε τὰς µελέτας του μέχρι τῶν ὄψηλο- 
τέρων περιοχῶν τῆς ἐπιστήμης τοῦ λογισμοῦ, ὑφιστάμενος τὴν γοητευτι- 
κὴἠν ἐπίδρασιν τῶν μαθηματικῶν ἔργων τῶν Μυ]απιπιοά ἴδω λάυκα, Ταδήι 
ἴδη Ώνοιτα, Αδυ Καπ, Αἰδαίερπο, Τοπ Ηαίέναπι, Α - Βἰτυπί, ΑΙ - Νακανή, 
ΑΙ” Κατοβ, Οπιας αἱ ΟΜα[μπιί, οἱ ὁποῖοι ἀπὸ τοῦ ΤΧ μέχρι τοῦ ΧΙ αἰῶνος 
ἐκραταίωσαν ἀνὰ τὸν κόσμον τὴν φήµην τῆς ἀραβικῆς φυλῆς. Ὠθούμενος 
περισσότερον ἀπὸ τὴν δίψαν τῆς γνώσεως παρἀ ἀπὸ τὸν πόθον τοῦ κλουτι- 
σμοῦ, ἐγκατέλειψε τὴν Βαρία καὶ διέτρεξεν ὅλην τὴν λεκάνην τῆς Μεσο- 
Τείου, φθάνων μέχρι τῆς Κωνσταντινουπόλεως καὶ ἐναλλάσσων τὴν ἄσκη- 
σιν τοῦ ἐμπορίου μὲ τὰς μαθηµατικάς του σπουδάς, Ὅτι δὲ ἐφεγγοβόλει 
τὸ πνεῦμα του εἰς τοὺς τόπους τῆς µεταβάσεώς του, προκύπτει ἀπὸ τὰ προ- 
βλήματα, τὰ ὁποῖα τοῦ ἐπροτείνοντο καὶ τὰ ὁποῖα κατέγραφεν ἔπειτα μὲ 
τὰς λύσεις των εἰς τὰ ἔργα του. 

Περὶ τὸ τέλος τοῦ ΧΠ αἰῶνος ἐπέστρεψεν εἰς τὴν πατρίδα καὶ κατὰ 
τὰς ἀρχὰς τοῦ ἐπομένου (1202) ἐξέδωσε τὸ θεμελιῶδες ἔργον του Τάδες 
Λούης (Βιβλίον ἄβακος, ἤτοι ἐγχειρίδιον ἀριθμητικῆς), τὸ ὁποῖον εἴχε 
τοιαύτην ἐπιτυχίαν, ὥστε πολὺ γρήγορα ἐχρειάσθη µία βελτιωμένη ἕπα- 
νέκδοσις. Εἰς τὴν ἀνασύνταξιν αὐτήν, ἡ ὁποία πράγµατι ἐγένετο τὸ 128, 
τὸν παρώτρυνεν ἰδίως ὁ φίλος του 
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«Μιχάλης Σκῶτος, ποὺ ἔμαθε στ’ ἀλήθεια 
τῆς μαγικῆς ἁπάτης τὸ παιχνίδι» 
(Κόλασις, ΧΧ, 116-117]. 

Τὸ ἔργον αὐτὸ ἔχει ἀρετάς, αἱ ὁποῖαι δυσκόλως καθιστοῦν πιστευτὀν, 
ὅτι ἐγράφη ἀπὸ ἕνα ἔμπορον πρὸς χρῆσιν τῶν συναδέλφων του. Τόσον τὸ 
περιεχόµενον καὶ ἡ µορφή, ὅσον καὶ ἡ αὐστηρότης καὶ ἡ διαύγεια τοῦ 
ὕφους μαρτυροῦν, ὅτι πρόκειται μᾶλλον περὶ ἑνὸς ἔργου, εἰς τὸ ὁκοῖον 
κατοπτρίζεται ἕνα πλῆρες σύστημα διδασκαλίας τοῦ ἀριθμητικοῦ λογισμοῦ. 
Μία τοιαύτη διακίστωσις ἀποτελεῖ συμφυὺς ἐπιχείρημα πρώτης τάξεως 
πρὸς ὑποστήριξιν τῆς θέσεως, ὅτι ὁ Λεονάρδος κατεῖχε µίαν καθηγητικὴν 
ἔδραν εἰς τὴν πατρίδα του". 

Τὸ 1223, ἐνδίδων εἰς τὰς παρακλήσεις καὶ προτροπὰς ἄλλου φίλου 
του, ἔδωσεν εἰς τὴν δημοσιότητα ἕνα δεύτερον ἕἔργον του, διδακτικοῦ χαρα- 
κτῆρος, ὑπὸ τὸν τίτλον Ρτασίίσα Οεοπιείτίαε (Ἔφαρμογαὶ τῆς Γεωμετρίας]. 
Δύο ἄλλα σωζόμενα ἔργα τοῦ Λεονάρδου, περὶ τῶν ὁποίων θὰ ὁμιλήσω- 
μεν, φόρουν χρονολογίαν 1225. 
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, ορ ωμωμμ μμμμμμυμσμννη 
Ὀλλανδίαν ὁ «Κοςεππισἰκίες» ἦτο δημόσιος ὑπάλληλος, ἀντίστοιχος κρὸς τοὺς δικούς 
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”” Εἶναι σκόπιµον νὰ παρατηρήσωμεν, ὅτι ὡς πρὸς τὰς χρονολογίας τὰς σχετικὰς μὲ 
τὴν λεοναρδικήν πτερἰοδσν δὲν ὑπάρχπι ἀπόλνυτος ὁὀμοφωνία μεταξὺ τῶν [στορικῶν, Αί 
ἀποκλέστις ὀφείλονται εἰς τὸ Τεγονὰς ὅτι µέχρι τῆς Της Ἰανουαρίου 1750, τὸ ἔτος ἠρχιζεν 
εἰς τὴν Πῖζαν εἰς τὰς 35 Μαρτίου καὶ ὑστέρει κατὰ ἕνα ἔτος μὲ τὴν σύγχρονον µέτρησιν. 
᾽λλλά σπανίως ἐλαμβάνετο ὑπ' ὄψιν ἡ ἐπελθοῦσα καθυστέρησις ! ἔτους, 2 μηνῶν καὶ 
25 ἡμερῶν, 
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τρίδα του καὶ ἀποκλείει τελείως τὴν ἰδέαν, ὅτι τὸ ἐπίθετον ἐκεῖνο εἶχε τάχα 
ὑβριστικὴν σηµασίαν. Διότι πῶς νὰ δεχθῶμεν, ὅτι ὁ μαθηματικός µας ἡ- 
δύνατο νἁ Βεωρηθῇ ὀκνηρὺὸς καὶ φυγόπονος, ὅταν ἡ ἀνωτάτη διοικητικἡ 
ἀρχὴ τῆς Πίζης, διὰ νὰ μὴ στερηθῇ τῶν ὑπηρεσιῶν του, τοῦ ἐξεχώρισε 
χρηµατικήν ἀνταμοιβήν διὰ τὴν θέσιν τοῦ κυβερνητικοῦ λογιστοῦ, τὴν 
ὁποίαν μέχρι τότε κατεῖχεν ἀμισθοί , 

Αὐτὴ εἶναι ἡ τελευταία ἀξιόπιστος μαρτυρία, τὴν ὁποίαν ἔχομεν διὰ 
τὸν Εἰδοπαοσί, ἐνῷ ὅλαι αἱ ἄλλαι διαβεβαιώσεις δὲν εἶναι τίποτε ἄλλο παρὰ 
ἁτελῆ ἐπαγωγικά συμπεράσματα ἱστορικῶν, οἱ ὁποῖοι κατέφυγον εἰς τὴν 
φαντασίαν των πρὸς κάλυψιν ἀντιαισθητικῶν χασµάτων εἰς τὰς ἀφηγή- 

Τὸ πλῆθος τῶν κυκλοφορούντων τότδ χειρογράφων, ἀντιτύπων τῶν 
ἔργων τοῦ Εἰδοηπαοσί, ἀποδεικνύει πόσον τὰ ἔργα αὐτά ἐξετιμῶντο καὶ ἔμε- 
λετῶντο ἀπὸ τοὺς συγχρόνους του καὶ τοὺς ἀμέσους διαδόχους των, οἵ 
ὁκοῖοι δὲν ἐμνημόνενον πάντοτε τὰς πηγάς, ἐκ τῶν ὁποίων ἤντλουν. 
᾿Αργότερα ὅμως παρηµελήθησαν τόσον, ὥστε ὁ Ν. Ταγίαείία τὸν ΧΥΤ αἰῶνα 
καὶ ὁ Ρ. (οφφα]ἱ τὸν ΧΥΠΙ ἐγνώριζον περί αὐτῶν τόσα µόνον ὅσα ἀνεφέ- 
ροντο ὑπὸ ἑνὸς συγγραφέως τοῦ ΧΝ αἰῶνος, τοῦ ἵωυςα Ῥαςίοί, Τὸ γεγονὸς 
τοῦτο ἐξηγεῖ ἐπαρκῶς πῶς ὁ Ηειστοππετ, εἰς τὸ ἔργον του Ηϊςίοτία Μα- 
ἰνδνεος αΐνεισας (1742), περιέπεσεν εἰς ἀμφιβολίαν, ἡ ὁποία ἔφθασε µέχρι 
συγχύσεως τοῦ Λεονάρδου μὲ τὸν Ἰωάννην Πιζᾶνο (Οἱσοναπηί Βἰκαπο), 
συγγραφέα ἑνὸς ἔργου ἔχοντος ττλον Ρεγερεςίίνα οοπιπιυπιίς (Στοιχεῖα 
προοπτικῆς). 

ἘΕκεῖνοι οἱ ὁποῖοι, πρὸς τιµήν των, ἐπανέφερον εἰς τὸ προσκήνιον τῆς 
προσοχής καὶ τοῦ ἐνδιαφέροντος τὸν Λεονάρδον καὶ τὰ ἔργα του, εἶναι 
κυρίως μερικοί εὑρυμαθεῖς Ιταλοί τοῦ ΧΥΠΙ καὶ ΧΙΧ αἰῶνος, μεταξὺ τῶν 
ὁκοίων ὁ . Πσσί (1802-1869) καὶ πρὸ πάντων ὁ Β. Βοπουπιραρπί (182 - 
1894], ὁ ὁποῖος μὲ τὴν διακρίνουσαν αὐτὸν ἐπιμέλειαν ἐπεξειργάσθη 
µίαν κράγµατι σπουδαίαν ἔκδοσιν τῶν ᾽Απάντων του. Χάρις εἰς αὐτὴν ὁ 
μεγάλος, περὶ τοῦ ὁποίου ἀσχολούμεθα, κατέλαβεν εἰς τὴν ἱστορίαν τῶν 
μαθηματικῶν τὴν προσήκουσαν θέσιν.- 


αἴάθσοτ Αβδαοσῖν 


158. 'Ο τίτλος, τὸν ὁποῖον ἔδωσεν ὃ Λεονάρδος Πιζᾶνο εἰς τὸ κὐ- 
Ριον ἔργον του, φαίνεται ν᾿ ἀποδεικνύῃ, ὅτι ἀπὸ τοῦ ΧΠ αἰῶνος ἡ λέξις 
κἄβαξ» εἶχε χάσει τὴν ἀρχικὴν της σηµασίαν, δηλαδἠ «ὄργανον βοηθη- 
τικὸν πρὸς ἐκτέλεσιν ἀριθμητικῶν πράξεων», διὰ νὰ προσλάβη τὴν ἔννοιαν 
τῆς «ἀριθμητικῆς» καὶ συχνὰ τὴν ἀκόμη εἰδικωτέραν ἔννοιαν ἀριθμητι- 
κῆς βασιζοµένης εἰς τὴν χρῆσιν τῶν ἴνδο-αραβικῶν ψηφίων. 
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Ἡ ᾿Αναγέννησνς εἲς τὴν Ἰταλίαν 203 


Τὸ ἔργον ἀρχίει μὲ ἕνα ἐνδιαφέροντα πρόλογον αὐτοβιογραφικοῦ 
χαρακτῆρος, ἀπὸ τὸν ὁποῖον ἀξίζει νά ἐξάρωμεν τήν δήλωσιν τοῦ συγ- 
γραφέως, ὅτι παρεκινήθη εἰς τὴν συγγραφἠν τοῦ βιβλίου ἀκὸ τὴν ἐπιθυ- 
µίαν του νά καταστήσῃ γνωστάς τὰς ἰδιότητας καὶ τὴν χρῆσιν τῶν ψηφίων 
τούτων. "Οχι διότι ἦσαν τότε ἐντελῶς ἄγνωστα εἰς τὴν Εὐρώπην, ἀλλά 
διότι δὲν εἶχεν ἐμπεδωθῆ ἀκόμη ἡ πίστις, ὅτι ἐκ τῶν περιέργων ἐκείνων 
συμβόλων ἀπορρύέει µία λογιστικἡ ἀνωτέρα τῆς στηριζοµένης ἐπὶ τῆς 

Τί ἀκριβῶς ἔμαθεν ἀπὸ τοὺς συγγραφεῖς, ποὺ ἐγνώρισε κατὰ τὴν διάρ- 
κειαν τῶν ταξιδίων του καὶ τὶ προσέθεσεν εἰς αὐτάς τὰς γνώσεις ὁ ἴδιος, 
δὲν μᾶς πληροφορεί. Ἐν τούτοις, ἀρκετά ἐφώτίσθη τὸ ζήτημα τοῦτο ἐκ 
προσφάτων ἐξερευνήσεων τῆς ἀνατολικῆς φιλολογίας, ἐκ τῶν ὁποίων διε- 
πιστώθη, ὅτι δὲν τοῦ ἦσαν ἄγνωστοι οἱ Μοβαπιπιεά [οπ Μυσα, Αδά Καπ], 
Αἱ - Κατσμί, Α]- Βἰγωσί, Οὔτε ἀπεκλείσθη ἡ ἄποψις, ὅτι ἐχρησιμοκοίησε καὶ 
ἄλλο ἔργον ἀρχαιότερον, ἄγνωστον εἰς ἡμᾶς, ἀλλά γνωστὸν εἰς τοὺς προ- 
αναφερθέντας ΄Αραβας, Δυνάμεθα λοιπὸν νὰ εἴκῶμεν, ὅτι ὁ προσδιορισμός 
τῶν πηγῶν τοῦ σετ Αδδαςί ἀποτελεῖ ἱστορικὸν πρόβλημα, τὸ ὁποῖον 
ἀναμένει τὴν πλήρη λύσιν του. 

Κατ’ ἑπανάληψιν ἐγράφη, ὅτι ὁ Ἐϊἰνοπασςί εἶναι ὁ πρῶτος εὐρωπαῖος 
ἀλγυβριστής. ᾿Εὰν εἰς τὸ συμπέρασμα τοῦτο ὠδήγησεν ἡ παρατήρησις, 
ὅτι χρησιμοκοιεῖ γράμματα ὑκὸ τὴν ἔννοιαν γενικῶν ᾿ἀριθμῶν, δὲν εἶναι 
δύσκολον ν᾿ ἀντικροβάλῶώμεν τὸ ἐπιχείρημα, ὅτι ἡ μέθοδος αὕτη ἦτο ἤδη 
οἶκεία εἰς τοὺς ἀρχαίους ἕλληνας διανοουµένους, κροεξάρχοντος τοῦ 'Α- 
ριστοτέλους, Εάν πάλιν θεωρεῖται ὀρθῶς ὡς ἀλγεβρικὸν τεκµήριον ἡ χρῆ- 
σις ἑνὸς συστήµατος συμβολισμοῦ κανονικοῦ καὶ σταθεροῦ, στηριζοµένου 
ἐπὶ τῆς χρήσεως εἰδικῶν συμβόλων πρὸς παράστασιν τῶν θεωρουµένων 
ποσοτήτων καὶ τῶν ἐπ᾽ αὐτῶν ἐκτελεστέων πράξεων, καθῆκον µας εἶναι νά 
βεβαιώσωμεν, ὅτι µαταίως ϐ᾽ ἀναζητήσωμεν τὸ τεκµήριον τοῦτο εἰς τὸ 
Ἰήνες ΑΡΟαςί. 

Καὶ ἂν ἀκόμη θεωρήσώμεν τὴν ἀνωτέρω γνώµην, ὡς ἀπορρέουσαν ἀπὸ 
τὸ γεγονός, ὅτι ὁ Λεονάρδος ἐπιλύει μὲ διάφορα τεχνάσματα, προβλήµατα 
λυόμενα σήμερον μὲ ἐξισώσεις α΄ καὶ β' βαθμοῦ, πάλιν δυνάµεθα ν᾿ ἀντι- 
προβάλωμεν τὸ ἐπιχείρημα ὅτι καὶ ὡς πρὸς τὸ σημεῖον τοῦτο ἔχει προη- 
γηθῆ ὁ Διόφαντος, ὁ ὁποῖος μάλιστα εἶναι ἁπλῶς ὁ ἐξοχώτερος μιᾶς σειρᾶς 
διανοσυµένων, ἐκ τῶν ὁποίων οἱ πρῶτοι εἰς ἡμᾶς γνωστοί εἶναι ἐκεῖνοι, 
ποὺ διεµόρφωσαν τὸ περιεχόµενον τοῦ παπύρου τοῦ Είπά. Διά τοὺς λόγους 
αὐτούς, ἀναφερόμενοι εἰς µίαν διασάφησην, τὴν ὁποίαν ἐξεθέσαμεν εἰς 
τὴν ὃ 89, δυνάµεθα νὰ εἴπωμεν, ὅτι, ἂν Βέλωµεν νὰ ὁμιλῶμεν περὶ ἀλγέ- 
βρας εἰς τὸ κείµενον τοῦ Τ1οει ΑὈδασί, εἶναι ἀνάγκη διὰ τὴν ἱστορικὴν 


ἀκρίβειαν νὰ τονίζεται, ὅτι τοῦτο εὑρίσκεται ἀκόμη εἰς τὸ στάδιον ἐξελί- 
ξεως, ποὺ ὠνομάσαμεν αρητορικὴν ἄλγεβραν». 


159, "Απκὸ τὰ δεκαπέντε ἐκτεταμένα Κεφάλαια, ποὺ ἀποτελοῦν τὸ 
περὶ οὗ ὁ λόγος ἔργον, τὸ Τ πραγματεύεται τὰ ἐννέα ψηφία, τὰ καλούμενα 
ὑπὸ τοῦ Εἰδοπασσί αἰνδικά». Εἰς τὴν πραγματικότητα τὰ ψηφία γίνονται 
δέκα μὲ τὴν απροσθήκην τοῦ μηδενός, ατὸ ὁποῖον ἀραβικὰ ὀνομάζεται 
χερηταπι». Διὰ νὰ καταδείξη ὁ Λεονάρδος ἐποπτικά (αά οσυἱαπι) τὴν ἄνω- 
τερότητα τοῦ νέου συστήµατος, θέτει πρὸ τῶν ὀφθαλμῶν τοῦ ἀναγνώστου 
τὸν ἀκόλουθον συγκριτικὀν πίνακα ἀριθμῶν, γεγραμµένων ἀντιστοίχως 
εἰς τὰ δύο αυστήµατα, ρωμαϊκὸν καὶ ἰνδικόν : 


Διὰ νὰ διευκολύνη ἀποτελεσματικῶς τὴν ἐκτέλεσιν τῶν ἁπλουστέρων 
πράξεων τῆς ἀριθμητικῆς ὁ Λεονάρδος, ἐκτὸς τοῦ ὅτι προτείνει ἐπαρκεῖς 
γνώσεις ἐπὶ τοῦ λογισμοῦ διὰ τῶν δακτύλων, θέτει εἰς τὴν διάθεσιν τῶν ᾱ- 
ἀκοδσικνύσι πῶς δύνανται νὰ χρησιμοποιηθοῦν ἐπωφελῶς διὰ τὴν ἐκτέ- 
λεσιν τῶν τεσσάρων πράξεων ἐπί ἀριθμῶν, ἀκόμη καὶ σημαντικοῦ μεγέ- 
θσυς ( τὸ ἀποδεικνύει διὰ παραδείγµατος γινομένου δύο ἀριθμῶν ἀμφοτέ- 
ρων ὀκταψηφίων]). Παρατηρητέον ὅτι αἵ ὡς ἄνω πράξεις ἐκτίθενται κατὰ 
τὴν ἀκόλουθον σειράν : πολλαπλασιαμός, πρόὀσθεσις, ἀφαίρεσις, διαίρεσις 
καὶ ὅτι τὰ ἐξαγόμενα ἑλέγχονται μὲ τὴν βάσανον τοῦ 9, τοῦ Ἰ, ἢ τοῦ ῃ1. 

Εἰς τὸ θεμελιῶδες πρόβλημα τῆς ἀναλύσεως ἑνὸς ἀριθμοῦ εἰς πρώτους 
καράγοντας ὁ Λεονάρδος δίδει τὴν δέουσαν προσοχήν, διδάσκων τὰ κρι- 
τήρια τῆς διαιρετότητος διὰ 2, 1,..,13 καὶ συγκεντρώνων καταλλήλως εἰς 
πίνακα τὰ ἐξαγόμενα τῆς διαιρέσεως διὰ 231....,13 ἀριθμῶν μὴ ὐ- 
περβαινόντων τὸν 200. "Αξιοσημείώτοι εἶναι µερ λογαριασμοὶ μὲ τὰ 
ἐν χρήσει τὴν ἐποχὴν ἐκείνην νομίσματα (Ἠραι, σολδία, δηνάρια). 

Όλα αὐτὰ διδάσκονται εἰς τὰ Κεφάλαια Π--Ύ τοῦ Τήνος Αδκοί, Τὰ 
δύο ἑπόμενα πραγματεύονται τὰ κλάσματα" ἀπαντῶνται δὲ εἰς αὐτὰ ἡ ἕν- 


Ἡ Ἀνηνηωκήώ ών Ἡλν 9 


ἡ ἐφαρμογὴ τοῦ αἑλαχίστου κοινοῦ πολλαπλασίου» δοθέντων 
ἀριθμῶν, ὡς καὶ ἄλλοι πίνακες ἑτοίμων ὑπολογισμῶν. Αξίζει ἰδιαιτέρας 
προσοχῆς ὁ «Πίναξ διαχωρισμοῦ» (Τασυία ἀῑπρτοραίίοσίς) ὁ ὁποῖος, πε- 


περὶ τὴν μετρολογίαν. Εὐρίσκει ὁ µαθηµατικὸς εἰς τὰ Κεφάλαια αὐτά, ὑπὸ 
τὸ παράδοξον ὄνομα «Πρυτα ολία» ἢ αοἰναία» µίαν ἐφαρμογὴν τοῦ κανόνος 
τῆς συνθέτου μεθόδου τῶν τριῶν, ἓν συνδυασμῷ πρὸς τὸ θεώρημα τοῦ 
Μενελάου περὶ τριγώνου διατεμνοµένου ὑπὸ εὐθείας. Εἶναι ἡ ἰδία ἀλγορι- 
θµικἡ διαδικασία, ἡ ὁκοία εἰς ἄλλα μεσαιωνικὰ ἔργα χαρακτηρίζεται μὲ 
τὸ ὄνομα ακανών τῶν ἓξ ποσῶνν (τερα]α εκ αυκηὔταίαπη). 

Εἰς προβλήματα ἀφορῶντα τὸν καταμερισμὸν μεταξὺ δύο ἢ περισσο- 
τέρων προσώπων τοῦ κέρδους, τὸ ὁποῖον ἀπέφερε δεδοµένον κεφάλαιον, 
ἀνῆκον κατὰ διαφόρους μερίδας εἰς τοὺς ἑταίρους, ἀφιεροῦται τὸ Κεφά- 
λαιον Χ. Εἰς τὰ σύγχρονα βιβλία ἀριθμητικῆς ἀπαντῶμεν παρόμοια θέµατα 
ὑπὸ τὸν τίτλον ακροβλήματα ἑταιρείας», 

Μὲ ζητήματα ἐμπορικῆς ἀριθμητικῆς ἀσχολεῖται ἐπίσης τὸ Κεφά- 
λαιον ΧΙ, ὅπου ὁ συγγραφεὺς λύει προβλήµατα μετατροπῆς νομισμάτων 
τῆς ἐποχῆς ἐκείνης, ὡς καὶ ἄλλα ὁμοιάζοντα μὲ τὰ κινεζικὰ (4 120) καὶ 
ἁραβικὰ (ϐ 145) προβλήµατα, ποὺ ἐγνωρίσαμεν προηγουμένως καὶ τὰ 
ὁποῖα ἁπαντῶνται ἀπὸ τοῦδε καὶ ἑξῆς εἷς τὴν εὑρωπαϊκὴν µαθηµατικὴν 
βιβλιογραφίαν. Τὸ πρῶτον πρόβλημα τοιούτου εἴδους, ποὺ ἀπαντᾶται εἰς 
τὸ Γδετ Αὐδπεί, ἔχει τὴν ἀκόλσυθον ἐκφώνησιν : 

αΚάποιος ἀγοράζει μὲ 30 δηνάρια 30 ἓν ὅλφ πτηνά, μεταξὺ τῶν ὁποίων 
ὑπάρχουν πέρδικες, περιστεραὶ καὶ στρουθία. Πόσα ἠγόρασεν ἐξ ἑκάστου 
εἴδους, ἐὰν γνωρίζωµεν, ὅτι ἡ τιµὴ τῆς πέρδικος εἶναι 3 δηνάρια, τῆς περι- 
στερᾶς 2 καὶ τοῦ στρουθίου 1/2», "Αν καὶ τὸ πρόβλημα εἶναι ἀπροσδιόριστον, 


ἐπιδέχεται µοναδικὴν λύσιν εἰς ἀκεραίους θετικοὺς ἀριθμούς, τὴν ὁποίαν 
καὶ προσδιορίζει ὁ συγγραφεύς: 3 -- 5-- 22 -- 30, "Ενὸς ἄλλου ἀναλόγου 
μορφῆς προβλήματος ὁ Λεονάρδος εὑρίσκει δύο ἐκ τῶν 17 λύσεων, τὰς 
ὁποίας τοῦτο ἐπιδέχεται, Σημειωτέον ὅτι προβλήματα τοῦ εἴδους τούτου 
ἁπαντῶνται καὶ εἰς ἄλλο ἔργον τοῦ Λεονάρδου,περὶ τοῦ ὁποίου θά κάἀμῶωμεν 
λόγον κατωτέρω (8 165]. 


160, Εἰς τὸ Κεφάλαιον ΧΗΠ τοῦ 1 15ο Αὐθσασί εὑρίσκεται µία συλ- 
λογὴ προβλημάτων, αἱ ἐκφωνήσεις τῶν ὁποίων ἀποπνέουν ἑνίοτε ἀρώματα 
τῆς ἄπω ᾿Ανατολῆς. Μερικἀ εἶναι ὠρισμένα, ἄλλα ἀόριστα καὶ ἄλλα, ὅπως 
δηλώνει ὁ συγγραφεύς, ἀδύνατα. Σήµερον τὰ προβλήματα αὐτὰ θά ἑλύοντο 
διὰ γραμμικῶν ἐξισώσεων. Ὁ Λεονάρδος προβαίνει εἰς τὴν λύσιν τῶν μὲ 
διάφορα τεχνάσματα, ὅπως ἐκεῖνα ποὺ ἐφήρμοζεν ὁ Διόφαντος. Τὸ Κκε- 
φάλαιον ἀρχίζει μὲ γενικότητας ἐπὶ τῶν ἀριθμητικῶν προόδων, αἱ ὁποῖαι 
παρέχουν τὰ µέσα διὰ τὴν λύσιν προβλημάτων τῆς ἀκολούθου μορφῆς : 
«Ἐκ δύο ὁδοιπόρων ὁ πρῶτος διατρέχει 20 µίλια ἡμερησίως, ὁ δεύτερος 
διατρέχει | µίλιον τὴν πρώτην ἡμέραν τοῦ ταξιδίου, 2 τὴν δευτέραν, 3 τὴν 
τρίτην κ.ο.κ. Ζητεῖται μετά κόσας ἡμέρας οἱ δύο ὁδοιπόροι θά ἔχουν δια- 
τρέξει τὴν ἰδίαν ἀπόστασιν». Ὁ Λεονάρδος εὐὑρίσκει ἀκριβῶς 39. Μία 
ἄλλη µεγάλη κατηγορία προβλημάτων ἀναφέρεται εἰς τὰς ἀναλογίας καὶ 
αἱ λύσεις ἀνάγονται εἰς τὴν µέθοδον τῶν τριῶν. 

ὈΟλιγώτερον γνωστὴ εἶναι µία κατηγορία προβλημάτων, διά τὸν χαρα- 
κτηρισμὸν τῶν ὁποίων δύναται νἁ χρησιμεύσῃ τὸ ἀκόλουθον παράδειγµα : 
α Ἐνὺς [στοῦ εἶναι ἐμπεπηγμένον ἑἐντὸς τοῦ ἑδάφους µέρος ἴσον πρὸς τὸ 
1/4 -ἵ- 1/3 τοῦ μήκους του, εἶναι δὲ τὸ µέρος τοῦτο ἴσον πρὸς 2 κόδας' νὰ 
εὑρεθῇ τὸ µῆκος τοῦ ἱστοῦν. 'Ακολουθεῖ µία σειρὰ προβλημάτων, τὰ ὁποῖα, 
κατὰ βάθος, δὲν διαφέρουν ἀπὸ τὸ γνώστότατον ἀπρόβλημα τῶν ταχυδρό- 
µων». Ἴδου ἕνα παράδειγµα : «Εἰς ἕνα πύργον ὕψους 100 ποδῶν κατοικοῦν 
δύο ἑρπετά. Τὸ εὐρισκόμενον εἰς τὴν βάσιν, ἀνέρχεται κάθε ἡμέραν 1/2 
πόδα καὶ κατέρχεται Ι/4, ἐνῷ τὸ εὑρισκόμενον εἰς τὴν ὀροφὴν κατέρχεται 
καθ᾽ ἑκάστην Ι/5 τοῦ ποδὸς καὶ ἀνέρχεται 1/6. Εἰς ποῖον σημεῖον τοῦ πύργου 
θά συναντηθοῦν » Ἡ ἀπάντησις λαμβάνεται μὲ τὴν µέθοδον τῆς αὐθαιρέτου 
ἀφετηρίας, 

Κατά τρόπον ἀνάλογον ἐργάζεται ὁ συγγραφεύς, προκειµένου ν᾿' ἄνα- 
λὐσῃ ἕνα ἀριθμὸν εἰς µέρη ἀποτελοῦντα γεωμετρικὴν πρὀοδον΄ πρόβλημα 
ἀόριστον, τοῦ ὁποίου περιορίζεται νὰ εὕρῃ µίαν λύσιν. Ἡ μέθοδος τῆς 
αὐθαιρέτου ἀφετηρίας τοῦ χρησιμεύει ἐπίσης πρὸς ἀνάλυσιν δοθέντος 
ἀριθμοῦ εἰς µέρη ἀνάλογα ἄλλων γνωστῶν' πρόβλημα ἀπαντώμενον ἐπίσης, 
ὅταν θέλωµεν νά ὑπολογίσωμεν τὸν χρόνον ἐκκενώσεως ἑνὸς βυτίου φέροντος 
διαφόρους ὁπάς, Ὑνωρίζοντες τοὺς χρόνους ἐκκενώσεως τοὺς ἀντιστοι- 
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χούντας εἰς ἑκάστην ὁπήν, Μεγαλυτέραν δυσκολίαν παρουσιάζει τὸ ἀκό- 
λουθον πρόβλημα : 

αΤρεῖς ἄνθρωπκοι, ἕκαστος τῶν ὁποίων ἔφερεν ὠρισμένον ποσὸν χρη- 
µάτων, εὑρίσκουν τυχαίως βαλάντιον μὲ χρήματα. Λέγει ὁ πρῶτος : ἐὰν 
ἀφήσετε εἰς ἐμὲ τὸ βαλάντιον θἀ ἔχω τόσα χρήματα ὅσα τὰ διπλάσια τοῦ 
δευτέρου καὶ τοῦ τρίτου, ὁμοῦ λαμβανόμενα ᾿Αναλόγους δηλώσεις ἕκαμαν 
καὶ οἱ ἄλλοι δύο, μὲ τὴν µόνην διαφοράν, ὅτι ἀντὶ τοῦ δικλασίου εἶπον 
ἀντιστοίχως τὸ τρικλάσιον καὶ τετραπλάσιον. Νά εὑρεθοῦν κόσα χρήματα 
ου Ὁ Λεονάρδος εὗρε τὴν 
λύσιν 7, 11, 23, 74, ἀλλὰ εἶναι φανερόν, ὅτι ἄπειρον πλῆθος λύσεων δύναται 
νά ληφθῇ, ἂν πολλακλασιάσωμεν αὐτοὺς τοὺς ἀριθμοὺς ἐπὶ αὐθαίρετον 
παράγοντα. Εἰς τὸ πες ΑΡρας ἀκαντῶνται πολλὰ ἄλλα προβλήματα, 
ἀνάλογα τοῦ προηγουμένου, μὲ τὴν διαφορἀν ὅτι τὰ πρόσωπα εἶναι κερισ- 
σότερα τῶν τριῶν, τὰ δὲ βαλάντια κερισσύτερα τοῦ ἑνός, 

᾿Αναφέρομεν ἀκόμη τὸ ἀκόλουθον πρόβλημα, ἐπίσης ἀόριστον, τὸ 
ὁποῖον ἐνθυμίζει ἄλλο ἀρχαιότερον, εὑρισκόμενον εἰς τὴν Ἑλληνικὴν 
᾿Ανθολογτίαν ὑπὸ τὸ ὄνομα τοῦ Εὐκλείδου (ϐ 93): «Ἑὰν εἰς τὰ χρή- 
µατα, ποὺ κατέχει ὁ Α προστεθῇ τὸ τρίτον τῶν ὅσων κατέχει ὁ Β, ἐὰν εἰς 
ἐκεῖνα τοῦ Β προστεθῇ τὸ τέταρτον τῶν ὅσων κατέχει ὁ 6, ἢ ἐάν, τέλος, 
εἰς τὰ τοῦ { προστεθῇ τὸ πέµπτον τῶν ὅσων κατέχει ὁ Α, ἐπιτυγχάνονται 
ἀποτελέσματα ἴσα µεταξύ των. Πόσα χρήματα εἴχεν ἕκαστος τῶν Α, Β,Ο .. 
Ὁ Λεονάρδος εὐρίσκει 45, 48, 52. "Αλλα προβλήματα ἰσοδυναμοῦν πρὸς 
τὴν ἀναζήτησιν ἑνὸς πολλαπλασίου τοῦ 7 τοιούτου, ὥστε ἂν διαιρεθῇ 
διαδοχικῶς διὰ 2, ἃ, 4, 5, 6 νὰ δίδῃ πάντοτε ὑπόλοιπον τὴν µονάδα, ἢ δια- 
δοχικῶς καὶ ἀντιστοίχῶως τοὺς ἀριθμοὺς 1, 2, 3, 4, 5. Ὁ ἀναγνώστης θά 
σημειώσῃ ἐδῶ ἕνα σημεῖον ἑκαφῆς μὲ τὰ προβλήματα, ποὺ ἔλυον οἱ Κινέζοι 
διά τοῦ κανόνος Τα -γεη (8 119). 


161. Διαφόρου φύσεως εἶναι τὸ χωρίον τοῦ ἰδίου Κεφαλαίου, ὅπου 
ἐφαρμόζεται ἡ μέθοδος τοῦ Ἐὐκλείδου πρὸς εὔρέσιν τῶν τελείων ἀριθμῶν. 
"Ο ἕλλην γεωμέτρης δὲν ἀναφέρεται, ὁ δὲ Λεονάρδος παρασύρεται εἰς τὴν 
ἀσύνετον δἠλῶσιν αροιετὶς ἵπ ἱπβπίταπι ρεγίδςίος πμπιετος τερετίτεν (δη- 
λαδή: θὰ ἠμπορέσης ν’ ἀνεύρῃς ἐπ' ἄπειρον τελείους ἀριθμοὺς) (5 86). 

Εἰς ἕνα ἑπόμενον πρόβλημα ὁ Λεονάρδος ἐφαρμόζει τὴν ἀναδρομικὴν 
σειράν, τὴν ὁποίαν ὁρίζουν αἱ σχέσεις : 


υ 0, Ὁ-- Ἰ, μμ ”- ας ἃρει. 


"Όπως εἶναι γνωστόν, ἡ σειρἁ αὐτὴ (0, 1, 1, 2, 3, 5, δ, 13, 11... .} ἕνε- 
φανίσθη ἀργότερα εἰς πολλὰς περιπτώσεις, ὅπως π.χ. εἰς τὸν ὑπολογισμὸν 
τῶν διαδοχικῶν ἀνηγμένων τοῦ συνεχοῦς κλάσματος : 


᾿- 
Ὁ δὲ γενικὸς ὄρος τῆς σειρᾶς δύναται νὰ τεθῇ ο πορνάν: 


. [1-15 (1--δλ 
[ί 2 ) -ί 2 )]. 
Σήµερον ἡ ἐν λόγῳ σειρὰ φέρει δικαίως τὸ ὄνομα τοῦ Εἰδοπασςί. 

Πρόδεις ἀνάλογοι πρὸς ἐκείνας, κοὺ ἀπαιτοῦνται διὰ νὸν ὑπολογισμόν 
διαδοχικῶν τελείων ἀριθμῶν, εἶναι ἐφαρμόσιμοι καὶ διὰ τὴν λύσιν τοῦ 
προβλήματος, τὸ ὁποῖον συνδέεται συνήθως μὲ τὸ ασκάκι» : πόσοι κόκκοι 
σίτου ἀπαιτοῦνται διὰ νἁ καλύψωμεν τὰ 64 τετραγωνίδια, ἂν θέτωµεν εἰς 
ἕκαστον ἐξ αὐτῶν ἀριθμὸν κόκκων διπλάσιον ἐκείνου, ποὺ ἐθέσαμεν εἰς 
τὸ προηγούμενον, ἀρχῆς γενομένης ἀπὸ τοῦ ἑνὸς κόκκου; Ἡ ἀπάντησις, 
εἶναι ὡς γνωστὸν 24.1]. Εἶναι μόλις ἀνάγκη νἁ εἴπώμεν, ὅτι ὁ Λεονάρδος 
ἀκόμη καὶ ὅταν ἔχη νὰ κάµῃ μὲ τόσον μεγάλους ἀριθμοὺς ἐργάπεται μὲ 
θαυμαστὴν ἀσφάλειαν καὶ ἄνεσιν. 

Πολλά προβλήµατα ἐκ τῶν περιεχομένων εἰς τὸ ἑπόμενον Κεφάλαιον 
ΧΙΠ ὁδηγοῦν εἰς ἐφαρμογὴν τῆς μεθόδου, τὴν ὁποίαν οἱ ΄Αραβες ὀνομάζουν 
κεὶ οἰναίλ]πιν καὶ τὴν ὁποίαν ὁ Λεονάρδος ἀποκαλεῖ δικαίώς αάμαγωπη Γαἱκὰ- 
γα ροδήοπ πα τεκυία» (δηλαδή : ακανὼν τοῦ διπλοῦ σφάλματος», ἤτοι 
ἡ μέθοδος τῆς διπλῆς αὐθαιρέτου ἀφετηρίας 5’). Εἰς ποίου εἴδους προβλἠ- 
µατα ἐφαρμόζει τὴν µέθοδον αὐτὴν γίνεται γνὠστὸν ἀκὸ τὰς ἐπομένας δύο 
ἐκφωνήσεις : 

«Ἔνας ὀργάτης συνεφώνησε μὲ τὸν ἑργοδότην του νἁ λαμβάνη Ἰ λέρας 
διὰ κάθε ἡμέραν ἐργασίας καὶ νὰ ἐπιστρέφῃ 4 διὰ κάθε ἡμέραν ἀπουσίας, 
Εἰς τὸ τέλος τοῦ μηνός (τῶν 30 ἡμερῶν) εἰσέπραξε µίαν λίραν. Πόσας 
ἡμέρας εἰργάσθη :» 

α Εάν ὁ Α. λάβη τὸ Άμισυ τῶν ὅσων κατέχει ὁ Β, τὸ τρίτον ἐκ τους 
καὶ τὸ τέταρτον ἐκ τοῦ Ὦ ἢ ἐάν ὁ Β ζητήση ἀπὸ τὸν ς τὸ 1/4, ἀπὸ τὸν Ὁ τὸ. 
1/5 καὶ ἀπὸ τὸν Α τὸ Ι/6 Λ ἐὰν ὁ ς λάβη ἐκτοῦ Ὁ τὸ 1/6 ἐκ τοῦ Α τὸ 1/7 καὶ 
ἐκ τοῦ Β τὸ 1/8 ἢ ἐάν, τέλος, ὁ Β λάβη ἐκ τοῦ Α τὸ 1/3, ἐκ τοῦ Β τὸ 1/9 καὶ 
ἐκ τοῦ τὸ 1/10, τὰ τελικὰ ποσἀ ποὺ προκύπτουν ἑκάστοτε εἶναι ἴσα µεταξύ 
των, Ζητεῖται νὰ εὐρεθῇ ἡ κοινἠ αὐτὴ τιµή», Εΐναι ἄξιον σηµειώσεως ὅτι 
ὁ Λεονάρδος αν σηνν τὸν τεράστιον ἀριθμὸν 35 839 901. 


Ἠ ᾿Αναγέννησις εἰς τὴν 'Παλίαν | 209. 


Εἰς τὸ Κεφάλαιον ΧΙΝ τοῦ 110ετ Αβίας διδάσκονται οἵ κανόνες 
ὑπολογισμοῦ τετραγωνικῶν καὶ κυβικῶν ριζῶν μµέσῳφ ριζικῶν' σημεῖα 
ἑκπαφῆς μὲ τὸ Χ Βιβλίον τοῦ Εὐκλείδου εἶναι προφανῆ, δὲν ὁμολογοῦνται 
ὅμως ὑπὸ τοῦ συγγραφέως, ὁ ὁποῖος εἶναι ἐκ συστήµατος φειδωλότατος 
εἰς ἀναφοράς τῶν πηγῶν. 

Μεγαλυτέρα ποικιλία σημειοῦται εἰς τὰ κροβλήµατα τοῦ τελευταίου 
Κεφαλαίου. Μερικὰ ἐξ αὐτῶν λύονται κατ ἐφαρμογὴν τοῦ Πυθαγορείου 
θεωρήματος, ὅπως π.χ. εἶναι τὸ ἀκόλουθον : αἐπὶ ἑνὸς πύργου ἐμπήγεται 
ἱστὸς ὕψους 20 κοδῶν. Ἐάν ὁ ἰστὸς ἀνατραπῇ, (διὰ στροφῆς περὶ τὴν βάσιν 
του) τὸ ἄκρον του πίπτει εἰς ἀπόστασιν 12 κοδῶν ἀκὸ τὴν βάσιν τοῦ πύργου. 
Ποῖον τὸ ὕψος τούτου :» "Ας σηµειωθῇ, ὅτι τὰ δεδοµένα ἔχουν ἐκλεγῆ 
οὕτως, ὥστε νά προκύπτῃη ὀρθογώνιον τρέγώνον μὲ πλευρὰς ἀναλόγους 
κρὸς τοὺς γνωστοὺς ἀριθμοὺς 4, 4, 5 τοῦ αἰγυπτιακοῦ τριγώνου. Ἡ συγ- 
γένεια τοῦ προβλήματος τούτου πρὸς ἄλλα, ἀπαντώμενον εἰς τὴν κινεζικἠν 
καὶ ἰνδικὴν Ἀιβλιογραφίαν καὶ ἀναφερόμενον εἰς τὴν θραῦσιν ἑνὸς δένδρου 
(8 115), εἴναι προφανής. 

Μεγαλυτέραν δυσκολίαν παρουσιάζει τὸ πρόβλημα τοῦ προσδιορισμοῦ 
τῆς θέσεως μιᾶς πηγῆς μεταξὺ τῶν βάσεων δύο πύργων οὕτως, ὥστε ἡ πηγἠ 
νἁ εὑρίσκεται εἰς ἴσας ἀποστάσεις ἀπὸ τὰς κορυφάς τῶν δύο πύργων, 
τῶν ὁποίων δίδονται τὰ ὕψη καὶ ἡ ὁριζοντία ἀπόστασις, Τὸ πρόβλημα ἀνά- 
Ίεται σήμερον εἰς τὴν λύσιν μιᾶς πρωτοβαθµίσου ἐδισώσεως, 

Μὲ τὸ θεώρημα τοῦ Πυθαγόρου συνδέσται ἡ λύσις εἰς ρητοὺς ἀριθμοὺς 
τῆς ἐξισώσεως: 

... σκο ψ2 ὧα 
ο Εἰδοπαοσσί ἐκκινῶν ἀπὸ µίαν γνωστὴν λύσινα, ὃ, ς (π.χ. ἃ, 4, 5), παράγει 
ἀπείρους τοιαύτας διὰ τῶν ἀκολούθων σχέσεων : 


ὅπου { τυχοῦσα παράμετρος. Δίδει περαιτέρω τεκμήρια ὑψηλοτέρων γεωµε- 
τρικῶν γνώσεων, ὑπολογίζῶν τὴν ἀνύψῶσιν τῆς στάθµης τοῦ ὕδατος εἰς µίαν 
δεξαµενἠὴν σχήµατος ὀρθογώνίου καραλληλεπιπέδου, ἀνύψωσις ἡ ὁποία θά 
λάβη χώραν, ὅταν ριφθῇ εἰς τὴν δεξαμενὴν λίθος δεδομένου ὄγκου καὶ σχἠ- 
µατος κυβικοῦ ἢ δικλῆς πυραµίδος ἢ σφαιρικοῦ. 

Εἰς τὸ περιθώριον μιᾶς τῶν τελευταίων σελίδων τοῦ λα Αλλο 
ἀναγράφεται ἡ λέδις αΜαµαπνεο εἰς ὁμολογίαν προσφυγῆς τοῦ συγγρα- 
φίως εἰς τὰ φῶτα τοῦ Μυλαπιπιεά ἴνηπ Μάυρα (ὗ 143). Καὶ πράγµατι ὑπὸ τὸν 
τίτλον «Ώε Εεπο]μίοπαε αμαγυπάασι ομβοβοπυπῃ θεσυπάσπι πνοάμπι βἱρε- 
Ὄγαε εἰ αἰπιυσαδαίας, κοἰίοεί αά ορροείάοπεπι οἵ γεεαυγαίοπεπι» (λύσεις 
ὠρισμένων προβλημάτων κατὰ τὴν µέθοδον τῆς ἀλγέβρας καὶ ἆλμουκα- 


300 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 


βάλας, δηλαδὴ μὲ ἀναγωγὴν καὶ μεταφοράν) ἐδετάζεται ἐκεῖ ἡ λύσις τῶν 
δευτεροβαθµίων ἐξισώσεων εἰς τὰς ἀκολούθους, ἓξ γνωστὰς µορφάς : 


αχ) -- Ἐκ αχν --ς ὺχ-ς 
αχἩ --- ὃκ --ς, Όκ -ἰ- ς -- ασ) αχ. -ς -- κ, 


Ένθαα, Ὁ,ς ἀριθμοί θετικοί. Ὡς παράδειγµα ἀπαντᾶται ἡ ἐξίσωσις κ1--ἰ0χ-- 

-3Ώ, τὴν ὁποίαν ἀκριβῶς εἶχεν ἐκλέξει πρὸς τὸν αὐτὸν σκοπὸν καὶ ὁ ἄραψ 
μαθηματικὸς (6 143). Διά τὴν λύσιν τῶν ἐδισώσεων τούτων ἐφαρμόζει ὁ 
Λεονάρδος γεωμετρικοὺς συλλογισμούς τοῦ εἴδους ἐκείνου, ποὺ µεταχειρί- 
ζεται ὁ Εὐκλείδης εἰς τὸ Βιβλίον Π τῶν Στοιχείων, διὰ τοῦτο καὶ παρι- 
στᾷ συχνὰ τὰ θεωρούμενα μεγέθη μὲ εὐθύγραμμα τµήµατα. Ὁ ἄγνωστος 
ὀνομάζεται «γαάἰκ» (δηλαδἡ «ρίζα», ἐνῷ εἰς τὸ Κεφάλαιον ΧΠ χρησιμοποιεί 
πρὸς τὸν αὐτὸν σκοπκὸν τὴν λέξιν αγες”, δηλαδἠ απρᾶγμα»), τὸ τετράγωνον 
τοῦ ἀγνώστου α«οεπσ5», ἡ δὲ σταθερά ς απαπνεγαςη. 

Τὰ προβλήματα ἔχουν ἐν γένει ἐκφωνήσεις ἀφηρημένας, δὲν λείπουν 
ὅμως μεταξὺ αὐτῶν ἐμπορικά ζητήματα. Μεταξὺ τῶν πρώτων ἀναφέρομεν 
τὸ ἀκόλουθον, ὡς παράδειγµα : αΝἀ χωρισθῇ ὁ ἀριθμὸς 10 εἰς δύο µέρη 
τοιαῦτα, ὥστε ἂν διαιρεθῇ τὸ ἐξαπλάσιον τοῦ πρώτου διὰ τοῦ δευτέρου καὶ 
εἰς τὸ τέταρτον τοῦ ἐξαγομένου προστεθῇ τὸ ἐξαπλοῦν τοῦ πρώτου μέρους, 
νά προκύπτη 39», Τὰ ἐπιτάγματα τοῦ προβλήματος ἄγουν εἰς τὴν ἐξίσωσιν; 


ἡ ὑποία, γραφοµένη ὑπὸ τὴν µορφήν : 
ότ. --- 10 -- 10, 


ὑπάγεται εἰς ἕνα ἀπὸ τοὺς ἀνωτέρω τύπους τῆς δευτεροβαθµίου ἐξισώσεως. 
Παρατηρητέον, ὅτι τὰ δεδοµένα ἐξελέγησαν οὕτως, ὥστε νά προκύπτουν 
ἀριθμητικαὶ ἐκφράσεις ρηται. 

Πολλά ἄλλα ἑνδιαφέροντα πράγµατα ἀπαντῶνται εἰς τὸ Τσε ΑΕδαςί, 
ἀλλὰ δὲν εἶναι φυσικἀ δυνατὸν νὰ ἐκταθῶμεν περισσότερον, χάριν τῆς 
συμμετρίας τοῦ ἔργου µας. Πρέπει μάλιστα νἁ ζητήσωμεν συγνώµην ἀπὸ 
τοὺς ἀναγνώστας διὰ τὸ ἀσύνηθες µῆκος τῆς προηγηθείσης ἀναλύσεως, 
ἡ ὁποία φαίνεται ὡς ἀσυμβίβαστος πρὸς τὴν διατυπωθεῖσαν κρίσιν, ὅτι 
δηλαδὴ τὸ Τσου Αὐἰκοί δὲν ἀποτελεῖ τὸ ὑπ' ἀριθμὸν Ἰ κείµενον εἰς τὸν 
μακρὸν κατάλογον τῆς ἀλγεβρικῆς φιλολογίας." "Ας προσθέσωµεν ἐν 


. Ὁ Βοποοπεραμπί ἐχρησιμοποίησε διά τὴν δηµοσίευσιν τοῦ ἱ1ὔεγ Αὐξαςί τὸν Κώδικα 
τοῦ ΜλαακὈοςςή, ἐνῷ διά τὴν δηµοσίευσιν τοῦ Ῥπασιίσα Οδοσιείτίας ἕνα Κώδικα τοῦ Βατι- 
καονοῦ, Διατυπώνομεν αὐτὴν τὴν παρατήρησιν, διότι φαίνεται νὰ µὴ ὑπάρχη ἁπόλυτος 


Ἡ ᾿Αναγέννησις εἰς τὴν παλίαν 30] 


τούτοις, ὅτι μὲ τὸ βιβλίον αὑτὸ ὁ Επσοπαοςί ἀποδεικνύεται πολὺ προγενέ- 
στερος τοῦ Βαςίιεῖ ἂς Μόχίτίας εἰς τὴν διδασκαλίαν τῆς λύσεως εἰς ἀκεραίους 
ἀριθμοὺς μιᾶς ἐξισώσεως πρώτου βαθμοῦ μὲ δύο ἀγνώστους, 


«Ἑταστίοα ϱᾳοοτηοίτίπο» 


482 ᾿Ενῷ κατὰ τὴν συγγραφἠὴν τοῦ Τοδεγ Αὐὐασὶ ὁ Λεονάρδος ἢν- 
τλησε τὰς ἐμπνεύσεις του ἀπὸ τοὺς μαθηματικοὺς τῆς ᾽Ανατολῆς, κατὰ τὴν 
σύνταξιν τοῦ ἔργου του Ργαςῦκα Οοοπιείγῖαε (ἀφιερωμένου εἰς τὸν φίλον του 
ἐκεῖνον, ὁ ὁποῖος τὸν παρώτρυνε νὰ προβῇ εἰς τὴν συγγραφήν του) ἤντλησεν 
ἀφθόνως ἀπὸ τοὺς Ἓλληνας, εἴτε ἀμέσως, εἴτε ἐμμέσως, τοὐτέστι διὰ µέσου 
ἐκείνων, οἱ ὁποῖοι, πρὀ αὐτοῦ, εἶχον λουσθή εἰς τὰς πηγὰς πάσης γεωµε- 
τρικῆς µας γνώσεως,"' Πράγματι, ὁλόκληρον τὸ ἔργον ἔχει διαποτισθῆ 
ἀπὸ τὸ πνεῦμα καὶ διαμορφωθῆ κατὰ τὸ ὑπόδειγμα τῶν Στοιχείων τοῦ. 
Εὐκλείδου. ᾿Ἐπειδὴ ἐν τούτοις σκοπός τοῦ ἔργου εἶναι νὰ διδάξη μεθόδους, 
πρὸς ὑπολογισμὸν ἐμβαδῶν καὶ ὄγκων Ἡ μερισμὸν σχημάτων εἰς µέρη 
ὑποκείμενα εἰς ὠρισμένας συνθήκας, παραβάλλεται μᾶλλον πρὸς τὰ Μ ε- 
τρικἀ τοῦ Ἡρωνος καϊ τὸ Περί διαιρέσεως τῶν σχημάτων 
τοῦ Εὐκλείδου, τὸ ὁποῖον οἱ ΄Αραβες ἐγνώριζον τοὐλάχιστον εἰς τὰς γενικάς 
του γραμμµάς, 

᾿Ακολουθῶν λοιπὸν ὁ Λεονάρδος τὸ παράδειγµα τῶν ἑλλήνων διδα- 
σκάλων του, ἀρχίζει μὲ τὴν καταγραφἠν τῶν ὁρισμῶν τῶν ὑπ αὐτοῦ χρη- 
σιμοποιουμένων τεχνικῶν ὅρων καὶ τὴν ἐκφώνησιν τῶν ἀρχῶν, τὰς ὁποίας 
θά ἐφαρμόση ἓν συνεχείᾳ. Καὶ ἐπειδὴ συχνὰ εἰς τὰ ἐκτιθέμενα προβλήµατα 
τὰ δεδοµένα ἐκφράζονται μὲ ἀριθμοὺς (ἐν γένει συμμιγεῖς), προτάσσει ἕνα 
πίνακα τῶν µέτρων, τὰ ὁπκοῖα ἐχρησιμοποιοῦντο τότε εἰς τὴν Πίζαν (μονάς 
μήκους ἡ αὁργυιάν - ρεγίσα, ἔχουσα 6 πόδας τῶν 18 δακτύλων). Εἰσέρχεται 
κατόπιν εἰς τὴν οὐσίαν τοῦ σκοποῦ του (Ώἱκπειίο Ἰ, Μέρος πρῶτον) δι- 
δάσκων πῶς ὑπολογίζονται τὰ ἐμβαδά τετραγώνων καὶ ὀρθογωνίων, χωρἰς 


τὸ κατωτέρω χωρίον τοῦ Εγαστίσα Οσοπηείτίας, τὸ ὁποῖον ἑλλείπει ἀπὸ τὴν ἔκδοσιν Βσα- 
οοσιραραί ἐνῷ ἀναφέρεται ἀπὸ τὸν 0.Β. Οσεηεἰπιήπί εἲς τὸ ἔργον του Ἐοφίο ἱ Γἱσπατάο 
Βίκεσοὸ (δηλαδή: Ἐγκώμιον τοῦ Λ,. Πιζᾶνο, Βολωνία, 1811, σε). 174): αΕιη(ς. 
επαάωα, ναὶ επιαάσγυεῃ α Δαναπογάα ]ωάσο ἱα Εὐεκοῦ σοσαροαἱ εἰ α Ῥαίΐοσε Τήωπήύπο 
α Ιαήπωσι εΓπποπεσ ἱτασεία., αππο Αταθωώα Ὀ, ππσπες καρίνατ, ει ὡς ΧΥ εαφάεπι 
ποσίς, Ίστα τεττία, ποῖε ία ΧΧ εταάυ εἰ ΧΝ πώπατο Ἰεοπίς, [σπα ἱπ ΧΠ μεκάυ εἰ ΧΧ αἱπωίο 
ῥρκκίασι. Δαυσηο ἰα ἨΠΙ ετκόα οἱ ΙΥΠ αάπαιο επ, Ίονε ἴα Απεις ΧΧΥΊ κγαάυ οἱ 1Η 
πιίσπωία. Ματε (ο ὔνα ΧΧΥΗ, ΧΝ γεπετε ἵπ [ἶσγα ΧΧΙ, ΧΥΠΠ Μετουσίο η ἵεοις ΧΙΝ, 1}. 

. Ἐκφραζόμεθα καταὐτὸν τὸν τρόπον, λόγφ τῶν πολυαρίθµων σημείων ἐπαφῆς, τά 
ὁποῖα διαπιστοῦνται μεταξὺ τοῦ ἔργου τοῦ Επιοαπασ καὶ τοῦ 1 σε Επιοαάσγαπι (ὁ 111) 
τοῦ Δανηκογάα, ὅπου ἀκόμη καὶ ἡ ἑλληνικὴ λάξις «ἐμβαδόν» διετπρήθη αὐτουσία ὑπὸ 
τοῦ ἱσραηλίτου συγγραφέως καὶ τοῦ μεταφραστοῦ του εἰς τὴν λατινικὴν (επι ναός). 


Ἡ ᾿Αναγέννησις εἰς τὴν παλίαν 30] 


τούτοις, ὅτι μὲ τὸ βιβλίον αὑτὸ ὁ Επσοπαοςί ἀποδεικνύεται πολὺ προγενέ- 
στερος τοῦ Βαςίιεῖ ἂς Μόχίτίας εἰς τὴν διδασκαλίαν τῆς λύσεως εἰς ἀκεραίους 
ἀριθμοὺς μιᾶς ἐξισώσεως πρώτου βαθμοῦ μὲ δύο ἀγνώστους, 


«Ἑταστίοα ϱᾳοοτηοίτίπο» 
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ἀπὸ τὸ πνεῦμα καὶ διαμορφωθῆ κατὰ τὸ ὑπόδειγμα τῶν Στοιχείων τοῦ. 
Εὐκλείδου. ᾿Ἐπειδὴ ἐν τούτοις σκοπός τοῦ ἔργου εἶναι νὰ διδάξη μεθόδους, 
πρὸς ὑπολογισμὸν ἐμβαδῶν καὶ ὄγκων Ἡ μερισμὸν σχημάτων εἰς µέρη 
ὑποκείμενα εἰς ὠρισμένας συνθήκας, παραβάλλεται μᾶλλον πρὸς τὰ Μ ε- 
τρικἀ τοῦ Ἡρωνος καϊ τὸ Περί διαιρέσεως τῶν σχημάτων 
τοῦ Εὐκλείδου, τὸ ὁποῖον οἱ ΄Αραβες ἐγνώριζον τοὐλάχιστον εἰς τὰς γενικάς 
του γραμμµάς, 

᾿Ακολουθῶν λοιπὸν ὁ Λεονάρδος τὸ παράδειγµα τῶν ἑλλήνων διδα- 
σκάλων του, ἀρχίζει μὲ τὴν καταγραφἠν τῶν ὁρισμῶν τῶν ὑπ αὐτοῦ χρη- 
σιμοποιουμένων τεχνικῶν ὅρων καὶ τὴν ἐκφώνησιν τῶν ἀρχῶν, τὰς ὁποίας 
θά ἐφαρμόση ἓν συνεχείᾳ. Καὶ ἐπειδὴ συχνὰ εἰς τὰ ἐκτιθέμενα προβλήµατα 
τὰ δεδοµένα ἐκφράζονται μὲ ἀριθμοὺς (ἐν γένει συμμιγεῖς), προτάσσει ἕνα 
πίνακα τῶν µέτρων, τὰ ὁπκοῖα ἐχρησιμοποιοῦντο τότε εἰς τὴν Πίζαν (μονάς 
μήκους ἡ αὁργυιάν - ρεγίσα, ἔχουσα 6 πόδας τῶν 18 δακτύλων). Εἰσέρχεται 
κατόπιν εἰς τὴν οὐσίαν τοῦ σκοποῦ του (Ώἱκπειίο Ἰ, Μέρος πρῶτον) δι- 
δάσκων πῶς ὑπολογίζονται τὰ ἐμβαδά τετραγώνων καὶ ὀρθογωνίων, χωρἰς 


τὸ κατωτέρω χωρίον τοῦ Εγαστίσα Οσοπηείτίας, τὸ ὁποῖον ἑλλείπει ἀπὸ τὴν ἔκδοσιν Βσα- 
οοσιραραί ἐνῷ ἀναφέρεται ἀπὸ τὸν 0.Β. Οσεηεἰπιήπί εἲς τὸ ἔργον του Ἐοφίο ἱ Γἱσπατάο 
Βίκεσοὸ (δηλαδή: Ἐγκώμιον τοῦ Λ,. Πιζᾶνο, Βολωνία, 1811, σε). 174): αΕιη(ς. 
επαάωα, ναὶ επιαάσγυεῃ α Δαναπογάα ]ωάσο ἱα Εὐεκοῦ σοσαροαἱ εἰ α Ῥαίΐοσε Τήωπήύπο 
α Ιαήπωσι εΓπποπεσ ἱτασεία., αππο Αταθωώα Ὀ, ππσπες καρίνατ, ει ὡς ΧΥ εαφάεπι 
ποσίς, Ίστα τεττία, ποῖε ία ΧΧ εταάυ εἰ ΧΝ πώπατο Ἰεοπίς, [σπα ἱπ ΧΠ μεκάυ εἰ ΧΧ αἱπωίο 
ῥρκκίασι. Δαυσηο ἰα ἨΠΙ ετκόα οἱ ΙΥΠ αάπαιο επ, Ίονε ἴα Απεις ΧΧΥΊ κγαάυ οἱ 1Η 
πιίσπωία. Ματε (ο ὔνα ΧΧΥΗ, ΧΝ γεπετε ἵπ [ἶσγα ΧΧΙ, ΧΥΠΠ Μετουσίο η ἵεοις ΧΙΝ, 1}. 

. Ἐκφραζόμεθα καταὐτὸν τὸν τρόπον, λόγφ τῶν πολυαρίθµων σημείων ἐπαφῆς, τά 
ὁποῖα διαπιστοῦνται μεταξὺ τοῦ ἔργου τοῦ Επιοαπασ καὶ τοῦ 1 σε Επιοαάσγαπι (ὁ 111) 
τοῦ Δανηκογάα, ὅπου ἀκόμη καὶ ἡ ἑλληνικὴ λάξις «ἐμβαδόν» διετπρήθη αὐτουσία ὑπὸ 
τοῦ ἱσραηλίτου συγγραφέως καὶ τοῦ μεταφραστοῦ του εἰς τὴν λατινικὴν (επι ναός). 


νὰ παραλείπῃ ὑπολογιστικὰς λαπτοµερείας, χρησίµους εἰδικῶς εἰς τὰς 
πράξεις μὲ συμμιγεῖς. 

Τὸ ἀντίστροφον πρόβλημα (ὑπολογισμὸς τῆς πλευρᾶς τετραγώνου 
δοθέντος τοῦ ἐμβαδοῦ του) ἀπαιτεῖ, διὰ νὰ λυθῇ, τὴν ἐξαγωγὴν τετραγωνι- 


τὴν ὑπόθεσιν, ὅτι ὅ συλλογισμὸς αὐτὸς ᾠδήγησεν εἰς τὴν ἀνακάλυψιν τοῦ 
θεωρήματος). 

Εἰς τὸν ὑπολογισμὸν ἐμβαδῶν ἄλλων σχημάτων ἀσχολεῖται τὸ ἐπό- 
µενον Μέρος (Ὀἱεάπείο ΠΠ. Ὁ Λεονάρδος πραγματεύεται κυρίως τρίγωνα, 
τῶν ὁποίων δίδονται αἱ πλευραί. Ἐπειδή τὸ ἐμβαδὸν τριγώνου εἶναι γενικῶς 
Ἴσον πρὸς τὸ ἡμιγινόμενον μιᾶς πλευρᾶς ἐπὶ τὸ ἀντίστοιχον ὕψος, ὁ ὕπο- 
λογισμὸς δὲν παρουσιάζει δυσκολίαν, ὅταν πρόκειται διὰ τρίγωνα ὀρθο- 
Ἰώνια, [σόπλευρα ἢ ἰσοσκελῃ. Εἰς τὴν γενικἠν περίπτωσιν ὁ Ἐϊδοπασαί 
"πολογίζει ἕνα τῶν ὑψῶν, µέσῳ τῶν τµηµάτων, εἰς τὰ ὁποῖα χωρίζει τὴν 
ἀντίστοιχον πλευράν. Περαιτέρω εἶναι εὔκολος ἡ µετάβασις εἰς τὴν ἔκ- 
φρασιν τοῦ ἐμβαδοῦ συναρτήσει τῶν πλευρῶν, ὁ Λεονάρδος ὅμως δὲν τὴν 
ἐκθέτει, 

᾿Αδιοσημείῶωτος εἶναι ἐξ ἄλλου ἡ παρουσία τοῦ κλασσικοῦ τριγώνου 
μὲ πλευράς 13, 14, 15 τοῦ ὁποίου τὸ ἐμβαδὸν ἐκφράζεται, ὡς γνωστόν, μὲ 
ρητὸν ἀριθμόν. ᾿Ακολουθοῦν μερικαὶ θεωρίαι ἐπὶ τῶν διατεμνουσῶν τρι- 


Εἰς τὰς ἐπομένας σελίδας πραγματεύεται πεντάγωνα καὶ τέλος τὸν κύ- 
κλον καὶ τὰ µέρη του. ᾿Αξιοσημείωτος εἶναι ὁ ἀκόλουθος κεριορισμὸς τῆς 
τιµῆς τοῦ π: 

1440 Ι 
 ζε-- 

458 --- 418 
9 5 


ὁ ὁποῖος, μὲ κατάλληλον χειρισμόν, ἄγει εἰς τὴν παραδοχἠν τῆς ἀκολούθου 
τιμῆςοπ-- 3141814... 


Δεν ἀμελεῖ ὁ Λεονάρδος τὸν ὑπολογισμὸν τῶν χορδῶν τοῦ κύκλου, 
ἂν καὶ ἀναφέρεται εἰς ὅσα ἔγραψε σχετικῶς ὁ Πτολεμαῖος εἰς τὴν Αλ. 


Η ᾿Αναγέννησις εἰς τὴν ᾿Ἰπαλίαν - ο 305 


ας... σπα δς. πι. «κα. 


μµαγέστα ν, ἔργον τὸ ὁποῖον ἐγνώρισεν ἀσφαλῶς, χάρις εἰς τοὺς "Αραβας. 

Ἐπιθυμῶν, ὅπως εἶχε κάµει ὁ Ἡρων, νὰ προσαρµόση τὰς μαθηματικὰς 
θεωρίας εἰς τὰς ἁπαιτήσεις τῆς πράδεως, ὁ ΕΙδοπαςσί ἐνέπεσεν εἷς τὸ πρό- 
βληµα τοῦ ὑκολογισμοῦ τοῦ ἐμβαδοῦ μὴ ἐπιπέδων ἐπιφανειῶν, εἰς τὸ ὁποῖον 
ἔδωσε λύσιν ἀρκετάὰ χονδροειδῆ καὶ διὰ τοῦτο ἀναξίαν νὰ μᾶς ἀπασχολήση. 


163. Μειὰ τὴν ἐξάντλησιν τῶν θεμάτων τῶν ἀφορώντων προσδιο- 
ρισμοὺς ἐμβαδῶν, εἰσέρχεται (Ὀἱείποιίο Τ) ὁ συγγραφεὺς εἰς προβλήματα 
μερισμοῦ γηπέδων εἰς τµήµατα, µέσῳφ εὐθειῶν, ὅταν δἰίδώνται Φρισμέναι 
αυνθῆκαι τὰς ὁποίας πρέπει νἁ πληροῦν τὰ διάφορα τμήματα καὶ εὐθεῖαι 
διαχωρισμοῦ. Πρόκειται περὶ μιᾶς περιοχῆς, τὴν ὁποίαν, ὡς εἴδομεν, μετὰ 
δεξιότητος ἐκαλλιέργησαν ὁ Εὐκλείδης καὶ ὁ Μρων, ὁ δὲ Λεονάρδος εἶχε 
πιθανώτατα πρὸ ὀφθαλμῶν τὴν γνωστήν µας ἁραβικὴν διασκευὴν (8 1531) 
τοῦ εὐκλειδείου ἔργου Περί διαιρέσεως τῶν σχημάτων. Ἐκ 
τῶν λυομένων προβλημάτων 14 ἀναφέρονται εἰς τρίγῶνα, 8 εἰς παραλληλό- 
Ίραμμα, 13 εἰς τραπέζια, 6 εἰς τετράπλευρα ἄλλου εἴδους, 2 εἰς κανονικἀ 
πεντάγωνα, {2 εἰς κύκλους καὶ ἡμικύκλια καὶ τέλος | εἰς σχῆμα ἀκοτελού- 
µενον ἀπὸ κυκλικὀν τόξον καὶ δύο χορδάς. 

Εἰς τὸ ἑπόμενον Μέρος (Ὀικήπουο Υ] ἀναπτύσσεται µία θεωρία κυβικῶν 
ριζικῶν παράλληλος πρὸς τὴν θεωρίαν τῶν τετραγωνικῶν ριζικῶν, ποὺ 
ἐκτίθεται εἰς τὸ Μέρος Π, ὡς ἐπίσης µία μέθοδος ἐξαγωγῆς κυβικῆς ρίζης 
δοθέντος ἀριθμοῦ. Μὲ κάποιαν ἔκπληξιν θά συναντήσῃ κανεὶς ἐδῶ τὰς 
μεθόδους ποὺ ἐπενόησεν ὁ ᾿᾽Αρχύτας, ὁ Πλάτων καὶ ὁ Πρων διὰ τὸν διπλα- 

σιασμὀὸν τοῦ κύβου, ᾿Ακολουθοῦν οἱ κανόνες λογισμοῦ μὲ κυβικὰς ρίζας. 

Τὸ ἀριθμητικὸν αὐτὸ ἐνδιάμεσον ἀποτελαοῖ µίαν χρησιµωτάτην προ- 
παρασκευἠν διὰ τὸ ἑπόμενον Μέρος (Ὀἱσαπςιίο ΥἨ), τὸ ὁποῖον πραγματεύεται 
περὶ τοῦ ὑπολογισμοῦ ὄγκων. Προτοῦ εἰσέλθη εἰς τὸ θέµα ὁ Λεονάρδος 
ἐκθέτει ὅτι οὐσιῶδες ἦτο γνωστὸν ἐπὶ τῆς στερεοµετρίας τὴν ἐποχὴν ἓ- 
κείνην, κατόπιν δὲ προτείνει µίαν διαίρεσιν τῶν στερεῶν σωμάτων εἰς τρεῖς 
κατηγορίας’ εἰς τὴν πρώτην ὑπάγονται ὅλα τὰ πολύεδρα τὰ ἔχοντα παραλ- 
λήλους Έδρας, εἰς τὴν δευτέραν αἱ πυραμίδες πλήρεις ἢ κόλουροι, εἰς τὴν 
τελευταίαν ἡ σφαῖρα καὶ τὰ κανονικἀ πολύεδρα. Ὡς ἐφαρμογὴν διδάσκει ὁ 
Λεονάρδος τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ ὄγκου μιᾶς κολούρου πυραµίδος ἐκ τῶν 
Ῥάσεων καὶ τοῦ ὕψους της, πρόβληµα λυθὲν ἤδη ὑπὸ τοῦ Ἡρωνος. 

Στοιχειωδέστερον χαρακτῆρα καὶ ἀποκλειστικῶς πρακτικὸν ἔχει τὸ 
τελευταῖον Μέρος (Ὀἱαρπαίο ΥΤΠ), ὅπου διδάσκεται ὁ προσδιορισμὸς ἀπο- 
στάσεων καὶ ὑψῶν, διὰ τῆς χρήσεως ὁμοίων τριγώνων καὶ ἑνὸς εἰδικοῦ ὁργά- 
νου, τὸ ὁποῖον ἐκάλουν τότε αγεωμετρικὸν γνώμονα», Παρά ταῦτα εἰς τὰς 
τελευταίας σελίδας τοῦ βιβλίου καὶ ὑπὸ τὸν τίτλον αΓεωμετρικαὶ λεπτο- 
λογίαι» ἀπαντΏῶνται συγκεντρωμένα προβλήματα θεωρητικοῦ μᾶλλον χαρα- 
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κτῆρος. Μερικἀ ἐξ αὐτῶν ἀναφέρονται εἰς τὸ κανονικὸν πεντάγωνον καὶ 
δεκάγωνον, ἄλλα εἰς ὀρθογώνια ἐγγεγραμμένα εἰς τρίγωνον ὀρθογώνιον 
ὑπὸ τὸν ὅρον µία κλευρὰ τοῦ πρώτου νά κεῖται ἐπί μιᾶς πλευρᾶς τοῦ δευ- 
τέρου. ᾽Ακαντᾶται, τέλος, τὸ πρόβλημα τῆς εὑρέσεως τῶν ρητῶν λύστων 
τῆς ἐξισώσεως : 
π. -- ὁ --Υ, 

ἡ ὁποία καὶ ἀκοτελεῖ, τρόκον τινά, τὸν συνδετικὀν δακτύλιον μεταξὺ τοῦ 
ἔργου τούτου καὶ τῶν ἄλλων ἔργων τοῦ Λεονάρδου, μὲ τὰ ὁκοῖα ϐ' ἁσχο- 
ληθῶμεν ἐν συνεχείᾳ. 


Ἔργα μικρότερα 


164. Δὲν εἶναι ἀνάγκη νὰ μακρηγορήσωμεν περισσότερον ἐπὶ τοῦ 
ἔργου Ῥεασιίσα Οεοπιείτίας, διότι ἡ σπουδαιότης καὶ ἡ ἀξία του κατεφάνη 
ἐπαρκῶς ἀπὸ ὅσα ἐξεθέσαμεν, Θ) ἀσχοληθῶμεν τώρα μὲ ἄλλα γραπτά τοῦ 
Εἰδοπασσὶ, τὰ ὁποῖα εἶναι μὲν μικρότερα εἰς ὄγκον, ἀλλά σηµαντικώτερα 
ἴσως ὑπὸ ἔποψιν πρωτοτυπίας καὶ τὰ ὁποῖα, μὲ σύγχρονον ὀρολογίαν, θά 
ἡδυνάμεθα μᾶλλον νἁ ὀνομάσωμεν ἐπιστημονικά ὑπομνήματα. 

᾿Απὸ τὰ πρῶτα ἔργα τοῦ εἴδους τούτου εἶναι τὸ φέρον τὸν τίτλον : Γ]ου 
εοπατάϊ Βὶροίϊί Ῥίκαπί «ρε φοἰωίοπίδας αυαγυπάασι οὐασθίίσοπαπι αά 
πώππεγαπι σί ρεοπιεϊτίασι νε] κά υίτάπιφυς ρεγπεπίίασι (Ἅνθος τοῦ Λεο- 
νάρδου λΜπίγγολο Πιζᾶνο κεριέχον λύσεις προβλημάτων τινῶν ἀριθμη- 
τικῆς καὶ γεωμετρίας). ᾿Απὸ τὰ προβλήματα, ποὺ λύονται ἐδῶ, δύο ἔπρο- 
τάθησαν ἀπὸ τὸν διδάσκαλον Ιωάννην τὸν ἐκ Παλέρμου (ἰοναππί Ραΐετ- 
ηίικπο], φιλόσοφον τοῦ αὐτοκράτορος Φρειδερίκου τοῦ Π. Τὸ ἕνα μάλιστα 
ἀφορῷ τὴν λύσιν τῆς ἐξισώσεως χ2--- 5 Ξ- ΥΣ, τὴν ὅὁποίαν συνηντήσαμεν 
ἤδη ὡς κατακλεῖδα τοῦ Ργαςίσα βεοπνείγίαο καὶ εἰς τὴν ὁποίαν θά ἐπανέλ- 
θωµεν μετ ὀλίγον. Τὸ ἄλλο συνίσταται εἰς τὴν λύσιν τῆς ἐξισώσεως : 


α” -ᾖ- 215 ἡ-- 10κ «20, 
Ἔάν δώσωµεν εἰς αὐτὴν τὴν µορφήν: 

χ[(κ- 1-9] - 
εἶναι εὔκολον νὰ συμπεράνωµεν, ὅτι δὲν ἡμπορεῖ νὰ ἔχη ἀρνητικάς ρίζας. 
Ὁ Λεονάρδος ἀποδεικνύει διά μακρῶν, ὅτι ἡ μοναδική της ρίζα δὲν ἀνήκει 
εἰς τὴν κατηγορίαν τῶν ἀσυμμέτρων, τῶν ὁποίων ἡ σπουδἠ γίνεται, εἰς τὸ 
Βιβλίον Χ τῶν Στοιχείων τοῦ Εὐκλείδου, βεβαιώνει δὲ περαιτέρω, 


ὅτι γραφοµένη ἡ ρίζα μὲ τὴν βοήθειαν ἐξηκονταδικῶν κλασμάτων, λαμβάνει 
τὴν ἀκόλουθον µορφήν 


|. πα. ον ο . ο, 
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κτῆρος. Μερικἀ ἐξ αὐτῶν ἀναφέρονται εἰς τὸ κανονικὸν πεντάγωνον καὶ 
δεκάγωνον, ἄλλα εἰς ὀρθογώνια ἐγγεγραμμένα εἰς τρίγωνον ὀρθογώνιον 
ὑπὸ τὸν ὅρον µία κλευρὰ τοῦ πρώτου νά κεῖται ἐπί μιᾶς πλευρᾶς τοῦ δευ- 
τέρου. ᾽Ακαντᾶται, τέλος, τὸ πρόβλημα τῆς εὑρέσεως τῶν ρητῶν λύστων 
τῆς ἐξισώσεως : 
π. -- ὁ --Υ, 

ἡ ὁποία καὶ ἀκοτελεῖ, τρόκον τινά, τὸν συνδετικὀν δακτύλιον μεταξὺ τοῦ 
ἔργου τούτου καὶ τῶν ἄλλων ἔργων τοῦ Λεονάρδου, μὲ τὰ ὁκοῖα ϐ' ἁσχο- 
ληθῶμεν ἐν συνεχείᾳ. 


Ἔργα μικρότερα 


164. Δὲν εἶναι ἀνάγκη νὰ μακρηγορήσωμεν περισσότερον ἐπὶ τοῦ 
ἔργου Ῥεασιίσα Οεοπιείτίας, διότι ἡ σπουδαιότης καὶ ἡ ἀξία του κατεφάνη 
ἐπαρκῶς ἀπὸ ὅσα ἐξεθέσαμεν, Θ) ἀσχοληθῶμεν τώρα μὲ ἄλλα γραπτά τοῦ 
Εἰδοπασσὶ, τὰ ὁποῖα εἶναι μὲν μικρότερα εἰς ὄγκον, ἀλλά σηµαντικώτερα 
ἴσως ὑπὸ ἔποψιν πρωτοτυπίας καὶ τὰ ὁποῖα, μὲ σύγχρονον ὀρολογίαν, θά 
ἡδυνάμεθα μᾶλλον νἁ ὀνομάσωμεν ἐπιστημονικά ὑπομνήματα. 

᾿Απὸ τὰ πρῶτα ἔργα τοῦ εἴδους τούτου εἶναι τὸ φέρον τὸν τίτλον : Γ]ου 
εοπατάϊ Βὶροίϊί Ῥίκαπί «ρε φοἰωίοπίδας αυαγυπάασι οὐασθίίσοπαπι αά 
πώππεγαπι σί ρεοπιεϊτίασι νε] κά υίτάπιφυς ρεγπεπίίασι (Ἅνθος τοῦ Λεο- 
νάρδου λΜπίγγολο Πιζᾶνο κεριέχον λύσεις προβλημάτων τινῶν ἀριθμη- 
τικῆς καὶ γεωμετρίας). ᾿Απὸ τὰ προβλήματα, ποὺ λύονται ἐδῶ, δύο ἔπρο- 
τάθησαν ἀπὸ τὸν διδάσκαλον Ιωάννην τὸν ἐκ Παλέρμου (ἰοναππί Ραΐετ- 
ηίικπο], φιλόσοφον τοῦ αὐτοκράτορος Φρειδερίκου τοῦ Π. Τὸ ἕνα μάλιστα 
ἀφορῷ τὴν λύσιν τῆς ἐξισώσεως χ2--- 5 Ξ- ΥΣ, τὴν ὅὁποίαν συνηντήσαμεν 
ἤδη ὡς κατακλεῖδα τοῦ Ργαςίσα βεοπνείγίαο καὶ εἰς τὴν ὁποίαν θά ἐπανέλ- 
θωµεν μετ ὀλίγον. Τὸ ἄλλο συνίσταται εἰς τὴν λύσιν τῆς ἐξισώσεως : 


α” -ᾖ- 215 ἡ-- 10κ «20, 
Ἔάν δώσωµεν εἰς αὐτὴν τὴν µορφήν: 

χ[(κ- 1-9] - 
εἶναι εὔκολον νὰ συμπεράνωµεν, ὅτι δὲν ἡμπορεῖ νὰ ἔχη ἀρνητικάς ρίζας. 
Ὁ Λεονάρδος ἀποδεικνύει διά μακρῶν, ὅτι ἡ μοναδική της ρίζα δὲν ἀνήκει 
εἰς τὴν κατηγορίαν τῶν ἀσυμμέτρων, τῶν ὁποίων ἡ σπουδἠ γίνεται, εἰς τὸ 
Βιβλίον Χ τῶν Στοιχείων τοῦ Εὐκλείδου, βεβαιώνει δὲ περαιτέρω, 


ὅτι γραφοµένη ἡ ρίζα μὲ τὴν βοήθειαν ἐξηκονταδικῶν κλασμάτων, λαμβάνει 
τὴν ἀκόλουθον µορφήν 


|. πα. ον ο . ο, 


Μ ᾿Αναγέννησις εἰς τὴν Ἰπαλίαν . 105 


Τὸ γεγονὸς ὅτι οὐδεμίαν ἔνδειξιν παρέχει περὶ τοῦ δρόμου, τὸν ὁποῖον 
ἠκολούθησε διὰ νὰ φθάσῃ εἰς αὐτὸ τὸ ἀποτέλεσμα, δίδει λαβὴν νὰ πιστεύ- 
σωµεν, ὅτι πρόκειται περὶ μεθόδου κοινῶς γνώστῆς εἷς τὴν ἐποχήν του, 
πιθανώτατα αὐτῆς τῆς ἰδίας κοὺ ἐφήρμοζεν, ἐπίσης σιωπηρῶς, ὁ Αἱ - Βί- 
ευ] (3 148), διὰ τὴν εὕρεσιν μιᾶς ρίζης τριτοβαθµίου ἐξισώσεως, ᾽Αλλ’ 
αὐτὸ δὲν μεταβάλλει τὴν διαπίστῶσιν, ὅτι εὑρισκόμεθα ἐνώπιον νέου ἁλύτου 
ζητήματος τῆς ἱστορίας τῶν μαθηματικῶν. 

Τὰ λοιπἁ προβλήματα ποὺ περιέχονται εἰς τὸ Εἶοε εἶναι πρώτου βαθμοῦ, 
μερικά ὠρισμένα, ἄλλα ἀόριστα. Καὶ τὰ μὲν καὶ τὰ δὲ ἔχουν τὰ ὅμοιά τῶν 
εἰς τὸ Ιάδες Αδδάςί, Διὰ νὰ τὰ χαρακτηρίσωµεν καλύτερα, ἐκλέγομεν τὸ 
φέρον τὸν τίτλον; αΏε αμαἴπογ Ἱνοπιίπίδις εί Όυγεα αἲ εἰς τερετία» (Περὶ 
τεσσάρων ἀνθρώπων καὶ βαλαντίου ὑπ' αὐτῶν εὑρεθέντος), τὸ ὁποῖον σή- 
µερον ἀνάγεται εἷς τὸ σύστημα : 


(κ ὴ -- 2) 
ΕΙ} 2 -|- τα) 
ἐ---χ κ 4(α -ἰ- π) 
{γα -. οκ -- Υ). 


Τοῦτο ἐπιδέχεται ἀπείρους λύσεις, ἐκ τῶν ὁποίων ὅμως καμμία δὲν ἔχει 
ὅλους τοὺς ἀριθμοὺς θετικούς. ᾿Ἐνώπιον τοιαύτης δυσκολίας ὁ Λεονάρδος, 
θεωρῶν ὅτι οἱ ἄγνωστοι Έχουν σηµασίαν χρηματικῶν κοσῶν κατεχοµένων 
ὑπὸ τῶν 4 προσώπῶν, παρακάµπτει τὸν σκόπελον λέγων: αοοποεάσίας 
Ρείπιαπα Ἰνοσιίπεσι Ἠαῦσετε ἀεδίεαπι» (συγχωρεῖται εἰς τὸν πρῶτον ἄνθρωπον 
νὰ ΕχΏ χρέος). Τοιουτοτρόκῶς ἀπαντῶμεν ἐδῶ, διὰ κρώτην φοράν, τὴν ἑρ- 
µηνείαν τῶν ἀρνητικῶν ἀριθμῶν ὥς χρεῶν, τὴν ὁκοίαν ἀργότερα ὁ Ί.υσα 
Ραοϊοῇ μετέβαλεν εἰς συνήθειαν, υἱοθετηθεῖσαν ἀπὸ πολλοὺς συγγραφεῖς 
ἐντεῦθεν καὶ πέραν τῶν ΄Αλπεων καὶ ὑφισταμένην ἀκόμη σήμερον εἰς τὴν 
µαθηµατικἡἠν φιλολογίαν, 

165. ᾽Ανάλογον πρὸς τ’ ἀνωτέρω εἶναι ἕνα πρόβληµα, τὸ ὁποῖον, 
ἴσως ἀπὸ λάθος κάποιου ἀδεξίου ἀντιγραφέως, εὑρίσκεται εἰς τὸ τέλος ἄλ- 
λου κειµένου, φέροντος τίτλον Ερίνιοία Ἰεοσατάί αά πιαρίίταπι Τηςοᾶο- 
γαι ΡΗγίοφοριαπι ἁοπιίπί Ἱπρεγκίογί (Ἐπιστολὴ Λεονάρδου πρὸς τὸν 
µάγιστρον Θεόδωρον, φιλόσοφον τοῦ Αὐτοκράτορος). Τὸ πρόβλημα ἀνά- 
Ίεται εἰς σύστηµα ἐξισώσεων τῆς ἀκολούθου μορφῆς : 


αι -- αι -Α, 
α 
ο 

κι ᾱ-- Β, 
β 
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αν” αι. 
γ 
ά 

σον τα” Ό 


γαι -Ε, 
6 


ὅπου τὰ γράµµατα παριστοῦν ἀκεραίους ἀριθμούς. Ἡ μέθοδος, τὴν ὁποίαν 
ἐφαρμόζει ὁ Λεονάρδος διὰ νὰ φθάσῃ εἰς τὴν λύσιν, εἶναι ἐφαρμόσιμος 
ἀκόμη καὶ εἰς ἄλλας ἀναλόγους περικτώσεις, ὅπου οἱ ἄγνωστοι εἶναι περισ- 
σύτεροι τῶν 6. 

Εἰς τὴν ἰδίαν Ἐπιστολὴν εὑρίσκονται προβλήματα ὅμοια πρὸς 
τὸ τῶν αξκατὸ πτηνῶνη ποὺ συνηντήσαµεν εἰς τοὺς Κινέζους (ϐ 120) καὶ 
εἰς τὸ "σας Αδβαςϊ (ὁ 159]. Πρόκειται πάντοτε διὰ τὴν ἀγοράν στρουθίών, 
τρυγόνων καὶ περιστερῶν, ὑπὸ τὴν προὐπόθεσιν ὅτι στοιχίζει ἕκαστον 
ἀντιστοίχως 1/3, 1/2 καὶ 2 δηνάρια, ὁ δὲ ἀριθμὸς τῶν καταβαλλομένων 
χρημάτων, ἄλλοτε διαφέρει καὶ ἄλλοτε εἶναι ἴσος πρὸς τὸν ὁλικὸν ἀριθμὸν 
τῶν ἁγοραζομένων κπτηνῶν. Ἐὰν π.χ. καὶ οἱ δύο ἀριθμοί εἶναι 30, ὁ Άεο 
νάρδος εὑρίσκαι τὴν λύσιν 9, 10, 11. 'Εὰν μὲ 30 δηνάρια ἁγοράζωνται 29 
πτηνά, προκύπτουν δύο λύσεις. Ἐὰν μὲ τὸ ἴδιο ποσὸν χρημάτων ἐπιζητεῖται 
ἡ ἀγορά 15 πτηνῶν, τὸ πρόβλημα εἶναι ἄλυτον εἲς ἀκεραίους καὶ θετικοὺς 


Πολυπλοκώτερον εἶναι ἕνα παρόµοιον πρόβλημα, ἀναγόμενον εἰς τὸ 
σύστημα ; 
ΧΑ Ι-Σ «24, 


κ γ | 
ς . : 1 22431. 24. 
Ὁ Λεονάρδος προβαίνει εἰς τὴν λύσιν, μὲ καλῶς ρυθμιζομένας δοκιµάς, 
καὶ εὑρίσκει τὰς δύο λύσεις; 10,6, 4,4 καὶ 5, 122,5. 
Εἰς τὴν ἰδίαν Ἐπιστολὴν ἁπαντᾶται ἕνα 
πρόβλημα ἐντελᾶς ἄλλου εἴδους, ἀνῆκον εἰς τὴν γε- 
ὠμετρίαν. Ζητεῖται, πράγματι, νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοθὲν 
ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΛΒΟ(σχ.29) ἕνα ἰσόπλευρον πεν- 
τάγωνον ΑΡΕΕΟ, μὲ τὴν µίαν πλευράν ΕΕ κειµένην 
ι : - ες. ἐπὶ τῆς βάσεως τοῦ τριγώνου, τὰς δὲ δύο ἄλλας ΑΏ, 
| ΑΟ ἐπὶ τῶν κλευρῶν ΑΒ, ΑΟ, 
.. Ἐφαρμόζων τὴν θεωρίαν τῶν ὁμοίων τριγώνων 
καὶ τὸ Πυθαγόρειον θεώρημα, ὁ Λεονάρδος εὑρίσκει, ὑπὸ τὴν προὐπόθεσιν 
ΑΒ--Ι0 καὶ Βς --12, τὴν ἀκόλουθον ἐξίσωσιν : 


Ἡ Αναγέννησις εἰς τὴν Ἰπαλίαν 307 


1. ς-- 182 σ 
ἔνθα κ τὸ µῆκος τῆς ΒΏΌ. αΚαὶ οὕτων, γράφει, «τὸ πρόβλημα ἀνήχθη εἰς 
ἕνα τῶν κανόνων τῆς ἀλγέβρας». Ἡ ἐν λόγφ ἐξίσωσις δὲν ἔχει ρητὰς ρίζας, 
ἔχει ὅμως µίαν καὶ µόνον θετικήν, τῆς ὁποίας ἀναγράφει τὴν τιμὴν (εἰς 
ἑξηκονταδικάὰ κλάσματα ἐκπεφρασμένην) : 
χω. 201 απ 4οα, ον 

Δὲν ἀναφέρει πάντως, ἐὰν διὰ τὴν εὕρεσιν αὐτῆς περιωρίσθη εἰς τὴν ἐφαρ- 
μογὴν τῶν γνωστῶν κανόνων ἐδαγωγῆς τετραγωνικῆς ρίζης ἢ κατέφυγεν 
εἰς κάποιαν ἄλλην µέθοδον, 

166. Ὁ ἐκ Παλέρμου Ἰωάννης (8 164) προέτεινεν εἰς τὸν Λεονάρδον 
νὰ καταστήσῃ τέλεια τετράγωνα τὰς συζυγεῖς ἐκφράσεις χ2 4 5, Ὁ Λεο- 
νάρδος, ἀφοῦ ἔδωσε µίαν λύσιν, ἐξηκολούθησε νά μελετᾷ τὸ ζήτημα, τὰ 
δὲ ἀποτελέσματα τῆς μελέτης του περιέλαβεν εἰς ἕνα ὑπόμνημα ὑπὸ τὸν 
τίτλον 1 10εγ Οµαἁγαίογαπ. ᾽Αναφέρει ἐν προοιµίῳ τὴν γνωστὴν πρότασιν, 
ἡ ὁποία σήμερον ἐκφράζεται διὰ τοῦ τύπου : 

!-- 3 --... ἰ- (ᾳα -- |) -- πε 
καὶ ἀρύεται ἐξ αὑτῆς δύο μεθόδους πρὸς λύσιν τῶν πυθαγορείων ἐξισώσεων 
ἡ, ὅπερ τὸ αὐτό, πρὸς εὕρεσιν ζευγῶν τετραγώνων ἐχόντων ὡς ἄθροισμα 
πάλιν τετράγωνον. ᾽Αξίζεοι τὸν κόπον νἁ τὰς ἀναφέρωμεν, 

Ι. Ἔστῳ α ἀριθμὸς περιττὸς καὶ ἃς ληφθοῦν τὰ ἀθροίσματα : 

[ -ἰ- 3 -- ιν -- (αἳ -υ-2] 

εἰ ἆ ων -- (αἲ --- 2) -- αἲ. 
Τὸ πρῶτον εἶναι ἕνα τετράγωνον 3, τὸ δεύτερον ἕνα ἄλλο τετράγωνον 
καὶ ἐπειδὴ « --- 5ἳ -- αἱ ἢ οἳ --- αἲ --- ολ, ο Ἄρόρνημα ση. 


Π. Ἔστω τώρα α ἀριθμὸς ἄρτιος, Οἱ ἀριθμοὶ -ἳ- 41 θὰ εἶναι προ- 
φανῶς ἀριθμοὶ περιττοί, συνεπῶς τὰ ἀβροίσματα : 
αἲ 
λες --δ), 
2 


αἳ 32 α3 
η αι. 4- (---- (5 --λ .. (- .. |), 
θἀ εἶναι δύο τετράγωνα Ὁ3 καὶ «ὰ ἀντιστοίχως καὶ ἐπειδὴ ἰσχύει πάλιν οἳ -- 
αἳ --- ο, τὸ πρόβλημα ἐλύθη. 
Μία τρίτη λύσις ἐλήφθη ἀπὸ τὴν ἑξῆς παρατήρησιν τοῦ Λεονάρδου: 

{άν α εἶναι ἀριθμὸς περιττὸς καὶ τεθῇ : 

Ὀἳ --- { -- 4 ---,. , -ἕ- (388 --- 4], 

οἳ -- ! --- 3 ---.. . --- (38 -ᾖ- 2), 
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θὰ ἔχωμεν καὶ ἲ --- 93 -- (3α)3. Ακόμη γενικώτερα, ἐάν πι, Ρ, α εἶναι τρεῖς 
ἀριθμοὶ ἀκέραιοι, ἃς τεθῇ 

α--ὤπρα,  τ”. 2πρ, 9 -- 2πιᾳ2, 
ὁπότε αἲ --τν καὶ ἃς ληφθοῦν αἱ δύο ἑκόμεναι ἀκολουθίαι διαδοχικῶν 
περιττῶν ἀριθμῶν » | | 

ε--- ἵ,τ -ἰ- ὃν «ντ ο-- ἵ, 

Γελιο. Ε--ε-]Ι. 
᾿Εκειδὴ τὸ ἄθροισμα δύο ὁμοταγῶν ὅρων τῶν δύο σειρῶν εἶναι 2ς καὶ 
κάθε ἀκολουθία περιλαμβάνει 5/2 ὄρους, ἔπεται ὅτι τὸ ἄθροισμα ὅλων τῶν 
ὅρων τῶν δύο ἀκολουθιῶν θὰ εἶναι τ» ἤτοι αἳ, Διὰ τοῦτο κροσαρτῶντες καὶ 
τὸ ἄθροισμα : 

| -ἵ- 4 -- .. . ἴ- (ς ---- ---ἴ), 


τὸ ὁποῖον εἶναι τέλειον τετράγῶνον ὑ, λαμβάνομεν νέον τετράγωνον οἳ” 
ἦτοι Ὁά --- αἱ -- ο), ὅπως ἀκριβῶς ἐζητεῖτο. Σηµειωθήτῳ ὅτι, ἐκ τῶν τεθεισῶν 
σχέσεων : {-- 2πιρᾶ καὶ 5 -- 2πιᾳ, προκύπτουν αἱ ἐκφράσεις : 

Γ--5 


κ | --«πρἒ---ταα, 


ο. πρ] πι", 


Τὸ ληφθὲν ἐξαγόμενον εἶναι λοιπὸν ἰσοδύναμον πρὸς τὸ θεώρημα, τὸ ἐκ- 
φραζόµενον ὑπὸ τῆς ταυτότητος : 

(2αιρα): --- (περὶ ---- πας) Ξ- (αιρ3 “ἰ- πια, 
τὸ ὁποῖον παρέχει ὅλας τὰς λύσεις τῆς πυθαγορείου ἐδισώσεως, ὅπως ἦτο 
ἤδη γνωστὸν εἰς τὸν Εὐκλείδη, 

Μἡ ἱκανοποιημένος πλήρως ὁ Λεονάρδος ἀπὸ αὐτὰς τὰς συµβολάς, 
ποὺ ἔδωσεν εἰς τὸ κρόβληµα τῆς διασπάσεως ἑνὸς τετραγώνου εἰς ἄθροισμα 
δύο ἄλλων, ἀπέδειξεν ἐν συνεχείᾳ ὅτι ἐκ δύο λύσεων τοῦ προβλήματος 
ἀπορρέουν «ἄλλαι ρηταϊ» ἄπειροι τὸ πλῆθος μὲ τὴν ἀκόλουθον διαδικασίαν: 
Ἔστωσαν α, πι, Ώ, Ρ, 4, Γ Ἐξ ἀριθμοὶ τοιοῦτοι, ὥστε νὰ ἔχωμεν πιῖ -- πἳ -- αἲ, 
ϱ' -|- αἳ --τ.. Ὑποτιθεμένου τ..., προσδιορίζονται δύο ἀριθμοί πι’, π΄ 
τοιοῦτοι, ὥστε νὰ εἶναι τ/α -- ρ/αν΄ -- απ΄ καὶ ἑπομένως : 

ων --ᾱ- π- - 
. : - 8 
καὶ πι - ηἳα α.(ρνφἲ .. αἲ. 
ο. 
Ἐντεῦθεν συνάγεται, ὅτι οἱ ἀριθμοί πι’, π΄ ἀποτελοῦν μίαν λύσιν (τῆς πι, η 
διάφορον) τῆς ἐξισώσεως κ’ -- Υ' -- αὖ, 
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Προσθέτοµεν ἀκόμη ὅτι ὁ Λεονάρδος ἀποκαθιστῇ τὴν διπλῆν ταυτότητα; 
(αἳ --- 93) (οἳ -ἰ- 45) κ. (ας -ἵ- 1 -ἵ- (ὃς --- αὐ)τ -- (ἆ -- Ὁον -ᾖ- (ο --- ας)”, 
ἡ ὁποία ἐπανευρέθη ἀπὸ τὸν Βας]πεί ἃς Μέτιτίας, ἐχρησιμοκοιήθη ἀπὸ τοὺς 
γπόις, (ας καὶ πολλοὺς ἄλλους, ἀλλά εἰς µνήµην ἐκείνου, ὁ ὁποῖος 
πρῶτος τὴν ἀνεκάλοψε, θά ἢξιζε καὶ πρέπει νὰ φέρῃ τὸ ὄνομα Θεώρημα 
τοῦ Εἰὐσπαςοςί. 

᾿Απὸ τὴν ταυτότητα αὐτὴν ὁ Λεονάρδος ἐπέτυχε µίαν δικλῆν διάσκασιν 
εἰς δύο τετράγωνα ἑνὸς ἀριθμοῦ ἴσου πρὸς τὸ γινόµενον δύο ἀριθμῶν, ὧν 
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ϱἳ -ἰ- ἀἲ. Ἔξ αὐτοῦ ἄγεται εἰς νέαν λύσιν τῆς πυθαγορείου ἐξδισώσεως, 
πἩ -|- γ: -- αἲ τὴν ὁποίαν λύσιν, χάριν σνυντοµίας, δὲν θ᾽ ἀναφέρωμεν. 

Ὑποδεικνύομεν, ἀντιθέτως, µίαν µέθοδον, τὴν ὁποίαν ἐνεπνεύσθη ὁὅ 
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νἁ εἶναι α/ἁ --- ο/δ. Ἔστω δὲ ἀκόμη : 

{ες (αἳ -ἵ- 5) (αἳ --- ἀἲ) -- ρ -ἵ- αἲ, ἢ ἵ --- κ. 


᾿Εντεῦθεν κροκύπτα {-«Τ{ : ΤΚ καὶ ἂν οἱ ἀριθμοὶ ςκ, Υ ἐκλεγοῦν οὕτως, 
ὥστε νἁ πληροῦνται αἱ συνθῆκαι : 


Ρ 
χ 


θά ἔχωμεν, ὡς ἔδει, κ. --- γἳ --κ. 

Διά νά λύσῃ ἄλλα προβλήματα σχετικἀ πρὸς τοὺς τετραγώνους ἀριθμούς, 
ὁ μαθηματικὸς τῆς Πίζης ὑπολογίζει τὸ ἄθροισμα : 

5 -- 15 -ἰ- α -.. --- πἳ, 
στηριζόμενος ἐπὶ τῆς ἀκολούθου ταυτότητος : 
(αι --- 1) (αι --- 2) (πι -Ἱ- 3) -- ποίπι -ἲ- 1) (2πι -ἰ- 1) ἰ- 6 (αι -ἵ- 1). 
Αν πράγµατι τεθῇ εἰς αὐτὴν διαδοχικῶς πι -- 1,2... π καὶ προστεθοῦν 
κατὰ µέλη αἱ κροκύπτουσαι ἰσότητες, λαμβάνεται τὸ ἐξαγόμενον : 
π (η “ἰ- 1) (21 --- 1) “(13 -ἰ- 21 {- .ν «- αἲ, 

γνωστὸν ἤδη ἀπὸ τῆς ἐποχῆς τοῦ ᾿Αρχιμήδους. ὍὉ Εἰδοπασοί συνάγει ἐξ 
αὐτοῦ τὴν τιμήν τοῦ ἀθροίσματος τῶν τετραγώνων τῶν πρώτων π φυσικῶν 
ἀριθμῶν ἀρτίῶν Ἠ περιττῶν. 


αν μν 
. Τκ 
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167. ᾿Εὰν φαίνεται δύσκολον νΥ' ἀρνηθῇ κανεὶς τὴν ἐἑπίδρασιν τοῦ 
Μααπισισά σα Ἡοφεία (6 1531) εἰς τὰς ἀνωτέρω ἐρεύνας τοῦ Πιζᾶνο, ἡ 
ἑξάρτησίς του ἀπὸ τὸν ἄραβα μαθηματικὸν ἐμφανίζεται πολὺ ὁλιγώτερον 
ἀμφίβολος εἰς τὸ ἑπόμενον µέρος τοῦ 11 0ες Ομαἀγαίοταπι, ὅπου ἐξετάζονται 
οἱ αἰσοδύναμοι ἀριθμοί» (παπιετί οοπρτυεπίςς). Τὸ ὄνομα αὐτὸ ἔδωσεν ὁ 
Εἰσοπαοςί εἰς ἀριθμοὺς τῶν ἀκολούθων μορφῶν : 


αῦ (α -- Ὁ) (α --- δἱ, ἔνθα α-- Ὁ ἄρτιον, 
4485 (α -ἰ- Ὁ) (α --- Ὁ), ἵνα αᾱ-- Ὁ περιττόν, 


καὶ ὁ ἀριθμὸς α ἀκέραιος μεγαλύτερος πάντοτε τοῦ δ.᾿Αποζδεικνύει ἐν πρώτοις 
τὸ θεώρημα, ὅτι οἱ ἰσοδύναμοι ἀριθμοί εἶναι πάντοτε διαιρετοὶ διὰ τοῦ 24, 
καὶ ἔπειτα ὅτι ἡ κατηγορία αὐτὴ τῶν ἀριθμῶν προκύπτει ἐκ τῆς λύσεως 
τῆς διπλῆς ἐξισώσεως ; 

αχ απο[], (0) 
ἔνθα πι δοθεὶς ἀριθμός, ἡ ὁποία διὰ πι -- 5 ταυτίζεται πρὸς τὴν ἐξίσώσιν, 
ποὺ εἴδομεν εἰς τὴν προηγουµένην παράγραφον. Ὁ Λεονάρδος ἀποδεικνύει 
ὅτι, ἵνα ἡ διπλῆ ἐξίσωσις εἶναι ἐπιλύσιμος εἰς ἀκεραίους ἀριθμούς, πρέπει 
ὁ πι νὰ εἶναι ἀριθμὸς ἰσοδύναμος. Ἡ μικροτέρα τιµὴ τοῦ πι εἶναι 24, συνεπκῶς 
διὰ πι -- 5 ἡ ἐξίσῶωσις (1) οὐδεμίαν λύσιν εἰς ἀκεραίους ἀριθμοὺς ἐπιδέ- 
χεται. Εὐρίσκει ὅμως τὴν κλασματικήν λύσιν κ-- 4/12. ᾿Ακολουθεῖ δὲ 
ἔπειτα εἰδικὴν διαδικασίαν διά νὰ ἐξαγάγη ἀκὸ ἕνα ἀριθμὸν ἰσοδύναμον 
ἀπείρους ἄλλους καὶ τὰ ἑξῆς θεωρήματα; «Οὐδείς ἰσοδύναμος ἀριθμὸς εἶναι 
τετράγώνον», απολλαπλασιάζοντες ἕνα ἰσοδύναμον ἀριθμὸν ἐπὶ εετράγώνον 
προκύπτει νέος ἀριθμὸς ἰσοδύναμος», 

Παρεμπιπτόντως ὁ Λεονάρδος ἀποκαθιστῇ (ἂν καὶ κατὰ τρόπον οὐχίὶ 
ἄρτιον) µίαν πρότασιν µεγίστης σπουδαιότητος, καθ ὅσον ἰσοδυναμεῖ 
πρὸς τὸ θεώρημα τοῦ Εεγπιαι, ὅτι «τὸ ἐμβαδὸν ὀρθογωνίου τριγώνου μὲ κλευ- 
ρὰς ἀκεραίους ἀριθμούς δὲν δύναται νὰ ἐκφρασθῇ μὲ ἀριθμὸν τετράγωνον». 
᾽Απαντῶνται ἀκόμη μερικὰ κριτήρια, διὰ τῆς ἐφαρμογῆς τῶν ὁποίων δυνά- 
µεθα ν΄ ἀναγνωρίσωμεν ἐὰν δοθεὶς ἀριθμὸς εἶναι ἢ δὲν εἶναι ἰσοδύναμος. 

Εκτὸς ἀπὸ τὰς σελίδας αὐτὰς ποὺ ἔχουν θεωρητικὀν χαρακτῆρα, τὸ 
θες Οµπάταίοταπι περιέχει τὰς λύσεις διαφόρων δυσκόλων προβλημάτων 
ἀναγομένων εἰς ἀπροσδιόριστον ἀνάλωυσιν δευτέρου βαθμοῦ. Περιοριζό- 
µεθα ν᾿ ἀναφέρωμεν τὰς ἐκφωνήσεις εἰς σύγχρονον ἀλγεβρικὴν διατύκῶσιν : 


Σχ. ] () 


χ. ἁπιχ--Ι ] Ρ)] 
αλ -γ---- 6) -ᾱ- Φ) 
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Τὸ τελευταῖον ἐπροτάθη εἰς τὸν Εἰροσασσςί ἀπὸ τὸν αμάγιστρον Θεὐ- 
δώρον, φιλόσοφον τοῦ αὐτοκράτορος» (8 165). Πιθανόν θεωρεῖται, ὅτι εἷς τὸ 
ἀρχικὸν κείµενον ὑπῆρχον καὶ ἄλλα προβλήματα, µαταίως ἀναζητούμενα 
εἰς τοὺς ἀκρωτηριασμένους κώδικας, ποὺ ἔφθασαν μέχρις ἡμῶν. 

Εἶναι ἄραγε ἀνάγκη νὰ ἑξάρωμεον ρητῶς ὅτι τὸ Ἰωΐσετ Ουκάγαίοζυπι 
ἐξασφαλίζαι εἰς τὸν συγγραφέα του διακεκριµένην θέσιν μεταξὺ τῶν πρωτο- 
πδρων τῆς σηµερινῆς θεωρίας τῶν ἀριθμῶν; Αν τὸ ἔργον τοῦ Εἰδοπασοί 
δὲν παρέµενεν ἐπὶ 6 αἰῶνας ἀδίκῶς εἰς τὸν τάφον τῆς λήθης, ὁ εὐγενὴς αὐτὸς 
κλάδος τῶν μαθηματικῶν δὲν θά ἐπερίμενε τὴν ἀποφασιστικὴν καὶ γενναίαν 
ὤθησιν τοῦ Εεγπιαί διὰ γ᾿ ἀναπτυχθῃ. 


Ἐκίγονοι τοῦ Λεονάρδου εἰς τὴν Ἱταλίαν 


168. 'Ὁποία ὑπῆρξεν ἡ τύχη τὴν ὁποίαν εἶχον καὶ ἡ ἑπίδρασις, τὴν 
ὁποίαν ἤσκησαν τὰ ἔργα τοῦ Εἴποπαοςί εἰς τὴν Ἱταλίαν δὲν εἶναι πρᾶγμα 
εὔκολον νά προσδιορισθῇ. Διότι καὶ ἡ φήμη του δὲν φαίνεται νὰ εἶχε µε- 
γάλην διάδοσιν ἐκτὸς τῶν τειχῶν τῆς Πίζης καὶ περίπου τρεῖς αἰῶνες ἐχρειά- 
σθη νὰ παρέλθουν, διά νὰ ἐμφανισθῇ ἀντάξιος συνεχιστής τοῦ ἐξέχοντος 
ἐκείνου λογιστοῦ τῆς Τοσκάνης. 'Επὶ πλέον πρέπει νὰ σηµειωθῇ, ὅτι ἡ 
χρῆσις τῶν ψηφίων τοῦ νέου τύπου ἔτυχεν ἐκ µέρους τῶν ἰθουνόντων ἄποδο- 
κιµασίας καὶ ἐχθρότητος, εἴτε διότι ἡ ἀποδοχὴ συστηµάτων ἀνηκόντων 
εἷς τοὺς ἀπίστους ἐθεωρεῖτο [σοδύναμος πρὸς ὕβριν κατὰ τῆς κρατούσης 
θρησκείας, εἴτε διότι οἱ νέοι χαρακτῆρες, μὴ ἔχοντες τὴν σαφῶς καθωρι- 
σµένην µορφὴν τῶν ρωμαϊκῶν ψηφίων, ἐξυπηρέτουν τὴν ἁπάτην καὶ τὸν 
δόλον εἷς τὰς συναλλαγάς. Τοιαύτη ἀντιδραστικὴ διάθεσις πιστοποιεῖται 
πράγµατι ἀπὸ ἕνα ἄρθροντοῦ Καταστατικοῦτῶνσυναλλαγῶν, 
τὸ ὁποῖον ἐκυκλοφόρησεν εἰς τὴν Φλωρεντίαν τὸ 1299 καὶ ὑφίσταται µέχρι 
σήµερον εἰς τὸ ᾿Αρχεῖον τῶν Μεταρρυθµίσεων τῆς ἰδίας πόλεως, Τὸ περὶ 
οὗ ὁ λόγος ἄρθρον ἁπαγορεύει εἰς τοὺς ἐμπόρους νἁ κρατοῦν τὰ βιβλία των 
αἶπ αΏΏασο» (δηλαδή, κατὰ τὸ [νδο-αραβικὸν σύστημα ἀριθμητικῆς) καὶ 
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δὲν παρέµενεν ἐπὶ 6 αἰῶνας ἀδίκῶς εἰς τὸν τάφον τῆς λήθης, ὁ εὐγενὴς αὐτὸς 
κλάδος τῶν μαθηματικῶν δὲν θά ἐπερίμενε τὴν ἀποφασιστικὴν καὶ γενναίαν 
ὤθησιν τοῦ Εεγπιαί διὰ γ᾿ ἀναπτυχθῃ. 


Ἐκίγονοι τοῦ Λεονάρδου εἰς τὴν Ἱταλίαν 


168. 'Ὁποία ὑπῆρξεν ἡ τύχη τὴν ὁποίαν εἶχον καὶ ἡ ἑπίδρασις, τὴν 
ὁποίαν ἤσκησαν τὰ ἔργα τοῦ Εἴποπαοςί εἰς τὴν Ἱταλίαν δὲν εἶναι πρᾶγμα 
εὔκολον νά προσδιορισθῇ. Διότι καὶ ἡ φήμη του δὲν φαίνεται νὰ εἶχε µε- 
γάλην διάδοσιν ἐκτὸς τῶν τειχῶν τῆς Πίζης καὶ περίπου τρεῖς αἰῶνες ἐχρειά- 
σθη νὰ παρέλθουν, διά νὰ ἐμφανισθῇ ἀντάξιος συνεχιστής τοῦ ἐξέχοντος 
ἐκείνου λογιστοῦ τῆς Τοσκάνης. 'Επὶ πλέον πρέπει νὰ σηµειωθῇ, ὅτι ἡ 
χρῆσις τῶν ψηφίων τοῦ νέου τύπου ἔτυχεν ἐκ µέρους τῶν ἰθουνόντων ἄποδο- 
κιµασίας καὶ ἐχθρότητος, εἴτε διότι ἡ ἀποδοχὴ συστηµάτων ἀνηκόντων 
εἷς τοὺς ἀπίστους ἐθεωρεῖτο [σοδύναμος πρὸς ὕβριν κατὰ τῆς κρατούσης 
θρησκείας, εἴτε διότι οἱ νέοι χαρακτῆρες, μὴ ἔχοντες τὴν σαφῶς καθωρι- 
σµένην µορφὴν τῶν ρωμαϊκῶν ψηφίων, ἐξυπηρέτουν τὴν ἁπάτην καὶ τὸν 
δόλον εἷς τὰς συναλλαγάς. Τοιαύτη ἀντιδραστικὴ διάθεσις πιστοποιεῖται 
πράγµατι ἀπὸ ἕνα ἄρθροντοῦ Καταστατικοῦτῶνσυναλλαγῶν, 
τὸ ὁποῖον ἐκυκλοφόρησεν εἰς τὴν Φλωρεντίαν τὸ 1299 καὶ ὑφίσταται µέχρι 
σήµερον εἰς τὸ ᾿Αρχεῖον τῶν Μεταρρυθµίσεων τῆς ἰδίας πόλεως, Τὸ περὶ 
οὗ ὁ λόγος ἄρθρον ἁπαγορεύει εἰς τοὺς ἐμπόρους νἁ κρατοῦν τὰ βιβλία των 
αἶπ αΏΏασο» (δηλαδή, κατὰ τὸ [νδο-αραβικὸν σύστημα ἀριθμητικῆς) καὶ 
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ἐντέλλεται τὴν χρῆσιν τῶν ρωμαϊκῶν ψηφίων ἢ ἀκόμη τὴν πλήρη διά λέ- 
δεων κατονοµασίαν καὶ καταγραφἠν τῶν ἀριθμῶν”, 

Ἐν πάσῃ περιπτώσει κατὰ τὴν περίοδον αὐτὴν τῆς σκοτεινῆς ἐπφά- 
σεώς, ὑπῆρξαν μερικοί Ιταλοί, τῶν ὁποίων τὸ ἀνάστημα δὲν συγκρίνε- 
ται βεβαίως μὲ ἐκεῖνο τοῦ Λεονάρδου, ἀξίζουν ὅμως κάποιας μνείας εἰς 
τὴν ἱστορίαν τῶν μαθηματικῶν, διότι συνέβαλον Ἐν τινι µέτρῳφ εἰς τὴν διά- 
δοσιν, ἂν μὴ καὶ εἰς τὴν τελειοποίησιν, μερικῶν κεφαλαίων τῆς ἐπιστήμης 
τῶν ἀριθμῶν κατὰ τὸ πνεῦμα τῶν νέων ἀντιλήψεων, 

Τοιοῦτος εἶναι ἴσως ὁ Οιαρείπιο ας Ἰ απίς, ὁ ὁποῖος τρέχοντος τοῦ ΧΙΠ 
αἰῶνος, ἔγραψεν εἰς τὴν λατινικὴν ἕνα βιβλίον ἀλγέβρας, χρησιμοποιῶν 
εἰς εὑρεῖαν κλίµακα ὕλην ἐξ ἀραβικῶν κηγῶν. Δὲν ἐδημοσιούθη τὸ βιβλίο 
τοῦτο µέχρι σήμερον, ἀλλά ἐπωφελήθη τούτου ὁ Εα είς (απαοσεί, ὁ ὁκοῖος 
τὸν ἑπόμενον αἰῶνα ἔγραψεν εἰς τὴν ἱταλικὴν ἕνα βιβλίον ἀλγέβρας, ἀνέκ- 
ὅστον µέχρι τῆς στιγμῆς, μολονότι ἁρμόδιος κριτὴς --- ὁ οί ---ἀφοῦ τὸ 
ἐξήτασε, δὲν ἐδίστασε νὰ δηλώστ ὅτι εἶναι ἄξιον νὰ ἴδῃ τὸ φῶς τῆς δηµο- 
σιότητος. 

Σημειοῦμεν ἐπ) εὐκαιρίᾳ ὅτι σύγχρονος τοῦ Λεονάρδου ὑπῆρξεν ὁ 
ἰοναπηί «Ἀππραπο ἁαά Ἡονατα, παρεκκλησιάρχης τοῦ Οὐρβανοῦ ΠΥ (κα- 
τέχοντος τὴν ἴδραν τοῦ Αγίου Πέτρου κατὰ τὴν εἰκοσαετίαν 1261 - 1281), 
ὁ ὁποῖος µετέφρασιν ἐκ τῆς ἀραβικῆς εἰς τὴν λατινικἡν τὰ Στοιχεῖα 
τοῦ Εὐκλείδου (συμπεριλαμβανομένων καὶ τῶν οὕτω καλουμένων Βιβλίων 
ΧΙΥ καὶ ΧΥ], προσθέσας μάλιστα σχόλια, ἀξιόλογα διὰ τὴν εἰς αὐτὰ παρου- 
σίαν τοῦ ἀστεροειδοῦς πενταγώνου καὶ τῆς ἐννοίας τῶν γωνιῶν συνεπαφῆς, 
ἀλλά καὶ ἄξια τῆς ἁκορίας πῶς τοῦ ἦλθεν εἰς τὸν νοῦν νά προσθέσῃη εἰς τὰ 
αἰτήματα τοῦ Ἐὐκλείδου καὶ τὸ ἀκόλουθον : «κάθε σύνολον ἀριθμῶν περι- 
έχει ἕνα ἐλάχιστονν. Ἐνῷφ λοιπὸν θάἀ ἔπρεπε νὰ λογίζεται μεταξὺ τῶν 
ἐπιγόνων τοῦ Ἐϊδοπασοί, ὁ Οαπιράπο συγκαταριθμεῖται μᾶλλον μεταξὺ τῶν 
ὁπαδῶν τοῦ οὐμανιστικοῦ κινήµατος, τὸ ὁποῖον Πρχιζε νά θριαµβεύῃ, 
χάρις εἰς τὰς προσπαθείας τοῦ Πετράρχου καὶ τοῦ Βοκκακίου. 


169. Περισσύτερον γνωστὸς ἀπὸ τοὺς προαναφερθέντας µαθηµα- 
τικοὺς εἶναι ὁ Παῦλος τοῦ "Λβακος (Ραοΐο ἀεῖ[’ Αυδαςο) --- ἐπονομαζό- 
μενος, κατά τινας, ὨαροππαΓί --- (γεννηθεὶς εἰς Ῥγαίο κατὰ τὸ 1282, ἄπο- 
θανών εἲς Φλωρεντίαν τὸ 1374]. Οὗτος εἶναι συγγραφεὺς μερικῶν Κανο- 
ναρίων (Κερο]υζχε), τιµηθέντων μὲ ἐπανειλημμένας ἐκδόσεις, Ἡ φήµη 


5 Ἠλ. Μ, Ταανηαϊ: Όσασο [Πυπίγαύνο ἀἱ αἶσυσε ἑανοϊσέίς αοτ]ῖς ἴπ οστα (Παράρ- 
τηµα Ἱστορικοῦ Ἱναλικοῦ Αρχείου, τόμος ΠΠ, Φλωρεντία, 1845, σελ. 528). 

"” Καὶ ἄλλοι θά Ελθουν ἀσφαλῶς εἲς φῶς, ὅταν συμπληραβοῦν αἱ ἔρευναι τῶν φλω- 
ρεντινῶν χειρογράφαν, τὰ ὁποῖα, κατὰ τὸν ο. 1 Ὀηί, οὐδείς ἠρεύνησε. Βλ. Ηἰειαίτε νε 
βείεροες πια ιέτιαἶᾳυςα ος Πα]ίς, τόµος ΤΠ, Νοία ΧΧΧΙ, Ῥετὶς, 110, 


ως Ανοης ας αν ως 


ο ο "το 


του ὡς εἰδικωτάτου εἰς τὰ θέµατα τοῦ ἀριθμητικοῦ λογισμοῦ, τῆς Ύεωµε- 
τρίας καὶ τῆς πορείας τῶν ἄστρων, ἀποδεικνύεται ἀπὸ τὰ διάφορα παρώ- 
νύµια, μὲ τὰ ὁποῖα τὸν ἀπεκάλουν οἱ σύγχρονοι καὶ οἱ ἄμεσοι διάδοχοί τῶν; 
«ἀριθμέτρην», αγεωµέτρην», «ἀστρολόγον», Μεταξὺ αὐτῶν μᾶς εἶναι εὖ- 
χάριστον ν᾿ ἀναφέρωμεν τὸν Ὑνκοστὸν μυθογράφον Έταπου 5αοςἩεί, ὁ 
ὁποῖος εἰς ἕνα τραγούδι, κοὺ ἔγραψε πρὸς τιµὴν τοῦ Βοκκακίου, λέγει : 


«Ὁ Παῦλος μόνος, ὁ ἀριθμέτρης κι ἀστρολόγος, 
ποὺ ποτὲ δὲ χόρτασε νἁ βλέπει 

τ' ἄστρα καὶ τοὺς πλανήτες πῶς περνοῦν, 
λιγάκι ἕλλειψε ψηλὰ νὰ βγεῖ στὸν πολικό». 


Δὲν εἶναι δὲ αὐτοὶ οἱ μοναδικοὶ στίχοι, κοὺ ἐνέκνευσεν ὁ ἀγαθὸς Παῦλος. 

Εἰς ἕνα σονέττο, ποὺ ἐγράφη πρὸς τιµήν του καὶ εἶναι καταχωρηµένον εἰς 
μερικοὺς χειρογράφους κώδικας, τίθεται εἰς τὸ στόµα τοῦ ἰδίου ἕνα αὐτοεγ- 
κώμιον μὲ τοὺς στίχους : 

«Ἔγινα ὁ καθρέφτης στὴν ἀστρολογία, 

μὲ τ’ ὄνομα Παγκόλ’ καὶ ταίρι µου ποτὲ δὲ βρῆκα, 

ιατὶ δέκα Χιλιάδες ἔχω βγάλει µαθητές, 

ἄριστους καὶ γεροὺς στὴ ἸΤεοωμετρία». 


᾿Αναφέρεται ἀκόμη, πρὸς τιµήν του, ὅτι ἀκοθνήσκων ἄφησε διά δια- 
θήκης του τὰ πολυάριθµα βιβλία καὶ ἀστρονομικά ἑργαλεῖα, ποὺ εἶχε περι- 
συλλέξει, εἰς ἐκεῖνον τὸν φλωρεντινὸν φιλομαθῆ, τοῦ ὁποίου τὴν ἐπιστη- 
μονικὴν ἀξίαν θὰ ἀνεγνώριζον καὶ θά ἐπιστοποίουν τέσσαρες εἰδικοί κα” 
θηγηταί. Ἔπειτα ἀπὸ πολλὰς φιλονικίας περιῆλθε τὸ κληροδότημα εἰς 
τὸν Απιοπίο ἆς Μαζχἰπρμί ἆα Ῥετειοία, ὁ ὁποῖος, ἂν καὶ ἀκέθανεν εἰς ἡλικίαν 
τριάκοντα μόλις ἐτῶν, ἀπέκτησε μεγάλην φήµην ὡς διδάσκαλος καὶ ὡς 
ἐπιστήμων, χάρις εἰς μερικὰ ἐπιτυχῆ βιβλία, παγκοίΐνως γνωστά εἰς τοὺς 
συγχρόνους του, εἰς ἡμᾶς ὅμως ἐντελῶς ἄγνῶστα. 

Δὲν ὑστερεῖ εἰς φήµην τοῦ προηγουμένου ὁ ἐκ Πάρμας καταγόμενος 
Βίαρίο Ρεϊασασἰ, ὁ ὁποῖος ἀφοῦ ἔλαβε τὸ διδακτορικόν του δίπλωμα τὸ 1374 
εἰς Ρανία, ἐδίδαξεν εὐδοκίμως εἰς πολλὰ πανεπιστήμια, μὴ ἐξαιρουμένου, 
ὡς λέγεται, καὶ τοῦ πανεπιστημίου τῶν Παρισίων. Τὸν εὑρίσκομεν πρά- 
Ίματι εἰς Βολωνίαν κατὰ τὰ ἔτη 1378 - δ4 ὡς κάτοχον κρῶτα τῆς ἕδρας τῆς 
ἀστρονομίας, κατόπιν δὲ τῆς φιλοσοφίας. ᾽Απὸ ἐκεῖ μετέβη εἰς Ῥαάσνα, 
ὅπου ἦλθεν εἰς ρῆξιν μὲ τὸν φοιτητικὸν κόσμον, κατόπιν τῆς ὁκοίας 
ἐπέστρεψεν εἰς Βολωνίαν (1388). Κατὰ τὰ ἔτη 1404, 1406, 1407 ἄφησεν 
ἴχνη διαβάσεώς του ἀπὸ τὴν Ρανία, ὁκόθεν πάλιν µετέβη εἰς Ῥαάσνα (1408), 
ὅπου καὶ παρέμεινε μέχρι τῆς Ίδης Ὀκτωβρίου 1411. Μετεφέρθη τότε εἰς 
Ῥασπια, τὴν γενέθλιόν του πόλιν, ὅπου καὶ ἀπέθανε τὴν 23ην ᾿Απριλίου 
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Ι416. Ἡσχολήθη μὲ τὴν στατικἠν καὶ τὴν προοπατικήν, χωρὶς ν’ ἀφήσῃ συγ- 
Ἰράμματα ἐκικυροῦντα τὴν μεγάλην φήµην τῆς ὁποίας ἀπήλαυεν ἐν ζωῇ.” 

Παραπλήσια ἐπκιστημονικά χαρακτηριστικἀ παρουσιάζει ὁ Ῥτονάο- 
οἴπιο ἀε’ Βεἰάσοιπαπάι,. Γεννηθής εἰς Ριάσνα, κατὰ τὴν δεκαετίαν 1310 «80, 
φοιτήσας εἰς τὸ πάτριον πανεκιστήµιον καὶ εἰς ἐκεῖνο τῆς Βολωνίας, δι- 
δάξας εἰς Ραάσνα ἀπὸ τῆς 20ης Νουμβρίου 1422, ἀπέθανεν Εξ ἔτη ἀργότε- 
ρα εἰς τὴν γενέθλιον πόλιν. Τοῦ ἔργου του Αἱβοτίπιας Ὠκεπιοηκίταίας (θά 
ἐλέγαμεν σήμερον : θεωρητικὴ ἀριθμητική], ἂν καὶ παρουσιάζει µετρίαν 
πρωτοτυπίαν, γίνεται μνεία εἰς τὰ ἔργα τοῦ Ραοίο, τοῦ Τατίαμ]ία καὶ τοῦ 
Ψ/α]ς. Εἰς ἕνα ἄλλο ἔργον του (απον ἵπ απο ἀοοείας πιοάμς εοπιροπεπάϊ 
εί ορεταπάί (αῦυίαπι αυαπάδπι (Κανών διὰ τὴν κατασκευἠν καὶ χρῆσιν τυ- 
χόντος πίνακος], ἀπαντᾶται ἕνας πίναξ πολλακλασιασμοῦ ἐκτεινόμενος 
μέχρι τοῦ γινομένου 22 κ 22 (μόνον τὸ περιωρισµένον πλάτος τοῦ φύλλου 
δὲν ἐπέτρεψεν εἰς τὸν συγγραφέα νά τὸν ἐπκεκτείνῃη περισσότερον). Κακῶς 
ἀπεδόθη εἰς αὐτὸν ἕνα ἐγχειρίδιον γεωμετρίας. Αφησεν ὅμως πολλὰ ἀστρο- 
νομικά συγγράµµατα, στηριζόµενα ἐπὶ τῆς Σφαίρας τοῦ Ἀπεγοῦοφςο, 
συγγραφέως μὲ τὸν ὁποῖον ϐ᾽ ἀσχοληθῶμεν εἰς τὸ προσεχὲς κεφάλαιον. 

Μεταξὺ τῶν ἐπιγόνων τοῦ Εἴνοπασοί δὲν συγκαταλέγεται ὃ Ὠαπίο 
ΑΙρΙεΓί (1265 - 1321). Φαίνεται ὅτι ὁ μέγας ποιητὴς εἶχεν ἀγνοήσει τὴν 
ὕπαρξιν τοῦ ταπεινοῦ λογιστοῦ τῆς Πίζης, ἐκτὸς ἐὰν ἡ σιωκή, τὴν ὁποίαν 
ἐπεφύλαξεν εἰς τὸν φίλον τοῦ ΜΙίοϊνείς εοίτο, ὀφείλεται εἰς ἐπιθομίαν τοῦ 
ποιητοῦ νά μὴ συµβάλῃ κατ οὐδένα τρόπον εἰς τὴν δόξαν μιᾶς πόλεως 
ααἴσχους τῶν ἀνθρώπων» (ν]εαρεπο ἀεῖιο ρεπῦ. "Αλλωστε πρέπει νὰ ση- 
μειωθῇ ὅτι παρὰ τὰς ἀνεδαφικάς διαβεβαιώσεις μερικῶν τυφλῶν θαυμαστῶν 
τοῦ συγγραφέως τήςθείας Κωμωδίας, ὅλα μαρτουροῦν, ὅτι αἱ µαθη- 
ματικαὶ γνώσεις τοῦ Ὠαπίε θά ἔπρεπε νὰ ἀνάγωνται εἰς ὅσα ἤντλησεν ἀπὸ 
τὰ ἔργα τοῦ ᾿Αριστοτέλους καὶ τὰ γρακτὰ τοῦ Βοηθίου. Οἱ ἀριθμητικοί 
ὑπαινιγμοί, τοὺς ὁποίους παρουσιάζει, τὸν ἀποδεικνύουν ἕνα καθυστερή- 
σαντα ὁπαδὸν τοῦ νεοπυθαγορικοῦ μυστικισμοῦ, πνευματικὸν γνώρισμα 
ἐκδηλούμενον ἀκόμη καὶ εἰς τὴν κατανοµἠν τοῦ μεγάλου ποιήµατος εἰς 
Ι-ἰ- 33 --- 33 --- 33 -- 100 ᾧδάς. Ὅσον ἀφορᾷ δὲ τὰς γεωμετρικὰς του γνώ- 
σεις, τὰ μόνα δείγματα τούτων ἀπαντῶνται εἰς τοὺς ἀκολούθους στίχους 
τοῦ Παραδείσου: 


α...γιὰ ἂν τρίγώνο μκορεῖς σὲ μισοκύκλα 
χωρὶς ὀρθὴ γώνιὰ ποτὲ νὰ µπάσειςν 
(Ὡδὴ ΧΠΙ, 101 -2), 
ὁ Οἱ βιογρόφοι «οῦ Ὑλοείαο ἀς Ῥέίνα Ἰωιακρίνουν εἦν φιλαργερίαν πο Ἀὰν- 


επαὶ, ἡ ὁποία τοῦ ἀφήρεσε τὴν δόδαν νὰ συγκαταριβµήση τὸν ἡρκά τῶν μεταδὺ τῶν µα- 
θητῶν του, 


Ἡ ᾿Αναγέννησις εἰς τὴν Ἰταλίαν 415 


α,, ποὺ ὣς τὰ θνητὰ μυαλὰ νογοῦν πὠς δύο 
φαρδιὲς γῶνιὲς σὲ τρίγωνα δὲν μπαίνουν» 
0Ωδὴ Χνῃ, 15), 
«Ὡς ὁ γεωμέτρης ποὺ ὅλος βυθισμένος 
τὸν κύκλο νὰ μετρήσει, μά δὲ βρίσκει 
στὸ νοῦ του τὸ θεμέλιο πού᾿χεοι ἀνάγκη» 
(0ΩὨδὴ ΧΧΧΠΙ, 131 - 5). 
Παρατηροῦμεν, τέλος, ὅτι ἴσως θἀ Έπρεπε νὰ συγκαταριθµήσωμεν 
μεταξὺ τῶν ἐπιγόνων τοῦ Λεονάρδου Πιζᾶνο καὶ τὸν Γσοπαγάο Ἀαἰπαγαὶ 
ἐκ Κρεμώνης, συγγραφέα τοῦ ἔργου ΑγςἉἌ πισίτίος ρτασίος. ᾽Αλλ᾽ ἡ σκιὰ 
νὰ κάµωµεν λόγον περὶ αὐτοῦ καὶ ἐκείνου, 


ΚΕΦΑΛΑΑΙΟΝ κιῃ 


Π ΑΝΑΓΕΝΝΗΣΙΣ ΠΕΡΑΝ ΤΩΝ ΑΛΠΕΩΝ 


Κατὰ τὐν ΧΙΙ αἰῶνα 


170. Καθ’ ὃν χρόνον οἱ συμπατριῶται τοῦ Εἰδοηποσί ἐδείκνυον ἐμ- 
πράκτως περισσότερον τὴν πρόθεσιν παρὰ τὴν δύναμιν νἁ καλλιεργήσουν 
τοὺς ἐνδόδους κλάδους τῆς ἐπιστήμης, εἰς τὴν λοικὴν Εὐρώπην ἐκ παραλ- 
λήλου ἤρχισαν νὰ διαφαίνωνται συμπτώματα ἀραιώσεως τῆς ἐπικαθημένης 
αἰωνίας ὀμίχλης, χάρις εἰς τὴν δρᾶσιν προσώπων, τῶν ὁκοίων ἡ ἀξία 
πρέπει νὰ κριθῇ, λαμβανομένης ὑπ' ὄψιν τῆς ἀθλιότητος τῆς ἐποχῆς των. 

Ἐκ τῶν πρώτων ἐμφανίζεται µία ἀπὸ τὰς αἰνιγματικάς ἐκείνας προσω- 
πικότητας, αἱ ὁποῖαι θέτουν εἰς σκληρἀν δοκιµασίαν τοὺς ἱστορικούς, 
ὅκως ἔγινε καὶ μὲ τὴν περίπτωσιν τοῦ Ἠρωνος τοῦ ᾽Αλεξανδρέως. Ὅμι- 
οῦμεν διὰ τὸν συγγραφέα τῶν ἔργων ἐκείνων, τῶν ὁποίων πλεῖστα ἀντί- 
Ίραφα ἐπεσημάνθησαν εἰς τὰς κυριωτέρας βιβλιοθήκας τῆς Εὐρώπης, 
φερόµενα ὑπὸ τὸ λατινικὸν ὄνομα Ἱοτάπηις Νεπιογατίης (κάτοικος τῶν 
δασῶν ;). Πρέπει ἄραχε, νὰ ταυτισθῇ μὲ τὸν ]ογάαπως δαχο, ὅστις διεδέχθη 
τὸ 1231 τὸν Ὠοπιίημο δαχο, ἱδρυτὴν καὶ πρῶτον ἡγούμενον τοῦ Τάγματος 
τῶν Δομινικανῶν καὶ ἀπέθανε τὸ 1236: Ἐϊναι ὁ ἴδιος συγγραφεὺς ἑνόὸς 
ἔργου φέροντος τίτλον Αἱρογίίπιυς Ώεπιοπκίταξις ; ἢ µήπως τὸ ἔργον τοῦτο 
εγράφη ἀπὸ ἕνα ἄλλο πρόσωπον, τὸν Μαβίκιογ Οεπατάνς ἢ Οεγπαπάας, 
τὸν ὁκοῖον πολλοί τείνουν νὰ ταυτίσουν πρὸς τὸν Γεράρδον τῆς Κρεµώνης, 
τὸν σοφὸν μεταφραστὴν ποὺ ἐγνωρίσαμεν ἤδη (6 114); Καὶ µία ἀκόμη 
ἀπορία' ἕνα ἀπόσπασμα, ποὺ φέρει τὸν τίτλον Ὠεπιοησίγαήο Ἰοτάσαί 4ε 
Αἰοβοτίσππο, εἶναι, ἄραγε, µέρος ἑνὸς µεγαλυτέρου ἔργου, τοῦ Ορµε Νμπισγο- 
σπι, τὸ ὁποῖον τοῦ ἀποδίδεται; ᾽Αρκεῖ ἡ ἀνωτέρω ἀπαρίθμησις, διὰ νὰ 
δείξωµεν τὰ ἱστορικά προβλήµατα, ποὺ ἀναμένουν ἀκόμη ἱκανοκοιητικὴν 
ἀκάντησιν, ἀπὸ νέας ἀναδιφήσεις τῶν ἀρχείων. 

Ὅσον ἀφορᾷ τώρα τὸν περὶ οὗ ὁ λόγος Ιοτάκαις Νεπιογασίωα ἢ ἰταλικὰ 
Οιοτάαπο ἨΝεπποτατίο, ἔχομεν νὰ παρατηρήσωμµεν, ὅτι τοῦ ἀνήκει µία θέσις : 

α) Εἰς τὴν ἱστορίαν τῆς µηχανικῆς, δι’ ἕνα χωρίον τιτλοφορούμενον 
Ώε ροπάετίδυς (περὶ σταθμῶν). 

116 
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9) Εἰς τὴν ἱστορίαν τῆς κοσµογραφίας, δι᾽ ἕνα μικρὸν ἔργον τιτλο- 
φορούµενον ῬΡἱαπίαρἰάεηώπα, ὅπου ἀποδεικγύεται γενικῶς, ὅτι εἰς τὴν 
στερεογραφικἠν προβολὴν σφαίρας οἱ κύκλοι ἀντιστοιχοῦν εἰς κύκλους, 
ἰδιότης τὴν ὁποίαν ὁ Πτολεμαῖος δὲν εἴχε διατυπώσει παρὰ εἰς εἰδικὰς 
µόνον περικτώσεις. 

ς) Εἰς τὴν ἱστορίαν τῆς ἀριθμητικῆς, δι ἕνα Ἐτγτειρίδιον ἐκδοθέν 
δύο φοράς (1496, 1514) τῇ φροντίδι τοῦ διασήµου Οἱαοσσιο είόντε ἆ’ Εἰαὶρες. 
(λατινικὰ Εαῦετ δίαρυἱεηκίς) (1455 - 1237, διδασκάλου τῆς Εεπαία τῆς 
Γαλλίας, δουκίσσης τῆς Ἑειτατα κατὰ τὴν ἐποχὴν τοῦ Ατίοπίο. Επίσης, 
δι’ ἕνα ἄλλο ἔργον Ός πιπιετίς ἀπίς, ἀναμφιβόλως ἀδιόλογον, συντόμως 
ὅμως παραμερισθὲν ἀπὸ ἄλλο τοῦ Οἰοναππί ἆς Μευτ» ἢ ας Ματίς (1310 - 
Ι160), πολὺ περισσύτερον εὐκατάληπτον καὶ διὰ τοῦτο ἀξιωθὲν μιᾶς ἐκδό- 
σεως τὸ Ι5ἱ5. Τὸ κερὶ οὔ ὁ λόγος ἔργον εἶναι συντεταγµένον κατ ἀπομί- 
µησιν τῶν Εργῶν τοῦ Νικομµάχου καὶ τοῦ Βοηθίου, εἶναι ὅμως κατά τι πλου- 
σιώτερον ὅσον ἀφορῇ τὰ διάφορα εἴδη τῶν ἀριθμῶν, τοὺς λόγους καὶ ἄνα- 
λογίας. Ὡς πρὸς τὸν τρόπον τῆς ἐκθέσεως ἔχει ὡς ὑπόδειγμα, πιθανώτατα, 
τὰ Δεδομένα τοῦ Εὐκλείδου. Παρὰ ταῦτα, ἐνῷ ὁ ἀρχαῖος γεώμέτρης 
ἐσυλλογίζετο πάντοτε ἐπὶ εὐθυγράμμων τµηµάτων, ὀνομαζομένων μὲ γράµ- 
µατα, ὁ ἰογάασπο παραιτεῖται τοῦ γεωμετρικοῦ συμβολισμοῦ, ὅκου δὲν τοῦ 
φαίνεται ἁπαραίτητος, προσανατολιζόµενος τοιουτοτρόπως πρὸς τὴν κα- 
τεύθυνσιν, ἡ ὁποία ἐπέπρωτο νά ὁδηγήση εἰς τὴν συμβολικὴν ἄλγεβραν. 
Εἰς τὸ βιβλίον Ι ὁ συγγραφεὺς ἀποδεικνύσι κατ οὐσίαν, ὅτι «δοθείσης 
μιᾶς ἐξισώσεως 2ου βαθμοῦ, δίδονται κατ’ ἀνάγκην καὶ αἱ ρίζαι της», ἔνῷ 
εἰς τὸ βιβλίον Ἡ κροέχει ἡ παρατήρησις ὅτι µία ἀναλογία εἶναι δεδομένη, 
ὅταν εἶναι γνώστοὶ τρεῖς ὅροι της, Περὶ ἀναλογιῶν ὁμιλεῖ ἐκίσης καὶ εἰς 
τὸ βιβλίον ΠΠ, ἑνῷ εἰς τὸ βιβλίον ΤΥ ἐκτίθενται, εἰς γλῶσσαν ρητορικῆς 
ἀλγέβρας, τ᾿ ἀφορῶντα τοὺς συνήθεις τρεῖς τύπους ἐξισώσεων : 
απ. -- Όχ--ς, ας, ΌὉκή-οξτσ' 


(6, ς, ἀριθμοὶ θετικοί). Ὁ (Οἰοτάαπο σημειώνει, ὅτι αἱ ἐξισώσεις τοῦ 
δευτέρου τύπου δύνανται νὰ ἔχουν δύο ρίζας. 

4) Εἰς τὴν ἱστορίαν τῆς γεωμετρίας, δι’ ἕνα ἀξιόλογον βιβλίον τιτλο- 
φορούμενον Ὠο Τεαπᾳυΐς, τὸ ὁποῖον τείνουν σήμερον νὰ ταυτίσουν μὲ 
ἕνα ἄλλο ἔργον φέρον τὸν ὀλίγον μυστηριώδη τίτλον ῬΗἱοιεενπες, ποὺ 
ἐθεωρεῖτο ἐπὶ μακρὸν ὡς ὁριστικῶς ἀπολεσθέν. Εἰς τὸ ἔργον τοῦτο θἀ στα- 
µατήσωμεν ἐπ᾽ ὀλίγον. 

411. Ἐκ τῶν εισσάρων βιβλίων, ποὺ ἀποτελοῦν τὸ ἔργον, τὰ δύο ἄνα- 
φέρονται εἰς εὐθύγραμμα σχήματα, τά δὲ λοικὰ εἰς τὸν κύκλον καὶ τὰ πολύ- 
γωνα, ἐγγεγραμμένα ἢ περιγεγραμμένα. Τὸ ὅλον ἔργον εἶναι ἀξιοσημείωτον 
διὰ τοὺς αὐστηρούς του συλλογισμούς. Ὅσον ἀφορῇᾷ τὴν πρωτοτυπίαν τοῦ 
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περιεχοµένου, δὲν εἶναι εὔκολον νὰ τὴν σταθµίσωμεν, ἀφοῦ μᾶς εἶναι ἄγνωστοι 
αἵ ἀραβικαί πηγαί, ἐκ τῶν ὁποίων ἤντλησεν ὁ συγγραφεύς. Χωρίς νὰ ἔπιχει- 
ρήσωμεν ἑξαντλητικὴν ἀνάλυσιν τοῦ ἔργου, ϐ᾽ ἀποσπάσωμεν ἀπὸ τὸ Βιβλί- 
ον ΙΥ τούτου τὰς ἀκολούθους ἀξιοσημειώτους προτάσεις : 

ἛἜστωσαν 5., ὃ, τὰ ἐμβαδὰ τῶν κανονικῶν πολυγώνων μὲ ῃ πλευράς, 
τῶν ἐγγεγραμμένων καὶ περιγεγραμµένων ἀντιστοίχως εἰς κύκλον ἀκτῖνος τ. 
Ἔστωσαν ϱ., Β, αἱ ἀντίστοιχοι περίµετροι. Θά ἔχωμεν γενικῶς : 


”ς οσο 
λ. Ἡ 
καί, ἐὰν εἶναι α ὸ πι, 
δ, δα 2 β" βα 
87 δαι'Ῥ.. δι 
.. κά 


᾽Απαντῶμεν ἐπίσης εἰς τὸ αὑτὸ βιβλίον µίαν λύσιν τοῦ προβλήματος 
τῆς τριχοτοµήσεως τῆς γωνίας, ἐπὶ τῇ βάσει τῆς ὁκοίας λαμβάνεται: µία 
κογχοειδἠς τοῦ κύκλου. Τοῦ προβλήματος τοῦ διπλασιασμοῦ τοῦ κύβου 
ὁ συγγραφεὺς ἀρκεῖται νὰ ἐκβέστῃ τὰς γνωστάς λύσεις τῶν ἁρχαίων ἑλλή- 

Τέλος ἐξαίρομεν τὴν παρουσίαν τοῦ ἀκολοσύθου τύκου, ὁ ὁποῖος παρέχει 
(κατὰ τὸν συγγραφέα) τὴν πλευρὰν ᾖ, κανονικοῦ ῃ-- γώνου, ἐγγεγραμμένου 
εἰς κύκλον ἀκτνοςτ; 


Προσθέτοµεν ὅτι ὁ τύπος εἶναι, ἀκπλούστατα, προσεγγιστικὸς καὶ ἄγει 
εἰς τὴν παραδοχήν : 
π ο) 
τα ών. (π-- αλ ό 
Δὲν εἶναι ἐν γένει ἀληθής, ἀλλὰ παρατηροῦμεν ὅτι ὁδηγεῖ εἰς ἀποτελό- 
σµατα μαθηματικῶς ἀκριβῆ διά π -- 1,4, 6' ἐνῷ διά Ἡ -- 7 ἄγει εἰς τὴν σχέσιν: 


. -- Ι 
ὉπἘἩ.͵.. ὃ, ι ' - ---- ͵ 
ᾗ 2 " ἤτοι .. 


γνωστὴν ἤδη εἰς τὸν ΑΌι { Ἠ]α[α, Τὴν σχέσιν αὐτὴν καλεῖ ὁ Οἰοτάαπο 
«ἰνδικὸν κανόνα», δίδων κατ’ αὐτὸν τὸν τρόπον τὴν ὑπόνοιαν, ὅτι κατὰ τὴν 
συγγραφἠν τοῦ βιβλίου του ἤντλησεν ἐκ πηγῶν τῆς ᾿Ανατολῆς. 
Προκύπτει ἐκ τῶν ἀνωτέρω ὅτι ὁ Οἰτοάαπο ὑπκῆρξε μαθηματικός, ὄχι 
βέβαια τοῦ ἀναστήματος τοῦ Ἰεοπαγάο Εὔροπαοσςί, ἀλλ’ ἐπαρκῶς πληροφο- 
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ρηµένος περὶ τῆς ἐπιστήμης τῆς ἐποχῆς του καὶ (κανὸς νὰ ἐπιφέρῃ προσθή- 
κας εἰς ἐκεῖνα ποὺ ἔμαθεν ἀπὸ τοὺς διδασκάλους του. 


174. Κατὰ τὴν διάρκειαν τοῦ αἰῶνος, περὶ τοῦ ὁποίου ὁμιλοῦμεν, ἕνεφα- 
νίσθη εἰς τὴν ᾽Αγγλίαν µία προσωπικότης κρώτης τάξεως, ἡ ὁποία, ἂν δὲν 
ἡμποδίζετο ἀπὸ ἀντιξόους περιστάσεις, ἦτο ἱκανὴ νὰ εἴχεν ἁποτυκώσει εἰς 
τὰς φυσικάς ἐπιστήμας τὴν µόνην ἀσφαλῆ µέθοδον, τῆς ἐμπειρίας καὶ τῆς πα- 
ρατηρήσεως, Ὁμιλοῦμεν διὰ τὸν Ρογῆρον Βάκωώνα (Ῥομες Βαςοπ). Γεν- 
νηθεὶς περὶτὸ 1214 εἰς τὴν κοµητείαν τοῦ δοπηπιδεσεῖ, ἀκέθανεν εἰς Οχ[οτά τὴν 
12ην Ἰουνίου 1294. Μετά τὸ πέρας τῶν σπουδῶν του εἰς ΟχΓοτά, ᾖλθεν εἰς 
Παρισίους, ὅπου διέµεινεν ἀπὸ τοῦ 1244 ἕως 1252 εἰσελθὼν εἰς τὸ μοναχικὸν 
τάγμα τῶν Φραγκισκανῶν, Τοιαύτη ἀπόφασις κρέπει ν᾿ ἀπέβη μοιραία δι’ αὖ- 
τόν, διότι ἐξ ὅλων τῶν θρησκευτικῶν κοινοβιακῶν θεσμῶν οὐδείς ἄλλος ἧτο 
τόσον ὀλίγον ἐπιρρεπὴς πρὸς τὴν ἐπιστημονικὴν µελέτην καὶ ἔρευναν, ὅσον 
ὁ στεγαζόµενος ὑπὸ τὸ ὄνομα τοῦ πτωχούλη τῆς ᾿Ασίζης. Πολὺ διάφορος θὰ 
ἦτο ἡ τύχη του ἐὰν εἶχεν ἐκλέξει τὸ τάγμα τῶν Δομινικανῶν, τὸ ὁποῖον 
ἀνεδείχθη ὑπέροχον μὲ τὸ νά ἐκθρέψῃ εἰς τοὺς κόλπους του ἄνδρας ἔπιφα- 
γεῖς, ὅπως ὁ Αλβέρτος ὁ Μέγας (1193 - 1280) καὶ ὁ Θωμᾶς ὁ ᾿᾽Ακινᾶτος 
(1226 - 1774]. 

Βαθὺς γνώστης τῶν κλασσικῶν γλωσσῶν καὶ ἱκανὸς νὰ κατανοῇῦ ἀρα- 
Ρικά κείµενα, εἶχεν ὅλα τὰ προσόντα νὰ ἐρευνήση ὑλόκληρον τὴν ἐπιστημο- 
νικὴν Τραμµατείαν τῆς ἐποχῆς του. ᾽Αλλά πνεῦμα ἀνεξάρτητον ὅπως ἦτο, 
ἔλαβε θέσιν ἑναντίον τῶν τάσεων τῆς παιδείας τῆς ἐποχῆς του, ἡ ὁποία 
ἐστηρίζετο ἀκοκλειστικῶς εἰς τὴν αὐθεντίαν τῆς παραδόσεως. Εἰς τὴν στά- 
σιν του αὐτὴν ὀφείλαι ὅλας τὰς κακοτυχίας του, εἰς τὰς λεπτοµερείας τῶν 

Μολονότι εἰς τὰ ἔργα τοῦ Βάκωνος µαταίως θ᾽ ἀνεζητοῦντο συμβολαὶ 
εἰς τὰς µαθηµατικάς µας γνώσεις, ἐν τούτοις ἀπαντῶμεν µερικάς σκέψεις 
αἱ ὁποῖαι δὲν εἶναι ξέναι πρὸς τὸ ἀντικείμενον τῆς παρούσης ἱστορίας, Εἰς 
τὸ περίφηµον π.χ. ἔργον του Όρις Τετίίαπι προβαίνει εἰς µίαν δήλωσιν, ἡ 
ὁποία εἰκονίζει πόσον χαμηλὸν ἦτο τὸ ἐπίπεδον τῶν γεωμετρικῶν γνώσεων 
κατὰ τὸν ΧΠΙ αἰῶνα; ἀφοῦ προβῇ εἰς τὴν διαπίστωσιν ὅτι δὲν ὑπάρχουν 
διδάσκαλοι τῶν μαθηματικῶν, προχωρεῖ εἰς τὴν δήλωσιν, ὅτι αὐτὸς ὁ ἴδιος 
ἦτο εἰς θέσιν νὰ ἐκμάθῃ μόνος του, εἰς διάστηµα οὐχὶ ὁλοκλήρου ἑβδομάδος, 
ὁλόκληρον τὴν γεωµετρίαν, 'Ὑπάρχει δὲ τούτου µία ἐπιβεβαίωσις εἰς ἕνα 
ἐδάφιον τοῦ αὐτοῦ ἔργου, ἀναφερόμενον εἰς τὸ πρόβλημα (γνωστὸν ἤδη 
πρὸ αὐτοῦ) τῆς συμπληρώσεως τοῦ χώρου πέριξ ἑνός σημείου µέσῳ κανονι- 
κῶν πολυέδρων, Εξ αὐτοῦ συνάγεται πλήρης ἄγνοια τῆς διαφορᾶς μεταξὺ 
ἑδρῶν καὶ διέδρων μιᾶς στερεᾶς γωνίας. Ὁ συγγραφεὺς σημειώνει, πράγματι, 
τὴν δυνατότητα χωρισμοῦ τοῦ διαστήματος εἰς κελλία κυβικοῦ σχήματος. 
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Τότε εἷς ὅλα τὰ σημεῖα τοῦ διαστήματος συγκεντροῦνται ὀκτώ τοιαῦτα 
πολύεδρα καὶ μάλιστα πἑριξ ἑκάστου σημείου εὑρίσκονται ὀκτὼ τρισορθο- 
γώνια τριέδρα, τῶν ὁποίων αἱ ἔδραι δίδουν ἐν ὅλῳ 24 ὀρθάς γωνίας. Λοιπὸν 
(οὕτω συλλογίζεται ὁ Βάκων) ἀφοῦ αἱ ἔδραι τῆς στερεᾶς γωνίας ἑνὸς τετρα- 
έδρου δίδουν ἄθροισμα δύο ὀρθῶν, ἐνώνοντες 12 θὰ λάβωμεν ἀκριβῶς 24 
ὀρθάς' ἐντεῦθεν προκύπτει, κατ αὐτόν, ἡ δυνατότης νὰ διαχωρίσωµεν τὸν 
χῶρον εἰς κανονικἀ τετράεδρα. Ἐντελῶς ἀναλόγως, ἀφοῦ αἶ ἔδραι τοῦ γῶνιο- 
ειδοῦς ἑνὸς ὀκταέδρου δίδουν ἄθροισμα 8/3 τῆς ὀρθῆς γωνίας, ἐνώνοντες 9, 
φθάνοµεν, πάντοτε κατὰ Βάκωνα, εἰς τὸ ἐπιθυμητὸν ἀποτέλεσμα. Είναι 
παράξενον πῶς ὁ διανοούμενος, ὁ δικαίως γενόμενος διάσηµος ὥς εἴσηγη- 
τὴς τῆς πειραματικῆς μεθόδου, δὲν ἐσκέφθη νὰ προστρέξῃη εἰς ἕνα εὐκο- 
λώτατον πείραμα, τὸ ὁποῖον ἢ θά ἐπεκύρωνε τὴν ἀλήθειαν τῶν συµπερασµά- 
των του ἢ θά τοῦ ἀκεκάλύπτε τὴν πλάνην | 


473, ᾽Αμεσώτερον ἐἑνδιαφέρον διὰ τὰς ἀκριβεῖς ἐπιστήμας ἐπίδειξεν 
ἵἕνας ἄλλος ᾿Αγγλος, ὁ ]οΐη Ἠο]γγιοσά, γνωστὸς εἰς τὴν ἠπειρωτικὴν Εὐρώπην 
ὑπὸ τὸ ὄνομα Οἰοναππί βασγοῦοκσο (καραφθαρὲν εἰς δασγοδυςίο). Ἐφοίτη- 
σεν εἰς τὸ πανεκιστήµιον τοῦ Οκ[γος, ἐδίδαξεν ἔπειτα εἰς τὸ πανεκιστήµιον 
τῶν Παρισίων καὶ ἀπέθανεν εἷς τὴν πόλιν αὐτὴν τὸ 1244 ἢ 1256, ἀπκοθίσας 
τὴν φήμµην του εἰς ἕνα βιβλίον στοιχειώδους ἀστρονομίας τιτλοφορούµενον 
Ός Βρίπετα Μιπάϊ, τὸ ὁποῖον ἐχρησίμευσεν ὡς διδακτικὸν βιβλίον εἰς ὅλην 
τὴν Εὐρώκην κατὰ τὸν Μεσαίωνα καὶ διά τοῦτο ἔτοχεν ἐπανειλημμένων 
ἐκδόσεων καὶ πολυαρίθµων ἑρμηνευτικῶν σχολίων". (Εἰς τὴν Γεττατα 
ἐξεδόθη τὸ 1472 τῇ φροντίδι τοῦ 1.εγέίγε, βλ. ὃ 170). 

Τὸ ὄνομα τοῦ βαοτοῦοκσςο φέρει ἀκόμη ἕνα ἄλλο ἔργον εἷς στίχους: 
Τγαςκίω ἆς Αγίο Νυπιεγαπάϊί (Μαθήματα περὶ τῆς τέχνης τῶν ἀριθμῶν). 
Πρόκειται περὶ συλλογῆς πρακτικῶν κανόνων μὲ ἁπλοποιημένην ἐκφώνησιν, 
εἰς χρῆσιν ἐκείνων οἱ ὁκοῖοι εὑρίσκοντο εἰς τὴν ἀνάγκην νἁ ἐκτελοῦν πρά- 
ξεις, οἷαι αἱ ἀκόλουθοι : ἀρίθμησις, πρόσθεσις, ἀφαίρεσις, ἡμιάθροισις 
(αιδἀἰα[ἰο), διπλασιασμὸς (ἀαρίαίο), πολλαπλασιασμός, διαίρεσις, προόδευ- 
σις (ρεομτεβδίο, δηλαδὴ ὑπολογισμὸς ἀθροίσματος διαδοχικῶν ὅρων τῆς 
φυσικῆς σειρᾶς), ἐξαγωγὴ (εχίγαςο). Ὅτι τὸ ἀριθμητικὸν αὐτὸ ἐγκόλπιον 
εἴχεν ἐπιτυχίαν, μὴ ὑπολειπομένην ἐκείνης τὴν ὁποίαν εἶχε τὸ ἄστρονομι- 
κὀν ἐγχειρίδιον τοῦ ἰδίου συγγραφέως, ἀποδεικνύεται ἀπὸ τὰ ἀναρίθμητα 
ἀντίτυπα καὶ σχόλια τούτου, ποὺ ἀπαντῶνται εἰς τὰς κυριωτέρας γερμανικὰς 
βιβλιοθήκας. Ἕνα σχόλιον μάλιστα, ὀφειλόμενον εἰς τὸν δομινικανὸν 
Εμνομαμοτης Ὀανύρα χρονολογούμενον ἀπὸ τοῦ Ἰσυλίου 1291, εἶχε 


 Μεταδὺ τῶν σχολιαστῶν ἀδιομνημόνευτος εἶναι ὁ Εταρσεφοο διαδΗ, γνωστὸς γε- 
γιος ὑπὸ τὸ ὄνομα «σεσο ἀ' Αποο (γενν. περὶ τὸ 1250, ἀποῦ. εἰς Φλαρεντίαν τὴν Ίσην 
Σεπτεμβρίου 11217], τοῦ ὁποίου τὰ σχόλια ἐτυπώθησαν εἰς Ἡασιλείαν τὸ 1485. 
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τὴν τιμὴν νἁ δοθῇ εἰς τὸν τύπον ἐπὶ τῶν ἡμερῶν μας. Πρόκειται περὶ 
ἑνὸς σχολαστικοῦ κειµένου, προοριζοµένου διὰ τοὺς φοιτητὰς τῶν ὅδα- 
νικῶν πανεπιστημίων, οἱ ὁποῖοι ἔπρεπε νὰ τὸ ἔχουν διαρκῶς κρὸ ὀφθαλ- 
μῶν. Οἱ ἐκτιθέμενοι κανόνες συνοδεύονται μὲ εὐνοϊκά παραδείγματα. Ἑξαί- 
Ροµεν ἰδιαιτέρως τὴν διδοµένην ἐξήγησιν τῆς λέξεως (εσᾳα, ποὺ χρησι- 
μοποιεῖ ὁ Ῥαογοῦοκοο διὰ νὰ δηλώσῃ τὸ μηδέν, ἐξήγησιν στηριζοµένην͵ 
κατά τὸν σχολιαστήν, εἰς τὸ γεγονός, ὅτι μὲ τὴν λέξιν αὐτὴν ὠνομάζετο ἡ 
στρογγύλη σιδηρᾶ ράβδος, μὲ τὴν ὁποίαν, εἰς μερικὰς χώρας, ἑστιγμάτιζον 
εἰς τὸ µέτώωπον ἢ τὴν παρειὰν τοὺς κακοποιούς, 

Κατά τὴν διάρκειαν τοῦ αὐτοῦ αἰῶνος συνεγράφησαν ἄλλα δύο μέτρια 
ἔργα, ἕνα ἐπὶ τοῦ ἀλγορίθμου (δηλαδἡ τοῦ ἀριθμητικοῦ λογισμοῦ) καὶ ἕνα 
ἄλλο ἐπί τῆς γεωμετρίας, " ερα ἐδημοσιεύθησαν τὸ [882 ὑκὸ τοῦ ο, 
Ηεπεγ καὶ εἶναι ἀξιόλογα ὄχι τόσον διὰ τὴν ἐσωτερικήν των ἀξίαν, ὅσον 
διὰ τὸν λόγον ὅτι εἶναι τὰ πρῶτα, µέχρι τῆς ὥρας γνωστά, ποὺ ἐγράφησαν 
εἰς τὴν γαλλικήν.Τὴν ἰδίαν ἐποχήν, ἐπίσης εἰς τὴν Γαλλίαν, ἔζησεν ὁ κερί- 
φημος Βικέντιος ὁ ἐκ Μπωβαὶ (Υ]ποεαι όε Βεκυναῖς, λατινικά Ὑἱποσηίμε 
Βεἰ]ονασεηαίς, γεννηθεὶς ἐντὸς τῆς δεκαετίας 1184 - 1194 καὶ ἀκοθανὼν ὁλί- 
Τον μετὰ τὸ 1260). Γνωρίζων τὴν λατινικὴν καὶ ἑλληνικήν, τὴν ἀραβικὴν 
καὶ ἑβραϊκήν, ἥτο εἰς θέσιν νὰ μελετῇ ὅ,τι εἶχε γραφῆ µέχρι τῆς ἐποχῆς 
του, Μέλος τοῦ τάγµατος τῶν Δομινικανῶν καὶ ἑπόπτης τῆς Βιβλιοθήκης 
τοῦ Λουδοβίκου ΤΧ, ἀνέλαβε τὴν διαπαιδαγώγησιν τῶν υἱῶν τοῦ βασιλέως, 
Ἐντεῦθεν Φρμήθη εἰς τὴν συγγραφἠν μιᾶς κολοσσιαίας ἐγκυκλοπαιδείας, 
ἡ ὁποία, εἰς τὰ πολλὰ ἀντίτυπα κοὺ εἶναι γνωστά, φέρει διάφορα ὀνόματα, 
ὅπως Παγκόσμιος Βιβλιοθήκη (ΒιὔΗἱοίοσα Μιπάῦ, Μείζων 
καθρύόπτης (δρεσι]απι Μα]υς) Τριπλοῦς καθρέπτης (Άρεσοι- 
Ίωπι Τπρίεκ). Σχετικὸν μὲ τὰ ἀντικείμενα ποὺ μᾶς ἐνδιαφέρουν εἶναι τὸ 
µύρος τὸ τιτλοφορούµμενον Ἐπιστημονικὸς καθρέπτης (8ρε- 
ου]ωπι ἁοςιτίπαίς), διότι περιλαμβάνει µίαν σύνοψιν τῶν μαθηματικῶν τῆς 
ἐποχῆς του, Γραφὲν κατ’ ἀπομίμησιν τῶν σχολαστικῶν προτύπων, δὲν πε- 
ριλαμβάνει καινοτοµίας ἀξίας ἰδιαιτέρας µγείας. Ἕνας ἐνθουσιώδης βιο- 
γράφος τοῦ Βικεντίου παρακινεῖ διὰ θερμῶν λόγων τοὺς ἀναγνώστας του 
νὰ ἐπιδοθοῦν εἰς τὴν µελέτην τοῦ ἐπιβλητικοῦ, εἰς µέγα φύλλον, περι»- 
χοµένου τοῦ Μείζονος καθρέπτου. Εἰς ἡμᾶς λείπει τὸ θάρρος 
νὰ δώσώωµεν παροµοίαν συμβουλἠν πρὸς τοὺς ἀναγνώστας µας, ἔστω καὶ ἂν 
περιορίσωµεν αὐτὴν µόνον εἰςτὸν Ἐπιστημονικὸν καθρέπκτην. 


Κατά τὸν ΧΙΥ αἰῶνα 


174. Ὁ ΧΙΝΥ αἰὼν παρουσιάζει, ὑπὸ ἔποψιν πνευματικῆς ἀναπτύξεως, 
φυσιογνωµίαν μὴ διαφέρουσαν τῆς προηγουµένης, ἂν ὄχι δι’ ἄλλον λόγον, 
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Ἠ ᾿Αναγέννησις πέραν τῶν "Αλπεων 311 
τὴν τιμὴν νἁ δοθῇ εἰς τὸν τύπον ἐπὶ τῶν ἡμερῶν μας. Πρόκειται περὶ 
ἑνὸς σχολαστικοῦ κειµένου, προοριζοµένου διὰ τοὺς φοιτητὰς τῶν ὅδα- 
νικῶν πανεπιστημίων, οἱ ὁποῖοι ἔπρεπε νὰ τὸ ἔχουν διαρκῶς κρὸ ὀφθαλ- 
μῶν. Οἱ ἐκτιθέμενοι κανόνες συνοδεύονται μὲ εὐνοϊκά παραδείγματα. Ἑξαί- 
Ροµεν ἰδιαιτέρως τὴν διδοµένην ἐξήγησιν τῆς λέξεως (εσᾳα, ποὺ χρησι- 
μοποιεῖ ὁ Ῥαογοῦοκοο διὰ νὰ δηλώσῃ τὸ μηδέν, ἐξήγησιν στηριζοµένην͵ 
κατά τὸν σχολιαστήν, εἰς τὸ γεγονός, ὅτι μὲ τὴν λέξιν αὐτὴν ὠνομάζετο ἡ 
στρογγύλη σιδηρᾶ ράβδος, μὲ τὴν ὁποίαν, εἰς μερικὰς χώρας, ἑστιγμάτιζον 
εἰς τὸ µέτώωπον ἢ τὴν παρειὰν τοὺς κακοποιούς, 

Κατά τὴν διάρκειαν τοῦ αὐτοῦ αἰῶνος συνεγράφησαν ἄλλα δύο μέτρια 
ἔργα, ἕνα ἐπὶ τοῦ ἀλγορίθμου (δηλαδἡ τοῦ ἀριθμητικοῦ λογισμοῦ) καὶ ἕνα 
ἄλλο ἐπί τῆς γεωμετρίας, " ερα ἐδημοσιεύθησαν τὸ [882 ὑκὸ τοῦ ο, 
Ηεπεγ καὶ εἶναι ἀξιόλογα ὄχι τόσον διὰ τὴν ἐσωτερικήν των ἀξίαν, ὅσον 
διὰ τὸν λόγον ὅτι εἶναι τὰ πρῶτα, µέχρι τῆς ὥρας γνωστά, ποὺ ἐγράφησαν 
εἰς τὴν γαλλικήν.Τὴν ἰδίαν ἐποχήν, ἐπίσης εἰς τὴν Γαλλίαν, ἔζησεν ὁ κερί- 
φημος Βικέντιος ὁ ἐκ Μπωβαὶ (Υ]ποεαι όε Βεκυναῖς, λατινικά Ὑἱποσηίμε 
Βεἰ]ονασεηαίς, γεννηθεὶς ἐντὸς τῆς δεκαετίας 1184 - 1194 καὶ ἀκοθανὼν ὁλί- 
Τον μετὰ τὸ 1260). Γνωρίζων τὴν λατινικὴν καὶ ἑλληνικήν, τὴν ἀραβικὴν 
καὶ ἑβραϊκήν, ἥτο εἰς θέσιν νὰ μελετῇ ὅ,τι εἶχε γραφῆ µέχρι τῆς ἐποχῆς 
του, Μέλος τοῦ τάγµατος τῶν Δομινικανῶν καὶ ἑπόπτης τῆς Βιβλιοθήκης 
τοῦ Λουδοβίκου ΤΧ, ἀνέλαβε τὴν διαπαιδαγώγησιν τῶν υἱῶν τοῦ βασιλέως, 
Ἐντεῦθεν Φρμήθη εἰς τὴν συγγραφἠν μιᾶς κολοσσιαίας ἐγκυκλοπαιδείας, 
ἡ ὁποία, εἰς τὰ πολλὰ ἀντίτυπα κοὺ εἶναι γνωστά, φέρει διάφορα ὀνόματα, 
ὅπως Παγκόσμιος Βιβλιοθήκη (ΒιὔΗἱοίοσα Μιπάῦ, Μείζων 
καθρύόπτης (δρεσι]απι Μα]υς) Τριπλοῦς καθρέπτης (Άρεσοι- 
Ίωπι Τπρίεκ). Σχετικὸν μὲ τὰ ἀντικείμενα ποὺ μᾶς ἐνδιαφέρουν εἶναι τὸ 
µύρος τὸ τιτλοφορούµμενον Ἐπιστημονικὸς καθρέπτης (8ρε- 
ου]ωπι ἁοςιτίπαίς), διότι περιλαμβάνει µίαν σύνοψιν τῶν μαθηματικῶν τῆς 
ἐποχῆς του, Γραφὲν κατ’ ἀπομίμησιν τῶν σχολαστικῶν προτύπων, δὲν πε- 
ριλαμβάνει καινοτοµίας ἀξίας ἰδιαιτέρας µγείας. Ἕνας ἐνθουσιώδης βιο- 
γράφος τοῦ Βικεντίου παρακινεῖ διὰ θερμῶν λόγων τοὺς ἀναγνώστας του 
νὰ ἐπιδοθοῦν εἰς τὴν µελέτην τοῦ ἐπιβλητικοῦ, εἰς µέγα φύλλον, περι»- 
χοµένου τοῦ Μείζονος καθρέπτου. Εἰς ἡμᾶς λείπει τὸ θάρρος 
νὰ δώσώωµεν παροµοίαν συμβουλἠν πρὸς τοὺς ἀναγνώστας µας, ἔστω καὶ ἂν 
περιορίσωµεν αὐτὴν µόνον εἰςτὸν Ἐπιστημονικὸν καθρέπκτην. 


Κατά τὸν ΧΙΥ αἰῶνα 


174. Ὁ ΧΙΝΥ αἰὼν παρουσιάζει, ὑπὸ ἔποψιν πνευματικῆς ἀναπτύξεως, 
φυσιογνωµίαν μὴ διαφέρουσαν τῆς προηγουµένης, ἂν ὄχι δι’ ἄλλον λόγον, 
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διότι καὶ κατὰ τὸν αἰῶνα τοῦτον οἱ Παρίσιοι ἀποτελοῦν τὴν πρωτεύουσαν 
ἑστίαν τοῦ κόσμου τῶν διανοουμένων, Ἔξ ὅσων μάλιστα πρόκειται νὰ ἐκθέ- 
σωµεν, θὰ προκύψη τὸ συμπέρασμα ὅτι ἀκόμη καὶ ἄλλαι χῶραι ἔδωσαν ἁπιὰ 
δείγµατα ἐνδιαφέροντος διὰ τοὺς ἀριθμοὺς καὶ τά σχήματα. 

Εἰς τὴν ᾽Αγγλίαν ἐπισύρει τὴν προσοχήν µας ὁ Τµβοπιας Βγιάνακάία, 
εἴτε λόγῳ τῆς σοφίας του, εἴτε λόγῳ τῆς ὑψηλῆς θέσεως τὴν ὁποίαν κατεῖχεν 
εἰς τὴν ἐκκλησιαστικὴν [εραρχίαν, Γεννηθεὶς εἰς Ηαγι{ε]ά (πλησίον τοῦ 
Οπής ιςκίες) τὸ 1290, διωρίσθη εἰς ἡλικίαν 35 ἐτῶν απρόκτωρ» (ργοςῖος) τοῦ 
πανεπιστημίου τοῦ Οχ[οτά καὶ χάρις εἰς τὰ ἐμπεριστατωμένα μαθήματά του 
ἀπέκτησε τοιαύτην καὶ τοσαύτην ὑκόληψιν, ὥστε νὰ τοῦ ἀξίζῃ τὸ κολακευ- 
τικὸν παρωνύµιον αἀοσίογ ργο[απάα5ν (βαθὺς ἐπιστήμων]), μὲ τὸ ὁποῖον ἆχο- 
καλεῖται ἀκόμη σήμερον. 

Μετὰ πἀροδον δωδεκαετίας ὠνομάσθη γενικὸς γραμματεὺς τῆς ἐκκλη- 
σίας τοῦ Αγίου Παύλου εἰς τὸ Λονδῖνον, ὅπου ἐξελάγη ἴσως ὡς ἐξομολογητὴς 
τοῦ βασιλέως. ᾿Αρχιδιάκονος τοῦ Νοιπής]ι τὸ | 141, ἀνακαλεῖται τὸ ἑπόμενον 
ἔτος εἰς Λονδῖνον ὡς ἀρχιεπίσκοπος τοῦ Καντέρμπιουρι. Ὀλίγον ὅμως 
μετὰ τὴν ἐκίσημον ἀνακήρυξίν του, ἀπέθανεν ἐκ κανώλους (26 Αὐγούστου 
1341]. 

Εἰς τὴν ἱστορίαν τῶν μαθηματικῶν ὁ Βγαάναγάίη ἀναγράφεται, διὰ τὰ 
ἑξῆς ἔργα του: Τγαςίπέως ες ργοροτίοπίδας (περὶ ἀναλογιῶν), Ός ααάγα- 
ντα οἰτου]! (περὶ τετραγωνισμοῦ τοῦ κύκλου), Αγιησιίσα Βρεςμἱαίνα (θεω- 
ρητικἡ ἀριθμητική), Οεοπιείτία δρεσαἱαίγα (θεωρητικἡ γεωμετρία). Ὅλα 
ἐτυπώθησαν εἰς Παρισίους, τά δύο πρῶτα τὸ 1405, τὰ δὲ δύο ἄλλα, τὸ 
Ι902 καὶ 1530, ᾿Ανέκδοτον παραμένει ἀκόμη ἕνα ἔργον του Ττασίαίις ἁο 
οοπ!ίπυο (περὶ συνεχείας) ὅπου ἀπαντῶνται θεωρίαι ἐπὶ τῆς γωνίας συν- 
επαφῆς, ἐμπνευσθεῖσαι ἴσως ἀπὸ τὸν Οἰοναππί (απιραπο καὶ τὸν Οἰοτάασπο 
Νεπιοτατίο, ὡς ἐπίσης ἕνα πρῶτον δοκίµιον ταξινοµήσεως τῶν ἀπείρων εἰς 
διαφόρους τάξεις, πρᾶγμα ἐμφανίζον τὸν Βταδψατάϊα ὡς μακρυνὸν πρόδρο- 
μον ἐκείνου, ὁ ὁποῖος ἐδημιούργησε τὴν θεωρίαν τῶν 
ἀριθμῶν» (ποτιῦτες ἱγαπαζτηίκ), δηλαδἡ τοῦ ϱ. Οαπίος (1845 - 1918). 

Μεταξὺ τῶν ἐκδοθέντων ἔργων τοῦ ἐπιστήμονος ἱεράρχου, ἐκεῖνο τὸ 
ὁποῖον παρουσιάζει τὴν µεγαλυτέραν πρωτοτυπίαν εἶναι ἡ «Θεωρητικὴ 
Ὑεωμετρία». Ἐκ τῶν 4 βιβλίων ποὺ ἀποτελοῦν τὸ ὅλον ἔργον, τὸ ἵ κραγµατεύ- 
εται τὰ ἀστεροειδῆ πολύγωνα (46 ΓΠιρασὶς ααμυἰατίς ερτοάἰεα(υας), ποὺ εἶγεν 
ἐξετάσει καὶ ὁ «απιραπο, ἀλλὰ εἷς μεγαλυτέραν γενικότητα, παράγων 
αὐτὰ διὰ προεκτάσεως τῶν πλευρῶν κορτῶν πολυγώνων καὶ προτείνων µίαν 
λογικὴν ταξινόµησιν, ἐγκαινιάζων δὲ ἐν συνεχείᾳ τὴν ἔρευναν τοῦ ἀθροί- 
σµατος τῶν γωνιῶν τῶν, τὴν ὁποίαν ἐπέπρωτο νὰ φέρῃ εἰς πέρας ὁ Ι.. Ῥοΐηκοι 
κατὰ τὰς ἀρχάς τοῦ ΧΙΚ αἰῶνος. 

Εἰς τὴν θεωρίαν τῶν ἰσοπεριμέτρων, βάσει τῶν ἰδεῶν τοῦ ἕλληνος 


ἩΗ ᾿Αναγήννησις τέραν οῦν Άλπεων 323 


Ὑεωμέτρου Ζηνοδώρου (8 55), ἀφιεροῦται τὸ Βιβλίον Π. Εἰς τὸ ΠΙ, τὸ ὁποῖον 
ἀφορᾷ τοὺς λόγους καὶ τὰς ἀναλογίας, ἐκτὸς μερικῶν θεωριῶν ἐπὶ τῶν γεω- 
μετρικῶν ἀσυμμέτρων, εὑρίσκομεν µίαν ἀνάκτυξιν τοῦ προβλήματος τοῦ 
τετραγὠνισμοῦ τοῦ κύκλου, ἐμπνευσμένην ἀπὸ τὸ παρόµοιον ὑπόμνημα 
τοῦ ᾿Αρχιμήδους, 

Εἰς τὴν σφαῖραν, τοὺς μικροὺς καὶ μεγάλους κύκλους της καὶ εἰς τὰ 
κανονικά πολύεδρα, τὰ ὁποῖα δύνανται νὰ ἐγγραφοῦν εἰς αὐτήν, ἀναφέρεται 
τὸ τολαυταῖον βιβλίον τοῦ ἰδίου ἔργου", τὸ ὁποῖον --- διά νὰ συνοψίσωµεν 
τὴν ἐντύπῶσιν ποὺ προξενεῖ εἰς τοὺς ἀναγνώστας ---ἐμφανίζει τὸν Βταά- 
Ναγάίη ὡς µακρυνόν, ἀλλ' ὄχι εὐκαταφρόνητον μαθητὴν τῶν κορυφαίων 
'γεωμετρῶν τῆς Ἑλλάδος, 

Σομπατριῶται καὶ σύγχρονοί του εἶναι : ὁ Κομες (ἢ Ιοἶνα) 8αἱκφείὰ, 
καθηγητἠς εἰς τὸ Πανεπιστήμιον τοῦ Οχίοτά καὶ µέλος (1350) τοῦ Τάγματος 
Σιστερσιανῶν (αἰπίογοίαα οτάστ), καὶ ὁ ]οἶνα Μαυάυίῦν, διδάξας εἰς Οκίοτά 
κατὰ τὴν περίοδον 1306 - 1340. Τοῦ πρώτου γίνεται μνεία δι’ ἐργασίας του 
ἀκὶ ἀστρονομικῶν ὑπολογισμῶν, τοῦ δευτέρου δι᾽ ἔργα ἀναφερόμενα εἰς τὴν 
τριγωνοµετρίαν, θεωρουµένην ὄχι ὡς ἐπιστήμην αὐὑτόνομον καὶ ἀνεξάρτητον, 
ἀλλὰ μᾶλλον ὡς θεραπαινίδα τῆς ἀστρονομίας. 

Ἔξ αὐτῶν ἤντλησεν ἐμπνεύσεις ὁ Εἰσίατά Ἰα[πρίοτά, ὁ ὁποῖος ἐγεν- 
νήθη τὸ 1222 καί, καρὰ τὴν τακεινἠν του καταγωγήν, ἀνῆλθεν τὸ ἔτος 
1336 εἰς τὸν βαθμὸν τοῦ ἡγουμένου τοῦ "Αγίου ᾽Αλβανοῦ. Πληγεὶς ἐκ λὲ- 
πρας, ἡ ὁποία τοῦ ἑστέρησε τὴν ὅρασιν, ἀπέθανε τὴν 23ην Μαΐου 1345 Ἕνα 
μόνον ἔργον του ἔτυχε µέχρι τοῦδε τῆς τιμῆς τῆς ἐκδόσεως, τὸ Οκ ἁτίραγτ]- 
ἴππι 68 κἰηίθως ἀεπιοασίγαῖς (τὰ περὶ ἡμιτόνων εἰς τέσσαρα µέρη). Πρόκειται 
περὶ ἔργου μικροῦ εἰς ὄγκον, ἀλλ’ ἀξιολόγου, διότι ἐκπροσωπεῖ τὸ πρῶτον 
Ριβλίον τριγὠνοµετρίας, ποὺ εἶδε τὸ φῶς εἰς τὴν χριστιανικἠν Εὐρώπην, 
καὶ ἐκθέτει μὲ σαφήνειαν καὶ αὑστηρότητα ὅσα εἶναι συνήθως χρήσιμα διὰ 
τὴν ἐκτέλεσιν ἀστρονομικῶν ὑπολογισμῶν. 

175. Εἶναι ἀληθὲς ὅτι ἀπὸ τοῦ 1321 εἶχεν ἐμφανισθῇ ἕνα ἔργον τῆς αὖὐ- 
τῆς φύσεως, ἀλλ εἶχε γραφῆ εἰς τὴν ἑβραϊκὴν καὶ µετεφράσθη εἰς τὴν 
λατινικὴν µόνον ἑπτὰ ἔτη μετὰ τὸν θάνατον τοῦ ἸΝαἰιησίοτα, συνεπῶς ἂν 
ὑφίστανται σημεῖα ἑπαφῆς μεταξὺ τῶν δύο βιβλίων, θά πρέπει νὰ θεωρηθοῦν, 
μέχρις ἀποδείξεως τοῦ ἑναντίου, ἐντελῶς τυχαῖα. 

Συγγραφεὺς τοῦ ἑβραϊκοῦ βιβλίου εἶναι ὁ Τωενί Όεπ Οετεοι, τὸν ὁποῖον 
ὁ ἰταλὸς ἀνθρωπιστὴς Ῥ]οο ἀείία Μϊταπάο]α (461 - 1494) δὲν ἐδίσιασε νὰ 

 Εϊς τὸ Βιβλίον αὐτὸ ἀποκαλύπτεται, μεταξὺ ἄλλων, τὸ σοάλμα ποὺ διέπραξεν 
ὁ Ῥογήρος Βάκων (1 172) σχετικΏς πρὸς τὴν δυνατότητα πληρώσεως τοῦ χώρου διὰ 
τετραδδρων, Συγχρόνως ὅμως διαπράτταται ἕνα ἄλλο σφΊλμα μὰ τὴν βεβαίωσιν, ὅτι 


ὁ παρὶ ἕνα σηµεῖον χῶρος δύναται νό κληρωθή ὄχι μὲ {2 ἀλλὰ μὲ 20 κανονικά το- 
τράφδρα. 


324 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 


διακηρύξῃ «ἄνδρα ἐπιφανῆ καὶ μαθηματικὸν διάσηµον, σχεδὸν ἐφάμιλλον' 
πρὸς τοὺς ἀρχαίους, ὅστις ἐπενόησε νέον ὄργανον, ὑπερέχον εἰς µαθη- 
µατικἠν ἀκρίβειανν. 

Γεννηθεὶς εἰς Προβηγκίαν τὸ 1288 ἀπὸ οἰκογένειαν διακεκριµένην εἰς 
τὰ γράμματα, ἔζησε κατὰ τὴν µεσαίαν περίοδον τοῦ αἰῶνος, κατὰ τὴν ὁποίαν- 
µετεφράσθησαν εἰς τὴν ἑβραϊκὴν τὰ σπουδαιότερα ἐπιστημονικά ἔργα τῶν' 
Ἑλλήνων καὶ τῶν ᾿Αράβων (Εὐκλείδης, Πτολεμαῖος, ΑΝΙΟΕΠΗΑ, κλκ.). 
Τοιουτοτρόπως, ἂν καὶ ἅμοιρος λατινοµαθείας καὶ πολὺ ὀλίγον οἰκεῖος μὲ 
τὴν ἀραβικήὴν, κατώρθώσε νἁ εἰσδύση εἰς τὴν ἐπιστημονικὴν γραμµατείαν΄ 
τῆς ἐποχῆς του. Οἱ πάπαι, οἱ ὁποῖοι διέµενον τότε εἰς τὴν Ανίρποπ, ἕτροφον- 
δι’ αὐτὸν μεγίστην ὑπόληψιν, τοῦ παρεῖχον τὴν προστασίαν των καὶ ἐπωφε-- 
λοῦντο τῆς ἱκανότητός του ὡς ἀστρονόμου καὶ πιθανῶς ἀκόμη ὡς ἁστρο- 
λόγου. ᾽Αλλὰ περὶ τὸ τέλος τῆς ζωῆς του (Ανίκποη, 1344) ἐπεφύλασσεν ἡ 
μοῖρα σκληρἁς δοκιµασίας, συνεπείᾳ τῶν διώξεων, αἱ ὁποῖαι ἐξαπελύθησαν: 
ἑναντίον τῶν ὁμοθρήσκων του. Ἐν κάσῃ περιπτώσει, ἡ ἐπελθοῦσα µεοταβολὴ 
εἰς τοὺς πολιτικοὺς προσανατολισμοὺς δὲν ἑμείωσε τὴν ἐξαιρετικὴν ὑπόλη- 
ψιν͵,τῆς ὁκοίας οὗτος ἔχαιρεν ἐν µέσῳ τῶν συγχρόνων του καὶ τῶν ἀμέσων 
διαδόχων των. Τούτου ἁδιαφιλονίκητος ἀπόδειδις εἴναι αἱ ἐπακολουθήσασαι 
λατινικαὶ μεταφράσεις τῶν ἔργων του. Εΐναι ἐν τούτοις περίεργον, ὅτι ὁλί- 
γον ἔπειτα ἀπὸ τὸν θάνατόν του, περιέκεσεν εἰς τελείαν λήθην οὕτως, ὥστε 
ἀκὸ τοῦ ΧΥΠ αἰῶνος, τὸ ὄνομάτου ἑξηφανίσθη ἀπὸ τὴν ἐπιστημονικὴν γραµ- 
µατείαν. Χάρις εἰς μερικοὺς σοφοὺς γερμανούς τῆς ἐποχῆς µας (Δεεἱηφομηεί- 
4ες, Οωγίσε, Οὔπίλνες, (ατ]εῦας1ι), ἠἦλθον εἰς φῶς αἴ ὀφειλαὶ τῶν καθαρῶν καὶ 
ἐφηρμοσμένων ἐπιστημῶν εἰς τὸν πνευματώδη ἰσραηλάτην, ὅταν κατεβιβά- 
σθη ἀπὸ τὰ ἱκριώματα ἀρχαίων βιβλιοθηκῶν ἕνα βιβλίον ἀριθμητικῆς, 
τιτλοφορούµενον Ἐγλχειρίδιον τοῦ σ κεπτοµύνου ὑπολο- 
γιστοῦ. Αν τὸ βιβλίον τοῦτο δὲν εἶχε κατὰ τὴν ἐμφάνισίν του μεγάλην’ 
ἐπιτυχίαν, τοῦτο ὠφείλετο ἀσφαλῶς εἰς τὸ ὅτι ἦτο συντεταγµένον εἰς γλῶσ- 
σαν καὶ σκέψεις αὐστηρᾶς ἀκριβείας, κατ ἀντίθεσιν πρὸς τὴν κατηχη- 
τικἠν διατύπωσιν τῶν μεσαιωνικῶν συγγραφέων. ᾽Απαντῶνται, ἐκτὸς ἄλλων, 
εἰς τὸ βιβλίον τοῦτο μερικὰ προβλήματα, τὰ ὁποῖα ὑπάρχουν ἐπίσης αὖὐ- 
εούσια ἢ παρόμοια εἰς τὸ δες Αὔδας, πρᾶγμα τὸ ὁποῖον σημειοῦται ἁπλῶς, 
χωρὶς νὰ δυνάµεθα νἁ ἐκφέρωμεν γνώµην κατὰ πόσον ὁ Ἰεενί ἤντλησεν ἀπὸ 
τὸν Εἰδοπαοσί ἢ ἀμφότεροι ἀπὸ ἄλλας ἀρχαιοτέρας ἀνατολεκάς πηγάς. 

Πρὸς τὸ περιεχόµενον τοῦ ἐν λόγῳ ἐγχειριδίου πλησιάζει ἕνα ὑπόμνημα, 
χραφὲν τὸ 13432, τὸ ὁποῖον εἰς τὴν λατινικὴν µετάφρασιν, εὑρισκομένην εἰς 
τὴν βιβλιοθήκην τῆς Βασιλείας, φέρει τὸν τίτλον ἵεο Ηεστεας ας παπιστίς 
ἠατηιοσίσίς, Σκοπὸς τοῦ κειµένου εἶναι ν᾿ ἀποδείξῃ ὅτι ἡ διαφορά μεταδὺ 
δύο ἀριθμῶν ἁρμονικῶν (δηλαδἡ τῆς μορφῆς 2". 33) εἶναι πάντοτε μεγαλυ- 
τέρα τῆς µονάδος, ἀκοκλειομένων διὰ τοὺς ἀριθμοὺς (αι απ) τῶν τιμῶν (1,2), 
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{2.3}, (34), (8,9). Πρόκειται περὶ μιᾶς προτάσεως, τὴν ὁποίαν διετύπωσεν 
-ὃ Είρρο ἁἱ ΥΠΥ, ἐπίσκοχος Μεαακ κατὰ τὴν δεκαετίαν 1351 - 1361, ἄποδει- 
κνύσι δὲ ἐδῶ ὁ Τσο μὲ πλήρη αὐστηρότητα, 


116. Ὡς γεωµέτρης ὁ Ιενί Όεπ ΟεΓεοα κατέχει τιµητικὴν θέσιν μεταδὺ 
πῶν σχολιαστῶν τοῦ Εὐκλείδου. Τὰ Στοιχεῖα τοῦ διασήµου ἀλεξαν- 
δρινοῦ εἶχον μεταφρασθῆ εἰς τὰ ἑβραϊκά ἀπὸ τὸν Μονες ἵσα Τπδδοα (1270) 
καὶ κατόπιν ἀπὸ τὸν Ιαςοῦ ἵνα Μασλίς (1211. Ὁ 1 εν, καίΐτοι ἐθαύμαςε τοὺς 
Πανδέκτας τῆς γεωμετρίας, ἐδεδήλωσε πάντοτε ἀνεξαρτησίαν σκέψεως 
καὶ μὴ εὑρίσκων (κανοποιητικὸν τὸν μεγάλον ἀριθμὸν τῶν εἰσαγομένων 
«αἰτημάτων (ἀναποδείκτων προτάσεων), ἐπρότεινε τὴν ἀπόδειξιν τοὐλά- 
χιστον μερικῶν ἐξ αὐτῶν, συγκεντρώσας ὅλην τὴν δύναμιν τῆς ἰσχυρᾶς 
«διανοίας του εἰς τὴν βελτίώσιν τῆς θεωρίας τῶν παραλλήλων, Περιττὸν 
εἶναι νὰ βεβαιώσωμεν, ὅτι δὲν ἔφθασεν εἰς τὸ ἐπιδιωκόμενον ἀποτέλεσμα. 
Αἱ σελίδες ὅμως, τὰς ὁποίας ἔγραψεν ὑπὸ τὸ ἔνδυμα τοῦ σχολιαστοῦ καὶ κρι” 
τικοῦ τοῦ ἀθανάτου ἀλεξανδρινοῦ, τοῦ ἐξησφάλισαν µίαν τιμητικὴν θέσιν µε- 
ταξὺ τῶν προαιωνίων ἀγώνων, οἱ ὁποῖοι ἀπέληξαν τελικῶς εἰς τὰς μὴ εὐ- 
κκλειδείους γεωμετρίας, 

Σηµαντικώτεραι καὶ πρωτοτυπώτεραι εἶναι αἱ συμβολαί τοῦ Τανί εἰς 
τὴν τριγωνοµετρίαν, Διά τὴν µεθοδικἠν διακραγµάτευσιν τῆς ὕλης, ἔλαβεν 
ὑπ᾿ ὄψιν τόσον τὸ ἑλληνικὸν σύστηµα προσδιορισμοῦ τῶν τόξων διὰ τῶν 
«χορδῶν, ὅσον καὶ τὸ ἀνατολικὸν σύστηµα καθορισμοῦ τούτων διὰ τῶν ἡμι- 
χορδῶν ἢ ἡμιτόνων. Κατά συνέπειαν, ἑκάστου τόξου ἐθεώρησε τὴν χορδὴν 
καὶ τὸ βέλος, τὸ ἡμίτονον καὶ τὸ συνηµίτονον, ἀποκατέστησε δὲ τὰς μεταξὺ 
των σχέσεις. Τῶν σχέσεων τούτων ἔκαμε χρῆσιν εἰς τὸν ὑπολογισμὸν πί- 
νακος τιμῶν τῶν ἡμιτόνων, ἐκπεφρασμένων συναρτήσει τῆς διαμέτρου (ὔπο- 
τιθεµένης διῃρηµένης εἰς 120 µέρη, ὅπως εἶχε κάμει ὁ Πτολεμαῖος) µέσφ 
ἑξηκονταδικῶν κλασμάτων. 

Κατὰ τὴν πρόοδον τῶν μελετῶν του εἰς τὴν τριγὠνοµετρίαν, ἔφθασεν 
εἰς ἀποτέλεσμα µεχίστης σπουδαιότητος, τοὐτέστιν εἰς τὴν ἀναλογίαν τῶν 
πλευρῶν εὐθυγράμμου τριγώνου πρὸς τὰ ἡμίτονα τῶν ἀντικπιμένων γῶ- 
νιῶν. Μολονότι ἡ τύχη τοῦ ἠρνήθη τὴν [κανοποίησιν νά κάµῃ γνωστὸν τὸ 
περίφηµον τοῦτο εὕρημα εἰς τοὺς εὑρωπαίους, ἡ καθαρά δικαιοσύνη θὰ 
ἤθελε νὰ ὀνομάζεται ἡ ἐν λόγφ πρότασις Θεώρημα τοῦ 1.ενί Ρε 
Όεγσοῃ. 

Ἕνα πλῆρες περίγραµµα τοῦ ἐπιστημονικοῦ ἔργου τοῦ μαθηματικοῦ µας 
θὰ ἔπρεπε νὰ περιέχῃ µερικὰς πληροφορίας γύρω ἀπὸ τὴν συµβολήν του 
εἰς τὴν ἀστρονομίαν. "Αν καὶ δὲν ἐπιτρέπεται εἰς ἡμᾶς νά ὑπεισέλθωμεν εἰς 
αὐτὸν τὸν τοµέα, δὲν δυνάµεθα νὰ καρασιωκήσωμεν τοὺς ἀρίστους Σελ η- 
ψιακοὺς πίνακάς του, οὔτε νὰ μὴ ἐδάρωμεν τὸ γεγονός ὅτι πρῶτος 
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παρετήρησε τὸ φαινόµενον τῆς µεταβολῆς τοῦ ἀπογείου τῶν πλανητῶν. 
Αὐτὸς εἶναι, τέλος, ὁ πραγµατικὸς ἐφευρύτης τοῦ αὈασπ]ας αφιτοποπίσας», 
ἐσφαλμένως ἀποδιδομένου εἰς ἄλλους καὶ ὁ πρῶτος συλλαβὼν τὴν ἰδέαν 
τοῦ σκοτεινοῦ θαλάμου. Ελάχιστοι ἄνθρωποι κατῆλθον εἰς τὸν τάφον ἀφή- 
νοντες ὄπισθέν τῶν µίαν τόσον ἐξαιρετικὴν καὶ ποικίλην ἐπιστημονικὴν' 
κληρονομίαν. 


177. Ἡ μοῖρα, ἡ ὁποία ἔκληξε τὸν πνευµατώδη ἐβραῖον τῆς Προβη}- 
κίας,͵ νά περιπέσῃ δηλαδὴ εἰς τελείαν λήθην ἐπὶ κολλοὺς αἰῶνας καὶ ν᾿ ἄπο- 
δοθῇ ἔπειτα εἰς τὸ φῶς μετὰ τιμῶν, χάρις εἰς τὴν ἐργασίαν γερμανῶν ἱστορι- 
κῶν, παρουσιάζει μεγάλην ὁμοιότητα πρὸς τὴν μοῖραν ἑνὸς συγχρόνου του. 
γάλλου ἐκισκόπου, τοῦ Νίοσίας Ότσεαπις" (κροφ. Ὀρέμ). 

Γεννηθείς, καθ’ ὅλας τὰς ἐνδείξεις, τὸ 1323 εἰς (χει (ἢ εἰς τὰ περίχωρα 
τῆς πόλεως], εἰσῆλθεν εἰς τὸ (οἶΐέορε 4ὲ Ναναγτε τῶν Παρισίῶν τὸ 1348, ὅπου 
καὶ παρέμεινε μετά τὴν ἀπόκτησιν τοῦ ἐπιζήλου τίτλου α«ἀοσίειγ ἂςξ Ῥαγίς», 
διδάσκων ὡς ὑφηγητὴς µέχρι τῆς 4ης Οκτωβρίου 1356, ἡμέρας καθ ἣν προ- 
ἠχθη εἰς τὸν βαθμὸν αρταπά πιαῖίτε» τοῦ ἐκπαιδευτικοῦ ἐκείνου ἱδρύματος, 
Ὑπηρέτησεν εἰς τὴν θέσιν αὐτὴν μέχρι τῆς 4ης Δεκεμβρίου 1361, ὅτε διωρί- 
σθη Πρεσβύτερος τῆς Βουεπ. Τὴν Ἰόην Νοεμβρίου 1377 προήχθη εἰς τὸν 
βαθμὸν τοῦ ἐπισκόκου τῆς Πςίευκ, πιθανῶς εἰς ἀνταμοιβήν, ἐκχωρηθεῖσαν 
ὑπὸ τοῦ βασιλέως τῆς Γαλλίας, διὰ τὴν ὑπ' αὐτοῦ γενοµένην µετάφρασιν µε- 
ρικῶν Έργων τοῦ ᾿Αριστοτέλους, μολονότι, εἰς τὰ σχόλια μὲ τὰ ὁκοῖα συνῶ- 
δευσε τὴν ἐργασίαν του, προέβη κατὰ τρόπον τόσον ἀνορθόδοξον, ὥστε 
εἰς τὰ µάτια µας νὰ ἐμφανίζεται ὡς πρόδρομος τοῦ Κοπερνίκου, ᾿Απέθανε 
διατηρῶν µέχρι τέλους τὸ ἐπισκοπικόν του ἀξίωμα τὴν Την Ἰουλίου 1382. 

Τὸ σύγγραμμά του Τγασίαίας ἂς ἰαμ(ιάιπίσυς [οσπαγυπι (Πραγματεία 
περὶ πλατῶν τῶν σχημάτων) ἐγράφη τὸ 1361, ἐτυπώθη κατ ἐπανάληνιν 
(1432, 1486,1505,1515) καὶ καθιερώθη ὡς βιβλίον κειµένου εἰς τὰ πανεπι- 
στήµια τῆς Κολωνίας, τῆς Βιέννης καὶ τῆς Ιπροἱφίαάϊ, Δι’ ἡμᾶς ἡ σπουδαιό- 
της του συνίσταται εἰς τὸ γεγονὸς ὅτι εἶναι τὸ πρῶτον ἔργον, σήµερα γνω- 
σίὀν͵ ὅπου ἀπαντᾶται, ἔστω καὶ ὑπὸ ἐμβρυώδη µορφήν, ἡ ἰδέα τῆς γραφικῆς 
παραστάσεως τῶν συναρτήσεων, µέσφ ὀρθογωνίων συντεταγµένωνΏ". Μ 


. Περίπου εἰς τὴν ἰδίαν ἐποχήὴν ἀνήκει ὁ ἐκ Παρισίων Ὀσυκαίσο ἁἱ ΟἸαγκο, ὁ- 
Γαλλίας, Αλλά τὸ ἔργον του Ῥγασίσα Οεοωίσίκε δὲν ἀξίζει πλόον µνιίας, ἂν καὶ τὰ 
φήμης καὶ εἴχεν εὑρεῖαν διάδοσιν κατὰ τὸν Μεσαίωνα. 

5... Ότι ἡ ἰδέα εὑρίσκετο ἤδη ἐκπεσρασμένη εἰς ἀρχαιότερα κείµενα τεκµαίρεται 
ἐκ τοῦ γεγονότος, ὅτι ὁ ἴδιος ὁ Όπεππιε δὲν παρουσιάζει ἑαυτὸν ὡς δημισυργὸν τῶν ἔκτ- 
θεµένων ὑᾳ΄ αὐτοῦ ἰδοῶν, ἁλλὰ φαΐνεται ν᾿ ἀποδίδῃη τήν πατρότητα εἰς ἀρχαῖα πρόσωπα 
(ναϊςτος), μὴ ὁριζόμενα μὲ ἀκρίβειαν, 
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τὴν λέξιν «[ογπηδ» (µορφή, σχῆμα) ὁ Ότεσπνε ἐννοεῖ κάθε φαινόµενον ἔδαρ- 
τώµενον ἀπὸ µίαν παράµετρον. Παρουσιάζονται εἰς αὐτὸ δύο μεγέθη τὸ 
αμῆκος» (Ἰοηᾳϊτυάο) καὶ τὸ απλάτος» (Ἰαὔτμάο), μὲ τὰ ὁποῖα προβαίνει εἰς 
γραφικἠν παράστασιν τοῦ φαινομένου μὲ τὴν ἰδίαν πρακτικὴν μέβοδον 
μὲ τὴν ὁποίαν καθιστῶμεν σήµερον ἔκδηλον τὴν πορείαν τῆς θερμοκρασίας 
ἡ τῆς ἀτμοσφαιρικῆς πιέσεως εἰς µίαν ὠρισμένην χρονικὴν περίοδον ἢ 
τῶν μεταβολῶν, τὰς ὁποίας ὑφίστανται αἱ τιμαὶ τῶν τίτλων τῶν διαφόρων 
βιομηχανικῶν ἐπιχειρήσεων. 

Εὐρισκόμεθα λοιπὸν ἐνώπιον τοῦ καρτεσιανοῦ συστήµατος συντεταγµέ- 
νων εἰς τὴν πρωταρχικἡν του μορφὴν, εἰς τὴν ὁποίαν τὰ θεωρούµενα μεγέθη 
λαμβάνουν ἀποκλειστικῶς θετικὰς τιµάς. Τὸ απλάτος» δύναται νὰ εἶναι 
αὁμοιόμορφον» ἢ «ἀνομοιόμορφον». Εἰς τὴν πρώτην περίπτωσιν ἡ ἀντίστοι- 
χος γραφικἡ παράστασις εἶναι µία εὐθεῖα παράλληλος πρὸς τὸν ἐκλεγέντα 
ἄξονα. Ἡ ἄλλη περίπτώσις ὑποδιαιρεῖται εἰς δύο: δυνατὸν νὰ ἔχωμεν απλά- 
τος ὁμαλῶς µεταβαλλόμενου», ὁκότε ἡ γραφικἡ παράστασις εἶναι µία εὔ- 
θεῖα, ἢ νὰ ἔχωμεν απλάτος κατὰ µέρη ὁμαλῶς µεταβαλλόμενον», ὑπότε ἡ 
γραφικἡ παράστασις ϐ) ἀποτελεῖται ἀπὸ τμήματα εὐθύγραμμα, μερικά τῶν 
ὁποίων δὲν ἀποκλείεται νὰ εἶναι παράλληλα πρὺς τὸν ἄξονα. 

Ὁ Ότεσπις ἐξήτασε προσέτι καὶ απλάτη μὴ ὁμαλῶς μεταβαλλόμενα» 
(άἡ[[ουπιίοτ ἀῑτοεπις»), τὰ ὁποῖα εἰκονίζονται ὑπὸ γραμμῶν ἀνωμάλου πο- 
ρείας. Τέλος παρετήρησε, πρὸ τοῦ Κεπλέρου, ὅτι εἰς τὴν γειτονίαν ἑνὸς µο- 
γίστου ἡ µεταβολἡ μιᾶς µεταβλητῆς εἶναι μηδενική. Εἰς τὰ ἔργα του εὑρόθη 
ἀκόμη καὶ ἕνας ὑπαινιγμὸς διὰ τὸν τετραδιάστατον χῶρον.Ἔξ ὅλων τοὐτῶν 
συνάγεται, ὅτι τὸ ἔργον τοῦ Ότεσπςε, ἀκόμη καὶ ἂν δὲν ἤσκησε καμµίαν 
ἀκτὴν ἐπίδρασιν ἐπὶ τῆς διαμορφώσεως τῆς ἀναλυτικῆς γεωμετρίας, ἀξίζει 
τὴν θέσιν͵ τὴν ὁκοίαν τελικῶς κατέλαβεν εἰς τὴν ἱστορίαν τῶν μαθηματικῶν. 

᾽Ακόμη µεγαλυτέραν πρωτοτυπίαν παρουσιάζει ὁ Ότεσπιε εἷς τὸ ἔργον 
του Αἱροτίίπιυς ργοργογιίοπαπι (λογισμὸς ἀναλογιῶν), τὸ ὁποῖον ἀτυχῶς πα” 
ρέμεινεν ἐνταφιασμένον εἰς δυσπροσίτους βιβλιοθήκας μέχρι τοῦ Ι568, 
ὁκότε ἀνακαλυφθὲν ἐτιμήθη ἀμέσως μὲ µίαν ἔκδοσιν. Ἡ ἔκφρασίς µας δι- 
καιολογεῖται ἐκ τοῦ γεγονότος, ὅτι εἰς τὸ ἔργον τοῦτο --- διὰ νὰ ὁμιλῆσωμεν 
µόνον διὰ τὰ σηµαντικώτερα --- ἐκτίθεται διὰ πρώτην φορὰν µία γενικὴ θεῶ- 
ρία τῶν ἀσυμμέτρων ποσῶν, στηριζοµένη ἐπὶ τῆς µεθοδικῆς χρήσεως τῶν 
κλασματικῶν ἐκθετῶν. Διὰ νἀ δείξωµεν τὰ ἐπιτεύγματα τοῦ συγγραφέως, 
ἀρκεῖ ν᾿ ἀναφέρωμεν τοὺς κανόνας λογισμοῦ, τοὺς ὁποίους ἀποκαθιστῷ καὶ 
τοὺς ὁποίους, χάριν συντοµίας καὶ σαφηνείας, παρουσιάζοµεν ἐδῶ ὑπὸ σύγ- 
χρονον συμβολισμόν : 
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Θεωροῦμεν περιττὴν οἰανδήποτε ἰδικήν µας προσθήκην διά νὰ ἑξάρω- 
μεν τὴν σπουδαιότητα τῶν ἀποτελεσμάτων τούτων, τὰ ὁποῖα ἀσφαλῶς ἦσαν 
πολὺ ἀνώτερα τῆς πνευµατικῆς στάθµης τῶν ἐπιστημόνων τῆς ἐποχῆς διὰ νὰ 
ἐκτιμηθοῦν καὶ νὰ χρησιμοποιηθοῦν κατὰ τὴν διάρκειαν τοῦ ΧΙΥ αἰῶνος. 
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478. "Αφήνοντες πρὸς τὸ παρὀν τὴν Γαλλίαν, διαβαίνοµεν τὸν Ῥῆνον 
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νιν τὸν ᾽Αλβέρτον τῆς Σαξωνίας. Δὲν ἀρκεῖ, ἄραγς, αὐτὸ καὶ µόνον διά νὰ πι- 
στοποιήσῃ τὴν μεγάλην φήµην τῆς ὁποίας ἔχαιρεν ὁ ᾽Αλβέρτος; 

Γεννηθεὶς εἰς τὴν Εἰρφευκάοςί τῆς Σαξωνίας, ἐσπούδασε πρῶτον εἰς 
τὴν Πράγαν καὶ κατόπιν εἰς Παρισίους, Οὐδέποτε κατέλαβε τὴν θέσιν, διὰ 
τὴν ὁποίαν τὸν ἐκάλεσεν ὁ αὐστριακὸς πρίγκηψ, προτιµήσας τὸ ἀξίῶμα τοῦ 
ἐπισκόπου τῆς Ηα]δετκίαάι, τὸ ὁποῖον καὶ διετήρησε µέχρι τοῦ θανάτου 


--ἷ--.--.... 
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Δὲν θὰ τὸν ἀκολουθήσωμεν εἰς τὰς πολλάς του παρεκβάσεις καὶ ἄποπλα- 
νήσεις, αἱ ὁποῖαι πολὺ μικρὰν σχέσιν ἔχουν μὲ τὰ μαθηματικά, ἀλλά σηµει- 
οὔμεν µόνον ὅτι δὲν φθάνει τελικῶς εἰς κανένα ἄξιον λόγου συμπέρασμα. 
Πρόκειται λοιπὸν περὶ μιᾶς ἀγόνου διαλεκτικῆς ἀσκήσεως, καρποῦ ἄνευ' 
θρεπτικῆς ἀξίας τῆς σχολαστικῆς διδασκαλίας, ἀξιομνημονεύτου διά τὴν 
ὀλεθρίαν ἐπίδρασιν μερικῶν φιλοσοφικῶν κατευθύνσεων ἀκόμη καὶ ἐπὶ 
πνευμάτων ἀναμφισβητήτου ἀξίας. 

Ἡ τύχη ἠθέλησε, πρὸς τιµὴν τῆς Γερμανίας, νά ἐμφανισθῇ κατὰ τὴν 
ἐποχὴν αὐτὴν ἐπὶ τῆς σκηνῆς τοῦ κόσμου µία σειρὰ διανοουμένων, ἐκ τῶν 
ὁποίων ἄρχεται, οὕτως εἰπεῖν, ἡ συμμετοχὴ τοῦ ἔθνους τούτου εἲς τὴν πρόὀ- 
οδον τῶν ἀκριβῶν ὑπιστημῶν, 


Κατὰ τὸν ΧΤ αἰῶνα 


179. Πράγματι ὁ Οἰοναππί ἀἱ Οεπιαπάση (καλούμενος τοιουτοτρόπως 
ἐκ τῆς τοκοβεσίας, ὅπου εἶδε τὸ φῶς τὸ 1380) ἔγραψεν, μὲ τὸν τίτλον Ττα- 
οἰαίας ἆς πεπυΐς ρ]γείεῖς, ἕνα μεθοδικὸν ἐγχειρίδιον ἐπὶ τοῦ λογισμοῦ 
μὲ ἐξηκονταδικά κλάσματα, τὸ ὁποῖον χάρις εἰς τὴν πρακτικήν του χρησιµό- 
τητα διὰ τοὺς ἐπιθυμοῦντας νὰ ἐξασκηθοῦν εἰς τοὺς ἀστρονομικοὺς ὑπολο- 
γισμούς, ἐχρησίμευσεν ὡς διδακτικὀν βιβλίον ἐπί πολλάὰς δεκαετηρίδας εἰς 
τοὺς πανεπιστημιακοὺς σπουδαστάς, 

Μεγαλυτέρα εἶναι ἡ φήμη, τῆς ὁποίας δικαίως ἔχαιρεν ὁ Ο1οσμ νου Ρει- 
ετδας]ι, χάρις, πρὸ πάντων εἰς τὰς συµβολάς του εἰς τὴν σπουδἠν τῆς ἀστρο- 
νοµίας. Γεννηθεὶς εἷς τὰ περίχωρα τοῦ 1.111, εἷς ἕνα χωρίον ἐκ τοῦ ὁποίου 
ἔλαβε τὸ ὄνομα, τὴν ἆθην Μαΐου 1423, ἐπούδασεν εἰς Βιέννην καὶ ἔπειτα ἀπὸ 
μακρά ταξίδια εἰς τὴν Ἰταλίαν, ὅπου συνῆψε φιλικὰς σχέσεις μὲ τὸν 
ἀστρονόμον Οἰοναππί Βἰαηπςλίηί, ἐκλήθη τὸ 1454 ὑπὸ τοῦ βασιλέως τῆς 
Οὐγταρίας ὡς ἀστρονόμος τῆς αὐλῆς. Μετ) οὐ πολὺ ὅμως κατέλαβε τὴν ἔδραν 
τῆς ᾿Αστρονομίας εἰς τὸ Πανεπιστήµιον τῆς Βιέννης, ὅπου καὶ ἐγκατεστάθη. 
Ὁ πρόώρος θάνατός του, ἐπελθὼν τὴν δην ᾽Απριλίου 1461, τὸν ἡμπόδισε 
νὰ φέρῃ εἰς πέρας μερικἀ σημαντικὰ ἔργα, τὰ ὁποῖα εἶχεν ἀρχίσει, Μεταξὺ 
τούτων πρέπει ν᾿ ἀναφέρωμεν τὴν µετάφρασιν τῆς Ἁλμαγέστας τοῦ 
Πτολεμαίου ἐκ τοῦ πρωτοτύπου ἑλληνικοῦ κειµένου εἰς τὴν λατινικήν. Ἐκ 
τῶν ἔργών του σώζεται ἕνα βιβλίον ἀριθμητικῆς μὲ τὸν παράδοξον τίελον 
Ορις Αἱροτὶσπί ]υσυπάἱρείππαπι ΄Ἔργον ἀριθμητικῆς τερπνότατον), Πρόκειται 
περὶ μιᾶς συλλογῆς κανόνων μὲ ἁπλοποιημένην διατύπώσιν, ἡ ὁποία 
συλλογἡ ἐπέτυχε νὰ καταλάβη τὴν θέσιν τοῦ ἀναλόγου ἐγχειριδίου τοῦ 8α- 
ετοῦόκςο (6 113), μολονότι δὲν δύναται νὰ θεωρηθῇ ἀνώτερον ἐκείνου. Εἰς 
τοὺς παρακολουθοῦντας τὰς κινήσεις τῶν ἄστρων ὁ ῬευεγδαςἩ προσέφερε 
σπουδαίαν ὑπηρεσίαν καταστρώνων ἕνα πίνακα ἡμιτόνων, τοῦ ὁποίου ἡ 
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ἵ  ἱ----ᾱ-ᾱ -- - ----------ᾱ--- ου οκ... 


ἀνάγκη καθίστατο μὲ τὴν πάροδον τοῦ χρόνου ὁλοὲν καὶ περισσότερον 
αἰσθητή, ὅσον ἡ ἀνατολικὴ µέθοδος τῶν ἡμιτόνων ἐλάμβανε βαθμηδὸν τὴν 
θέσιν τοῦ ἀρχαίου ἑλληνικοῦ συστήµατος τῶν χορδῶν. 


180. ᾿Ἐρχόμεθα τώρα εἰς ἐκεῖνον, ὁ ὁποῖος ἀφοῦ περιεβλήθη τὸ 1448 
τὴν πορφύραν τοῦ Καρδιναλίου, ὠνομάσθη Νικόλαος Κουζᾶνος (λατινικἀ 
Οµσαπας). Ἐγεννήθη τὸ 1401 ἀπὸ οἰκογένειαν πτωχοῦ ἁλιέως εἰς τὸ χωρίον 
Οωςς, τοῦ ὁποίου τὸ ὄνομα ἐξελατινίσθη εἰς Οωσα, ἐπὶ τῆς ἀριστερᾶς ὄχθης 
τοῦ Μοζέλλα. Περατώσας τὰ ἐγκύκλια γράμματα εἰς Ὀενεαῖετ, ἐνεγράφη 
τὸ 1416 εἰς τὸ Πανεπιστήµιον τοῦ Ηείἀείσογᾳ. Τὸν εὑρίσκομεν κατόπιν εἰς 
τὸ Πανεπιστήμιον τῆς Ῥαάονα, συμμαθητήν τοῦ μέλλοντος γεωγράφου Ραοΐο 
ΤοεςαπείΗ. Λαβὼν τὸ δίπλωμα ἐξ ἀμφοτέρων ἐπεδόθη εἰς τὴν δικηγορίαν. 
Ἡ θλῖψις ὅμως, τὴν ὁποίαν ἐδοκίμασεν, ὅταν ἔχασε τὴν πρώτην ὑπόθεσιν, 
ποὺ ὑπερήσπιζεν, ἦτο τόσον ἰσχυρὰ ,ὥστε ἐγκατέλειψε τοὺς κώδικας διὰ ν᾿ 
ἀφοσιωθῇ εἰς τὴν Θεολογίαν, ὅπου δὲν ἑβράδυνε νὰ διαπρέψη, λαμβάνων µέ- 
ρος εἰς τὰς Έριδας, αἱ ὁποῖαι τὴν ἐποχὴν ἑκείνην (παραμοναὶ τῆς Μεταρ- 
ρυθµίσεως) ἦσαν συχνόταται καὶ ὀξύταται, ᾿Απύθανεν εἰς Τοάἱ τὴν 1ἶην 
Αὐγούστου 1464. Εἰς τὴν [στορίαν τοῦ "Ημερολογίου ἔχει θέσιν ὁ Κουζᾶ- 
νος, λόγῳφ τῆς συμμετοχῆς του εἰς τὰς ἐργασίας, αἱ ὁκοῖαι ὠδήγησαν εἰς τὴν 
µεταρρύθμισίν του. 

Ὡς δόκιµον ἐργάτην τῆς µαθηματικῆς φιλοσοφίας τὸν συνιστοῦν εἰς 
τὴν προσοχἠν µας τὸ μικρὸν ἔργον του Ώε Βειγ]]ο καὶ τὸ περίφηµον Ώς 
ἀοσία ἱᾳποταπίία (Περὶ πεπαιδευµένης ἀγνοίας], 'Ἡ πεπλανηµένη ἀντίληψις, 
ὅτι ἠδύνατο νὰ ἐπιτύχῃ τὸν τεεραγωνισμὸν τοῦ κύκλου (περὶ οὗ τὸ μικρὀν 
ἔργο του Ός αυαάγαζυγα εἰγοιυ) τὸν Φδήγησεν εἰς συμπεράσματα ἐσφαλμένα, 
τὰ ὁποῖα θά ἠδύνατο νὰ προλάβη μελετῶν τὸ τοῦ ᾿Αρχιμήδους Κύκλου 
µέτρησις, ποὺ ἀκριβῶς τότε ἐτίθετο εἷς κυκλοφορίαν ὑπὸ διακεκριµέ- 
νων ἰταλῶν λογίων τῆς ἐπιστήμης. 

Ἐν πάσῃ περιπτώσει, διὰ νὰ δώσωμεν δεῖγμα τοῦ μαθηματικοῦ πνεύ- 
µατος, τὸ ὁποῖον αἱ περιστάσεις δὲν τοῦ ἐπέτρεψαν νά ἐκμεταλλευθῇ πρὸς τὸ 
συμφέρον τῆς ἐπιστήμης, θά μνημονεύσωμεν µίαν 
κομψἠν µέθοδον, τὴν ὁποίαν μᾶς ἠδίδαξε πρὸς 
εὐθειοποίησιν κυκλικοῦ τόξου μὸ ἱκανὴν προ- 
σέγγισιν. Ἔστω τόξον ΑΜ -- φϕ, µικρότερον τῶν 
305, εἰς κύκλον κέντρον Ο (σχ. 30). Προεκτείνο- 
μεν τὴν ἀκτῖνα ΑΟ οὕτως, ὥστε νὰ προκύπτη ἡ . 
ΑΒ τριπλασία τῆς ἀκτῖνος Γ, καὶ ἕστω Ρ τὸ ση- Σχ. 38 
μεῖον ὅπου ἡ εἰς Α ἐφαπτομένη τῆς περιφερείας 
συναντᾷῇ τὴν εὐθεῖαν ΒΜ. Τὸ τµῆμα ΑΡ προκύπτει κατὰ προσέγγισιν ἴσον 
πρὸς τὸ τόξον ΑΜ. Διά νὰ κρίνωµεν περὶ τοῦ βαθμοῦ τῆς ἐπιτυγχανο- 
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κα ου. ου ἁουαὰ- αιμα η μ, 
μένης προσεγγίσεως, παρατηροῦμεν ὅτι ἡ ἐκτιθεμένη κατασκευἠ ἄγει εἰς 
τὴν ἀκόλουθον ἔκφρασιν τοῦ µήκους τοῦ τόξου φ: 


-ᾱ, ο θα --- ο ὦ 
, 24σονφ οι 1580 υ ) 

Βλέκομεν ὅτι τὸ σφάλμα ἑξαρτᾶται ἀπὸ τὴν πέµπτην δύναμιν τοῦ τόξου, 

Ὀποτεθέντος µικροτέρου τῶν 30’ (κ/ό -- 0.521... αν 


181. Ὅτι τὸ σφάλμα, ποὺ διέκραδεν ὁ Νικόλαος Κουζᾶνος εἰς τὰς προσ- 
παθείας του νὰ τετραγωνίσῃ τὸν κύκλον, θά εἶχε γίνει φανερὸν ἐκ τοῦ γεγο- 
γότος ὅτι ἡ ὑπ' αὐτοῦ εὑρεθεῖσα τιµἠ τοῦ κ δὲν περιελαμβάνετο μεταξύ 3 1/ν 
καὶ 3 0η ( 41), κατέστησε σαφές, ὀλίγον κρὸ τοῦ θανάτου τοῦ σοφοῦ 
καρδιναλίου, ἕνας ἐπιστήμων, εἰς τὸν ὁποῖον αἱ λογιστικαὶ μέθοδοι τῆς 
ἀστρονομίας ὀφείλουν πολλὰς βελτιώσεις, ἀλλ' ὁ ὁποῖος ἔχει ἐπίσης δι- 
καιώµατα διὰ µία διακεκριµένην θέσιν εἰς τὴν ἱστορίαν τῶν καθαρῶν µαθη- 
ματικῶν, Είναι ὁ γερμανὸς 1οὔαπες ΜΠ]ϊοτ, γεννηθεὶς τὴν όην Ἰουνίου 1436 
εἰς Κδπίρεῦετε (τοποθεσίαν ἀνήκουσαν εἰς τὸ δουκᾶτον τοῦ Οοδυςᾳ) καὶ 
ἀποκαλούμενος ἐνίοτε Ίοβαππες Οεγπιάηυς ἢ Έγαηους, συχνότερα καὶ γενι- 
κώτερα ]ο]απηςς ἆς Μοπίς Βερίο, ὑπὸ τῶν ᾿Ππαλῶν δὲ Κερίοπιοπίαηο (λατι- 
γικἀ Κερἰοπιοπίαπας). 

Μόλις δωδεκαετὴς ἐνεγράφη εἰς τὸ Πανεπιστήμιον τῆς Λειψίας, µετ' 
ὀλίγον δὲ εἰς τὸ Πανεπιστήµιον τῆς Βιέννης, ἐλκυσθεὶς ἀπὸ τὴν μεγάλην φῄ- 
μην τοῦ Ρευετυαςὰ (ὁ 179), τοῦ ὁποίου δὲν ἑβράδυνε νά γίνη ἐπίλεκτος µα- 
θητὴς καὶ ἐν συνεχείᾳ ἐπιστημονικὸς διάδοχος. Διότι ὃ Ῥευετῦασὴ εἰς αὐτὸν 
ἐνεπιστεύθη τὴν ἀποστολὴν νὰ φέρη εἰς πέρας τὴν ἔκδοσιν τοῦ Πτολεμαίου, 
τὴν ὁποίαν εἴχεν ὁ ἴδιος ἀρχίσει κατὰ προτροπὴν τοῦ γνὠστοῦ ἕλληνος 
λογίου Βησσαρίωνος (1403 - 1472). ᾽Ακριβῶς δὲ διὰ νὰ ἔλθῃ εἰς ἑπαφήν 
μὲ τὸν εὐρυμαθέστατον ἐκεῖνον Ἕλληνα ὁ Βεμὶοπιοπίαπο μετέβη εἰς τὴν Ρώ- 
μην, περιῴδευσεν ἔπειτα τὴν Ἰταλίαν καὶ διέµεινεν ἐπί τινα χρόνον εἰς τὴν 
Εετίατα, διὰ νἁ ἐπωφεληθῇ τῆς διδασκαλίας τοῦ ἀστρονόμου Βϊκησλίηί 
καὶ εἰς τὴν Ῥαάονα, εἰς τὸ Πανεπιστήµιον τῆς ὁποίας ἔκαμεν ἕνα εἴσαγωγι- 
κὀν µάθηµα ἱστορικοῦ χαρακτῆρος, περὶ τοῦ ὁκοίου θὰ ὁμιλήσωμεν μετ 
ὀλίγον. 

Εἰς τὴν Ἰταλίαν κατεγίνετο τόσον μὲ καθαράς ἐπιστημονικάς ἐρεύνας 
ὅσον καὶ μὲ ἀναδιφήσεις τῶν βιβλιοθηκῶν καὶ τῶν ἀρχείων, ὅπου ἔκαμεν 
ἀνακαλύψεις μεγίστου ἑνδιαφέροντος, ᾿Αρκεῖ ν ἀναφέρωμεν τὴν ἀνακάλυ- 
ψιν, εἰς µίαν βιβλιοθήκην τῆς Βενετίας, τοῦ Διοφάντου εἰς τὴν Ἑλληνικήν. 
Χάρις εἰς τὴν ἀνακάλυψιν αὐτὴν ὁ πρίγκηψ τῶν ἀρχαίων ἑλλήνων ἀριθµη- 
τικῶν, ὄπειτα ἀπὸ λήθην τόσων αἰώνων, ἐτίθετο πάλιν εἰς κυκλοφορίαν». 


Ὁ0 3 Εἰς μίαν ἀπιστολὴν πρὸ. τὸν Βάκηκδίαί (1468), ὅπου ἀναγγέλλφται ἡ ἀνακάλωψις. 
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Τὸ 1468 εὑρίσκομεν τὸν Κεβιοπιοπίαπο εἰς Βιέννην, ὅπου λαμβάνει 
παρά τοῦ Μαϊίςο (Οογνίπο τὴν πρόσκλησιν νὰ μεταβῆ εἰς Οἵεμ (τὴν σημερινὴν 
Βουδακέστην) ὑπὸ τὴν ἰδιότητα τοῦ ἀστρονόμου τῆς αὐλῆς. ᾿Απεδέχθη 
τὴν τιµητικὴν πρόσκλησιν, ἀλλά τὸ 1471 ἐγκατέλειψε τὴν Οὐγαρίαν διά νὰ 
ἑγκατασταθῇ εἰς τὴν Νυρεμβέργην. Καὶ ἐδῶ ὅμως δὲν παρέµεινεν ἐπί 
μακρόν, διότι ὁ πάπας Σίξτος ΤΝ, τὸ 1475, τὸν ἐκάλεσεν εἰς τὴν Ῥώμην νὰ 
τεθῇ ἐπικεφαλῆς τῶν ἐργασιῶν µεταρρυθµίσεως τοῦ ἡμερολογίου, ἡ ὁποία 
εἶχε προσλάβει τὴν µορφήν ἐπειγούσης ἀνάγκης ἀνεπιδέκτου ἀναβολῆς. 
Εκεῖ καὶ ἀπέθανεν ὁ Κεμἰοπιοπίαπο, εἰς ἡλικίαν μόλις 40 ἐτῶν (6 Ἰουνίου 
1476), κατά τινας ἐκ πανώλους, κατ’ ἄλλους ἐκ δηλητηριάσεῶς σχεδιασθείσης 
ὑπὸ τοῦ Οἱογρο ἁἱ Ττεδίνοπάα, χολωθέντος δι’ αὐστηρὰν κριτικἡν τῶν ἑρ- 
γασιῶν του ἐπὶ τοῦ Πτολεμαίου καὶ τοῦ Θέωνος τοῦ ᾽Αλεξανδρόέως, 

182. Ὁ ὄγκος τῆς ἐργασίας, τὴν ὁποίαν ἔφερεν εἰς πέρας ὁ Εερἰοπιοπία- 
πο κατὰ τὴν διάρκειαν τῆς βραχείας ζωῆς του εἶναι πράγματι καταπληκτικός, 
Ἔστω καὶ ἂν ὁ κατάλογος τῶν γρακτῶν του περιλαµβάνη ἔργα µόνον ἐν 
σχεδίῳ, πάντως οὐδεμία ἀμφιβολία ὑπάρχει ὅτι τὸ πεδίον τὸ ὁποῖον ἔνηγκα 
λίσθη παρουσιάζεται τόσον μέγα, ὥστε ἀκόμη καὶ διά νὰ τὸ διατρέξῃ κα- 
νεὶς ἐπιτροχάδην θὰ ἐχρειάζετο χρόνον ὑπκερβαίνοντα κατὰ πολὺ τὴν διάρ- 
κειαν μιᾶς ἀνθρωπίνης ζωῆς. Ὅτι δὲ ἐκυριεύθη ἀπὸ τὸν πόθον νά δώσῃ 
εἰς τὴν λατινικὴν μεταφράσεις τῶν ἔργων τοῦ Πτολεμαίου, τοῦ Εὐκλείδου, 
τοῦ ᾿Αρχιμήδους, τοῦ ᾽Απολλωνίου καὶ τῶν ἄλλων μµικροτέρων ἑλλήνων 
χεωμετρῶν δὲν ἀποδεικνύει τίποτε ἄλλο, παρὰ ὅτι ἐγνώριζε τὴν ἀξίαν τῶν 
ἔργων τούτων, τὰ ὁποῖα θἀ εἶχε μελετήσει κατὰ βάθος. Τὸ ἔμμεσον τοῦτο 
συμπέρασμα εὑρίσκει πολώτιµον ἐπιβεβαίωσιν εἰς τὸ εἰσαγωγικὸν ἐκεῖνο µά- 
θηµα ἐπὶ τῆς ἱστορίας τῶν μαθηματικῶν, τὸ ὁποῖον ἔχομεν ἤδη ἀναφέρει, 
καὶ τοῦ ὁκοίου τὸ περιεχόµενον ἔχομεν ὑποχρέωσιν νὰ γνωρίσωμεν εἰς τὸν 
ἀναγνώστην, διὰ νά µάθῃ ποῖα ἦσαν τὰ ἀρχαῖα ἔργα τὰ ὁποῖα εἶχον περιέλθει 
εἰς γνῶσιν τῶν εὑρώπαίων πεπαιδευµένων τοῦ ΧΥ αἰῶνος, χάρις εἰς τὰς 
ἀξιεπαίνους προσπαθείας τῶν ἀνθρωπιστῶν. 

«Ἐπί δύο καὶ πλέον ἔτη», ἀρχίζει τὴν διάλεξδίν του ὁ Εεμίοποπίαπο, 
ασιωποῦν εἰς τὸ πανεπιστήµιον τοῦτο (τῆς Ραάονα) τὰ µαθήµατα τῆς ᾿Αστρο- 
νοµίας», Διὰ τοῦτο ἓν τῇ ἐπιθυμίᾳ του νἁ διευκολύνη τοὺς ἀκροατάς του νὰ 
κατανοήσουν τὰς θεωρίας τοῦ ἄραβος ἀστρονόμου Αἱεγρασί", ἐθεώρησε. 
σκόπιµον νἁ ρίψη ἕνα βλέμμα εἰς τὸ σύνολον τῶν μαθηματικῶν ἐπιστημῶν. 

Δι’ αὐτὸν τὰ ν τὰ μαθηματικά εἶναι ἡ ἐπιστήμη τῶν μεγεθῶν καὶ περιλαμβά- 


Αποκαλύκτεται συγχρόνως καὶ ἡ λεπτομέρεια, ὅτι ἐνφ εἰς τὸν πρὀλογον γίνεται λόγος, 
διὰ 13 βιβλία, τὸ βενετικὀν χειρόγραφον δὲν περιλαμβάνει παρὰ µόνον Ἡ, 

. Πρόκειται περὶ τοῦ ἄραβος μαθηματικοῦ (ἀποβανόντος τὸ 833 ἢ Β44), τοῦ ὁποίσυ τὸ 
πλ ρες ὄνομα εἶναι Λποδά Όσα Μζνκσιησά Όσο Μαηνε Όσα Κεις αἳ Εαγραπή. Εἰς τὰ 
ἔργα του ἀναφέρεται ὁ Π τόµος τοῦ ἔργου τοῦ Ρ. Όλο, ἴως αγπιότης ἅμ πποσός (Ῥαγίς 1914). 
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ῬὪϐὪ ο υ--ὐ '...... 
γουν τὴν Γεωμετρίαν καὶ τὴν ᾿Αριθμητικήν, κλάδους τῶν ὁκοίων ὁ πρῶτος 
᾿ἀσχολεῖται μὲ ὀντότητας συνεχεῖς, ἓνφ ὁ δεύτερος μὲ ὀντότητας διακεριµό- 
νας. ᾿Ἡ γεωμετρία ἐγεννήθη εἰς τὴν Αἴγυπτον ἐξ ἀφορμῆς τῶν κροβλημάτων 
ποὺ ἀνέκυπτον κατὰ τὰς περιοδικὰς πλημμύρας τοῦ Νείλου καὶ πολλοἰ ὑπῆρ- 
αν οἱ ἐπιστήμονες ποὺ ἠσχολήθησαν μὲ αὐτὴν, Ὁ Εὐκλείδης ὁ ἐκ Μεγά- 
ρων (19) ἢνωσεν εἰς 13 βιβλία ὅλας τὰς γνώσεις τῆς ἐκοχῆς του. Ὁ Ὑψικλῆς 
κροσέθεσε δύο βιβλία, ὁ δὲ Βοήθιος µετέφρασεν εἰς τὴν λατινικἠν καὶ τὰ 15 
βιβλίαί,), ἑνῷ ὁ ᾿Αδελάρδος, ὁ ᾽Αλϕρέδος” καὶ τέλος ὁ (απιραπο ἀνεψηλά- 
Φησαν τὸ σύνολον, 'Ἠκολούθησαν ὁ ᾽Απολλώνιος μὲ τς Κωνικὰς 
του, ἔργον παραμένον ἀκόμη ἀμετάφραστον καὶ ὁ ᾿Αρχιμήδης, τοῦ ὁποίου 
τὰ ἔργα µετεφράσθησαν ὑπὸ τοῦ Γεράρδρου τῆς Κρεµώνης. Εἰς τὸ ἔργον τοῦ 
᾿Αρχιμήδους Περί σπειρῶν ἐγένετο προσπάθεια ἀναγωγῆς μιᾶς πε- 
ριφερείας εἰς µίαν εὐθεῖαν πρὸς τὸν σκοκὀν τετραγωνισμοῦ τοῦ κύκλου, 
προβλήματος ἀναμένοντος µέχρι σήµερον τὴν λύσιν του. Ὁ ᾽᾿Αρχιμήδης 
ἔγραψεν ἀκόμη περὶ μετρήσεως τοῦ κύκλου καὶ ἄλλα, 

Ὢ Κερἰοπιοπίαπο ἀναφέρει κατόπιν τὸν Εὐτόκιον ὡς σχολιαστὴν τοῦ 
᾿Αρχιμήδους, τοῦ Θεοδοσίου καὶ τοῦ Μενελάου, Ὡς πρὸς τὴν ἀριθμητικήν, 
ἀναγνωρίζει ὅτι εἶναι δύσκολον ν᾿ ἀποφανθῇ κανεὶς περὶ τοῦ πῶς ἐγεννήθη, 
εἶναι ὅμως ἐκτὸς πάσης ἀμφιβολίας ὅτι ὁ Πυθαγόρας ἀπηθανατίσθη διὰ τὰς 
γνώσεις του ἐπὶ τῶν ἀριθμῶν. Εἰς τὴν ἀριθμητικὴν ὁ Εὐκλείδης ἀφιέρωσε 
τὰ βιβλία ΥἩ - ΙΧ τῶν Στοιχείων του, ἐκ τῶν ὁποίων ἐνεπνεύσθη ὁ 
(ιοτάαπο τὴν συγγραφὴν τῶν δέκα βιβλίων του ἐπὶ τοῦ ἰδίου θέματος. Ὁ 
(ιΙοτηαάο ἔγραψεν ἔπειτα ἄλλα τρία ὑπὸ τὸν τίτλον Ώς πηνετίς ἀας, Τὰ 
13 βιβλία τοῦ Διοφάντου δὲν µετεφράσθησαν ἀκόμη ἐκ τοῦ ἑλληνικοῦ, ἂν 
καί, βεβαιώνει ὁ Κεβίοπιοπίαπο, εἰς τὸ ἔργον τοῦτο περιέχεται τὸ ἄνθος τῆς 
ἀριθμητικῆς, τοὐτέστιν ἡ α«αγς (οἱ δὲ οωσυσο (τέχνη μεγεθῶν καὶ τετρα- 
Ἰώνων, ἃ 161) ἤ, μὲ τὸν ἀραβικὸν ὅρον, «ἄλγεβρα», Μεταξὺ τῶν λατίνων εἷ- 
δικῶν εἰς τὰ θέµατα αὐτὰ ἀναφέρει µόνον τὸν Βἰαποίπίν», ἐνῷ ἐνθυμεῖται 
τὸν Βαρλαὰμ (8 96), διότι ἔγραψεν ἓξ βιβλία ἀριθμητικῆς εἰς τὴν ἑλληνι- 
κἠν''". Εἰσέρχεται κατόπιν εἰς τὴν ἀστρονομίαν, ὅπου δὲν θὰ τὸν άκολου- 
θήσωμεν περατοῦντα τὴν ὁμιλίαν του μὲ ἕνα ἐγκώμιον τοῦ διδασκάλου 
του Ῥευσγρας)ι, 


''"Αναφόρεται, ἄραγε, εἰς µίαν µετάφρασιν γενομένην ἐκείνην τὴν ἐποχὴν ὑπὸ ἑνὸς 
ἄγγλου βασιλέως φέροντος τὸ ὄνομα τοῦτο ; | | 

5 ᾽Αναφέραται εἰς τὸν γνωστόν ἀστρονόμον, γεννηθέντα εἰς Βολωνίαν, διαβιώσαντα δὲ 
εἰς Έσγγησα κατὰ τὸν ΧΥ αἰῶνα. ᾽Ακατανόητος εἶναι ἡ ἀναφορὰ αὐτὴ τὴν ὁποίαν κάμνει 
ὁ Βεῴσαισβίαπο, διότι, ὡς γράφει ὁ Τιγιδοφςδί (Δεοτία όεῖῖο Ιείε, Ιταδ, «ΥΙ, µέρος , σελ. 
301 -5). Τὸ μοναδικόν του μαθηματικὸν ἔργον, ποὺ γνωρίζοµεν (μέχρι τοῦδε μάλιστα 
ἀνέκδοτον) φέρει τὸν τίτλον Ώο Βἰαίδις (περὶ ἡμιτόνων). 

"πι Ἄς σημειώσῃ ὁ ἀναγνώστης τὴν ἀπουσίαν τοῦ ὀνόματος τοῦ Εἰσοπασσί καὶ τῶν 
ἄλλανν μεταγενεστέρων αὐτοῦ ἴταλῶν ἀλγεβριστῶν, 
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183. 'Η ἀστρονομία ὑπῆρξε τὸ πεδίον ἐκεῖνο, εἰς τὴν καλλιέργειαν τοῦ 
ὁποίου ἀφιέρωσεν ὁ Εεροπιοπίαπο τὸ καλύτερον µέρος τῶν δυνάμεών του. 
Καὶ ἀκριβῶς εἰς ἐξυκηρέτησιν αὐτῆς συνέγραψε τὸ 1464 τὸ περίφηµον ἔργον 
ΏΌε σἱαπρα]ι5 οπισίπιοαἰς Ποπ ν (Περί παντοειδῶν τριγώνων: τυπωθὲν τὸ 1531], 
τὸ πρῶτον βιβλίον τριγωνοµετρίας φέρων τὸ ὄνομα εὑρωπαίου συγγραφέως, 
Εἰς τὴν συγγραφἠν τούτου ἑστηρίχθη ἐπί παρομοίῶν Εργων τοῦ Ναςίγ εὰ Ὀίη 
(8 152), ἐνῷ τίποτε δὲν ἀποδεικνύει ὅτι εἴχε λάβει γνῶσιν τῶν ἔργων τοῦ 
Πενί Όση Οετεοη (ὃ 75 - 6), παρὰ τὰ ἔκδηλα καὶ σηµαντικά σημεῖα ἑπαφῆς. 

Αί πεντήκοντα ἑπτά προτάσεις ποὺ ἀποτελοῦν τὸ Βιβλίον [ τοῦ ἐν λόγῳφ 
ἔργου ἔχουν προπαιδευτικὸν χαρακτῆρα. Μερικαὶ θά ἔλεγε κανεὶς ὅτι ἐγρά- 
φησαν ἀπὸ Έλληνα μαθηματικὸν τῆς χρυσῆς περιόδου (σημειωτέον ὅτι 
διὰ τὴν ἀπόδειξιν τοῦ θεωρήματος τῶν τριῶν ὑψῶν ὁ συγγραφεὺς παρα- 
πέµπει εἰς ἄλλο ἔργον του), ἐνῷ ἄλλαι χρησιμεύουν ὡς βάσις, διὰ µίαν 
μεθοδικἠν ἔκθεσιν τῆς τριγῶνοµετρίας, στηριζοµένην ἐπὶ τῆς χρήσεως τῶν 
ἡμιτόνων τῶν γὠνιῶν καὶ τῶν συμπληρωμάτων των. 

Εἰς τὸ Βιβλίον Ἡ, τὸ ὁκοῖον περιλαµβάνει 33 προτάσεις συναντῶμεν τὸ 
θεώρημα τῶν ἡμιτόνων εἰς τὰ εὐθύγραμμα τρίγωνα, γεγονὸς τὸ ὁποῖον πα- 
ρεκίνησε τοὺς ἱστορικοὺς ν᾿ ἀποδώσουν εἰς αὐτὸν τὴν πατρότητα τῆς 
κροτάσεως, ἐνῷ σήμερον γνωρίζομεν (ἡ 176) ὅτι τούτου προηγήθη ὁ Ιενὶ 
Όεη ΟεεσοΠ. Εἰς τὸ αὐτὸ Βιβλίον ἀπαντῶμεν πολλὰ προβλήματα ἀφορῶντα 
τρίγωνα, λνόµενα μὲ ρητορικὴν ἄλγεβραν ἀκόμη καὶ ὅταν ἡ γεωµετρικἡ 
λύσις δὲν παρουσιάζει καµµίαν δυσκολίαν. ᾿Αναφέρομεν ὡς παράδειγµα τὴν 
κατασκευἠν τριγώνου (σχ. 31), τοῦ ὁποίου δίδονται ἡ βάσις Βς -- α, τὸ 
ἀντίστοιχον ὕψος ΑΏ -- Ἡ καὶ ὁ λόγος µ τῶν ἄλλων 
δύο πλευρῶν. Τὸ πρόβλημα λύεται γεωμετρικῶς χω- 
ρὶς δυσκολίαν, ὅταν λάβωμεν ὑπ) ὄψιν ὅτι ὁ γεωµε- 
τρικὸς τόπος τῶν σημείων τοῦ ἐπιπέδου, τῶν ὁποίων 
ὁ λόγος τῶν ἁἀποστάσεων ἀπὸ δύο δοβέντων ση- . 
µείων εἶναι σταθερὸς εἶναι ἡ αἀπολλώνειος περιφέ- Σχ. 31 
ρὔια» (8 45]. Ὁ Εερἰοπιοπίαπο πραγματεύεται τὸ πρὀ- 
βληµα μὲ ὑπολογισμούς, δεχόμενος ὡς ἄγνωστον τὸ ἤμισυ τοῦ τμήματος 
ΕΕ, τὸ ὁποῖον προκύπτει λαμβανοµένου ΡΕ -- ΏΒ. Μὲ ἁπλᾶς ἐφαρμογὰς 
τοῦ Πυθαγορείου θεωρήματος, φθάνει εἰς ἀποτέλεσμα ἰσοδύναμον πρὸς τὴν 
ἀκόλουθον δευτεροβάθµιον ἐξίσωσιν : 


κε, ο μμ. μας 
3 μι-- 
Αί 56 προτάσεις τοῦ Βιβλίου ΤΠ καὶ αἱ κπρῶται 15 (μεταξὺ 14) τοῦ ΤΥ 
Βιβλίου συναποτελοῦν τὸ περιεχόµενον τῆς Σφαιρικῆς τῶν ἀρχαίων. Ὡς 
πηγαὶ τοῦ ἐχρησίμευσαν ἀναμφιβόλως ὁ Θεοδόσιος καὶ ἀκόμη περισσότερον 
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ὁ Μενέλαος, Σημειοῦμεν εἰς τὸ Βιβιλίον ΠΠ τὸ θεώρημα τῶν ἡμιτόνων διά 
τυχόντα σφαιρικὰ τρίγωνα, ὡς ἐπίσης τὰς σχέσεις μεταξὺ τῶν διαφόρων 
στοιχείων σφαιρικῶν τριγώνων ΑΒΟ, ὀρθογωνίου εἰς «, αἱ ὁποῖαι σχέσεις 
σήμερον ἐκφράζονται μὲ τοὺς τύπους: 

εἰπ Α σος Ὁ-- σος Β 

σοςς-- ο α.οο5 Ὁ, 


ὍὉ δεύτερος προκύπτει προφανῶς ὡς εἰδικὴ περίκτωσις τοῦ οὕτω καλού- 
µένου αθεωρήµατος τοῦ συνηµιτόνου», τὸ ὁποῖον ἀπαντᾶται εἰς τὸ ΤΥ 
Βιβλίον τοῦ ἐξεταζομένου ἔργου ὑπὸ τὴν µορφήν; 


ιπηγς | 


ἀ ο ---ι -υὐἐ - .. 


δἱῃ νογς - απ νε (α-- 8) μυ Ἡ α-αἷα ὃ 


Τὸ ὑπόλοιπον τοῦ Βιβλίου (ὅπου εὑρίσκονται 15 προτάσεις) ἀναφέ- 
ῥεται εἰς κατασκευὰς σφαιρικῶν τριγώνῶων, ἐπί τῇ βάσει διαφόρων συστη- 
µάτων ἀριθμητικῶν δεδοµένων. 

Τὸ ἔργον τοῦτο τοῦ Κερἰοπιοπίαπο, δοβὲν εἰς τὴν δημοσιότητα διὰ τοῦ 
τύπου περίπου ἤμισυ αἰῶνα μετὰ τὸν θάνατον τοῦ συγγραφέως, μᾶς παρου- 
σιάζεται ὑπὸ µίαν µορφήν, ἡ ὁποία πιθανῶς δὲν εἶναι ἐκείνη, τὴν ὁποίαν 
θά ἔδιδε τελικῶς εἰς αὐτὸ ὁ συγγραφεὺς, Ὡς συμπληρώματα τοῦ ἔργου θε- 
ροῦνται ἀκόμη δύο πίνακες; Τασυία ρεῖιί πιοδἡς καὶ Τασία ἀἰγεσίοπασι, 
Ὁ πρῶτος εἶναι ἕνας πίναξ διπλῆς εἰσόδου, χρήσιμος εἰς τὸν ὑπολογισμὸν 
τῶν στοιχείων ἑνὸς ὀρθογωνίου σφαιρικοῦ τριγώνου, ὀρθογωνίου εἰς 5, 
µέσῳ τοῦ τύπου : 

πα -- οἷης « επ Α.. 


Ὁ δεύτερος χρειάζεται εἰς τὸν ὑπολογισμὸν τῶν ἐφαπτομένῶν, χωρὶς ὅμως 
τὰ γέα αὐτὰ τριγὠνομετρικἀὰ μεγέθη ν᾿ ἀποκαλοῦνται μὲ εἰδικὸν ὄνομα. 

Εἰς ἕνα κείµενον φέρον τὸν τίτλον Οσπία εοπιπεπἰαίοτεπα Απφιοιεϊίς 
Ανειτοεπι, ὁ ὁποῖος ἀναγινώσκεται εἰς ἕνα κατάλογον τῶν ἔργῶν του, χορὶς 
ὅμως τὸ κπίµενον νὰ μῆς εἶναι γνωστόν, ἴσως ὁ σογγραφοὺς ν΄ ἀπέδειξε 
πρῶτος, ἑναντίον τῆς γνώμης τοῦ ᾿Αριστοτέλους, τοῦ Β, Βασοπο καὶ τοῦ 
Βταδναγάίη, τὸ ἀδύνατον τῆς πληρώσεως τοῦ χώρου μὲ κανονικἀ πολύεδρα 
διάφορα τοῦ κύβου. 


184 "Ενῷ τὰ ἔργα, τὰ ὁποῖα ἓν συντοµίᾳ ἀνελύσαμεν, πίπτουν ἐπί 
τῆς γεφύρας τῆς συνδεούσης τὴν γεωμετρίαν μὲ τὴν ἀστρονομίαν, ἄλλα 
δεδοµένα παρέχουν ἀπόδειξιν τοῦ ἐνδιαφέροντος καὶ τῶν ἱκανοτήτων τοῦ 
Κεβἰοπιοπίαπο διὰ καθαρῶς θεωρητικὰς ἐρεύνας. Θ’ ἀναφέρωμεν π.χ. τὴν 
ἐργασίαντουΠροσθῆκαι εἷς τὰ Στοιχεῖατοῦ Εὐκλείδου, 
ὅπου, μεταξὺ ἄλλων, προέχουν αἱ θεωρίαι ἐπὶ τοῦ ἀθροίσματος τῶν γωνιῶν 
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ἁστεροειδοῦς πολυγώνου, ἀποτελοῦσαι φυσικὴν συνέχειαν τῶν ὅσων 
ἔγραψαν ἤδη ἐπί τοῦ αὐτοῦ θέματος ὁ «Ἂππραπο (ἡ 168) καὶ ὁ Βγαάνατάΐη 
(6 174). 

Περὶ τῶν ἄλλων μαθηματικῶν ἐρευνῶν τοῦ Κεμἰοπιοπίαπο λαμβάνομεν 
γνῶσιν ἐκ τῆς ἀλληλογραφίας του μὲ ἄλλους ἐπιστήμονας τῆς ἐποχῆς του. 
᾿Αναφέρομεν πρὸ πάντων τὸ ἀκόλουθον πρόβλη- | 
µα μεγίστου. Δοθέντος (σχ. 32] τοῦ κατακορύφου 
ἰστοῦ ΑΒ, νὰ προσδιορισθῇ ἐπί τοῦ ἐδάφους ΟΕΟ ἕνα 
σημεῖον Χ, ἀπὸ τοῦ ὁποίου ὁ [στὸς νὰ φαίνεται 
ὑπὸ τὴν µεγίστην γωνίαν. 

Εἶναι τὸ κρῶτον πρόβληµα τοῦ εἴδους τούτου, σ κ 
ποὺ ἐμφανίζεται εἰς τὴν μαθηματικὴν γραμµατείαν Σχ. Ώ 
μετὰ τὸν ᾽Απολλώνιον, λύεται δ’ ἁπλούστατα διά 
κατασκευῆς τῆς περιφερείας τῆς διερχοµένης διά τῶν σηµείων Α,. καὶ Β καὶ 
ἐφαπτομένης τῆς εὐθείας Ο5, τοῦ σημείου ἐπαφῆς Χ κληροῦντος τὴν ἔπι- 
ταχθεῖσαν συνθήκην. 

Δὲν εἶναι µικροτέρας σπουδαιότητος τὸ ἀκόλουθον πρόβλημα τὸ ὁ- 
κοῖον ἐπροτάθη ἀπὸ τὸν Κεεοπιοπίαπο εἰς τὸν ἀστρονόμον Βἰαποβίπί : Ες 
ἕνα τρίγώνον ΑΒΕΓ μὲ πλευρὰς ΑΒ -- 18, Ας --25, Βς -- 29, ν’ ἀχθῆ εὐθεῖα 
ΑΏ ἀπὸ τῆς κορυφῆς εἰς τὴν βάσιν τοιαύτη, ὥστε νὰ πληροῦται ἡ σχέσις : 

ΒΟΣ4- ΑΌ . ΑΒ -- ΑΒ", 


Θέτοντες ΒΏ --σ, καταλήγοµεν μὲ στοιχειώδεις συλλογισμοὺς εἰς 
τὴν διτετράγωνον ἐξίσωσιν: 


τῆς ὁποίας ὁ βαθμὸς πίπτει ἀμέσως εἰς τὸν τρίτον. Ὁ Εορἰοιπποπίαπο δὲν 
ἦτο εἰς θέσιν νὰ τὴν λύσῃ, παρετήρησεν ὅμως” ὅτι ἡ λύσις αὐτῆς ἴσοδυ- 
ναμεῖ πρὸς τὴν εὕρεσιν τῆς χορδῆς μιᾶς μοίρας (15) γνωστῆς οὔσης τῆς 
χορδῆς τριῶν μοιρῶν (33). Πράγματι, ἡ ἐν λόγφ ἐξίσωσις δύναται νὰ µετα- 
σχηματισθῇ εἰς τὴν ἀκόλουθον : 


(χορδὴ 153 -ἰ- (κορδὴ 33) -- 3(χορδὴ 13). 


Διὰ τοῦτο γράφει ὁ Εερϊοπιοπίαπο εἰς τὸν φίλον του; αλῶσε µου τὴν 
εὐθεῖαν ΒΏ καὶ ἐγὼ σοῦ εὑρίσκω τὴν χορδὴν τοῦ τόξου [95., Δὲν θὰ διαφύγη 
ἀσφαλῶς τῆς προσοχῆς τοῦ ἀναγνώστου ἡ στενωτάτη σχέσις ἡ ὑφισταμένη 
μεταξὺ τῆς ἀνωτέραω ἐξισώσεως καὶ ἐκείνης, εἷς τὴν ὁποίαν ὅ ΑΙ - Βίγασί 


. Εἰς τὴν προηγουµένην ἐξίσωσιν θέτοντες κ --18Υ λαμβάνομµεν τὴν ἐδίσωσιν, ἡ 
ὁποία χρησηιοίαι οἷς ερικούµησον τῆς Τονίας. 


ΙΟΝΙΑ.--“Ἱοτορία τῶν Μαθηματικῶν. Τόμος 1 21 


ἀνήγαγε (ϐ 148) τὴν ἔρευναν τῆς πλευρᾶς τοῦ κανονικοῦ ἐννεαγώνου ἑγ- 
πήσωμεν τὸ γεγονὸς ὅτι ἑνῷ ὁ ἄραψ ἐπιστήμων ἐγνώρίε νὰ ὑπολογίζη 
κατά προσέγγισιν τὴν θετικἠν ρίζαν τῆς ἐξισώσεως, ὁ Κεβίοπιοπίαπο στα- 
ματῷ εἰς τὴν εὑρεθεῖσαν ἐξίσωσιν. Θἀ ἦτο λοικὀν δυνατὸν νά εἴπωμεν 
ὅτι ἡ ἀνατολικὴ μέθοδος λύσεως ἀριθμητικῶν ἐδισώσεων, τὴν ὁποίαν ἐγνώ- 
ριζεν ὁ Λεονάρδος Πιζᾶνο (ὗ 165), δὲν ἐγένετο κοινὸν κτῆμα τῶν εὑρω- 
παίων ἐπιστημόνων ἓν γένει. 

Μεταξὺ τῶν ἄλλων προβλημάτων ποὺ ἀπαντῶνται εἰς τὴν ἀἄλληλο- 
γραφίαν τοῦ Εεμοπιοπίαπο, ἀναφέρομεν ἐκεῖνα, τὰ ὁποῖα μὲ ἀλγεβρικὴν 
διατύπωσιν ἐκφέρονται ὡς ἑξῆς : 

ἱ. τ-γ-2-- 240, οἷκ α- 56γ -- ἃσ -- 16047 

2, κ -ἴ- 15 -- 13 -- ΤΙ --ἴ0χ-- 3 

3, 23κ -ἵ- 12 -- 11 -ι- Τ -- 10ε - 3 

4, χ-ἰ- Υ--κ-- 16, χα” -ἕ- γη: -- 13 -« 4624, 

5, Νὰ εὑρεθοῦν τρεῖς ἀριθμοὶ εἰς ἁρμονικὴν πρόοδον, ὁ ἐλάχιστος τῶν 

ὁποίων νὰ μὴ ὑπερβαίνῃ τὸν 5004000. 

6. Νά εὑρεθοῦν τρία τετράγώνα εἰς ἀριθμητικὴν κρόοδον. 
7. Νά εὑρεθοῦν τρία τετράγωνα εἰς ἀριθμητικὴν πρόοδον, τὸ µικρότερον 

τῶν ὁποίῶν νὰ μὴ ὑπερβαίνη τὸν 20.000. 

8. Νά εὑὐρεθοῦν τρεῖς ἀκέραιοι ἀθροίσματος 214, τῶν ὁποίων τὰ τετράγωνα 
νὰ ἀποτελοῦν ἀριθμητικὴν πρόοδον. 

9. Νά εὑρεθοῦν τέσσαρα τετράγῶνα ἔχοντα ἄβροισμα τετράγῶνον. 

Ι0, Νά εὑρεθοῦν 30) τετράγωνα μὲ ἄθροισμα τετράγωνον μεγαλύτερον τοῦ 

300.000, 


Τὰ πρῶτα τρία ἀνήκουν εἰς τύκους γνωστοὺς ἀπὸ μακροῦ. Τὸ πρῶτον 
πράγματι ἀνάγεται εἰς τὴν κατηγορίαν τῶν απροβληµάτων τῶν 100 πτη- 
νῶνυ ποὺ εἴδομεν εἰς τοὺς Κινίζους, τοὺς "Αραβας καὶ ἀκόμη εἰς τὸ 110ες 
Αὐδαοί, Τὸ δεύτερον καὶ τρίτον ἀνάγονται εἷς τὴν ἔρευναν ἀριθμοῦ, ὅταν 
γνωρίζωµεν τὰ ὑπόλοιπα τούτου διαιρουµένου διά δεδοµένων ἀριθμῶν 
(κινεζικὸς κανῶν έα γεα, ὃ 119). Μερικἀ ἄλλα θὰ ἔλεγε κανεὶς ὅτι ἐνεπνεύσθη 
ὁ Κερἰοπιοπίαπο ἀπὸ τὸ Τΐδες αυαάταίογασι τοῦ Εἰδοπασςί. Τὰ προβλήματα 
9 καὶ 10 ἀποδεικνύουν ὅτι ἡγνόει τὴν ἀνάλωσιν παντὸς ἀριθμοῦ εἰς τέσσαρα 
τετράγώνα, τὴν ὁποίαν εἶχεν ἤδη διδάξει ὁ Διόφαντος. Δὲν εἶναι πάντως 
βέβαιον, ἂν ἦτο πράγµατι εἰς θέσιν νὰ λύσῃ ὅλα αὐτὰ τὰ προβλήµατα, µολο- 
νότι ὁ τρόκος τῆς ἐκφράσεώς του δίδει τὴν ἐντύπωσιν ὅτι ἠδύνατο, Ἐν 
πάσῃ περιπτώσει δὲν εἶναι μικρῆς τιμῆς ἄδιος, διότι ἐφείλκοσε τὴν προσοχἠν 
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τῶν μελετητῶν ἐπὶ ζητημάτων, τὰ ὁποῖα ἡ ἐκταφὴ τοῦ ἔργου τοῦ μεγάλου 
ἀλεξανδρινοῦ ἐπρόκειτο νἁ ἐπαναφέρῃ πολὺ συντόμως εἰς τὴν ἡμερησίαν 
διάταξιν. 

'Ἐὰν στρὲψῶμέν τώρα τὸ βλέμμα εἰς τὸ μαθημµατικὀν ἔργον, τὸ ὁποῖον 
συνετελέσθη εἲς τοὺς τρεῖς αἰῶνας ποὺ ἠκολούθησαν τὴν ἐμφάνισιν τῶν 
ἔργων τοῦ Εἰδοπασϐ, δὲν θὰ δυσκολευθῶμεν ν’ ἀναγνῶρίσῶμεν, ὅτι αἱ ρό- 
διναι ἐλπίδες, τὰς ὁποίας φυσικὸν ἦτο νὰ γεννήσουν τὰ ἔργα ἐκεῖνα, κατὰ 
µέγα µέρος διεψεύσθησαν, παρὰ τὴν ἐπιμέλειαν μὲ τὴν ὁποίαν ἤρχισαν 
τότε νὰ μελετῶνται τὰ μαθηματικά ἔργα." Δύο µόνον κεφάλαια τῆς µαθη- 
ματικῆς ἐπιστήμης ὑκέστησαν κατὰ τὴν ὑπ' ὄψει κερίοδὀν σημαντικὰς 
βελτιώσεις : α) ἡ τέχνη τοῦ ἀριθμητικοῦ λογισμοῦ, χάρις εἰς τὴν τελικὴν 
ἐπικράτησιν τῶν ἴνδο - αραβικῶν ψηφίων ἕναντι τῶν ρωμαϊκῶν καὶ β) ἡ 
τριγωνομετρία, ὡς ἀποτέλεσμα μιᾶς ζωογόνου πνοῆς ἀέρος ἐρχομένης ἐξ 
"Ανατολῶν, ἤτοι τῆς µεθοδικῆς ἀντικαταστάσεως τῶν χορδῶν τῶν κυκλικῶν 
τόξων ὑπὸ τῶν ἡμιτόνων, Χάρις εἰς τὴν καινοτοµίαν αὐτὴν ἡ τριγὠνοµετρία 
ἀπέκτησε πράγματι τὴν ἀναγκαίαν δύναμιν ν᾿ ἀνταποκριθῇ εἰς τοὺς πολ- 
λαπλοῦς ρόλους, τοὺς ὁποίους ἐπεφύλαττον δι) αὐτὴν τόσον τὰ καθαρὰ ὅσον 
καὶ τὰ ἐφηρμοσμένα μαθηματικά. 

Αντιθέτως, ἡ γεωμετρία παρέμεινε στάσιµος, καὶ μάλιστα εἷς µίαν 
στάθµην πολὺ χαμηλοτέραν ἐκείνης, εἰς τὴν ὁποίαν εἶχεν ἀρθῇ ὑπὸ τῶν 
"Ελλήνων καὶ τῶν ᾽Αράβων. Διά ν᾿ ἀποσπασθῇ ἀπὸ τὴν κατάστασιν τῆς 
νωχελείας καὶ τοῦ ληθάργου εἷς τὴν ὁποίαν εὑρίσκετο, δὲν ἐπέδρασαν 
ἰδέαι καθαρῶς θεωρητικοῦ χαρακτῆρος, ἀλλά κυρίως ἡ γοητεία νέων σκου- 
δαίων ἐφαρμογῶν, περὶ τῆς ἐμφανίσεως τῶν ὁποίων θὰ κάµωμµεν ἀμέσως 
λόγον εἰς τὸ ἐπόμενον κεφάλαιον. 

.᾿Απόδειδις τῆς ἐπιμελείας αὐτῆς περὶ τὴν µελέτην τῶν μαθηματικῶν παρέχεται ἀπὸ 
ἕνα ὅμιλον Ἔβραίων, ποὺ Εζησαν εἰς ἵ οιπ]κεγάο - Ὑεπείο διαρκοῦντος τοῦ ΧΥ αἰθνος, καὶ 


«ον ἂν αμὴς νκωρλωνόῶν μὲ Ὁ µας, 3 Ὃ σος 


φιλοσόφου Μαϊμο- 
γίδου (1133 - 1204) απᾶν ὅτι δυνάµεθα νὰ φαντασθῶµεν εἶναι δυνατόν, ὅ,τι δὲν δυνάµεβα 
νὰ φαντασθῶμεν εἶναι ἀδύνατον» καὶ τοῦ ὁποίου σκοπεῖ ν΄ ἀποδείξη τὴν ἀλήθειαν, στηρι- 
ζόμενος εἰς τὸ παράδειγµα τῶν ἀσυμπτώτων μιᾶς ὑπερβολῆς, Αὐτὸ ἀποδεικνύει πάντως 
ὅτι ἀπὸ τοῦ ΧΝΥ αἰθνος αἱ θεωρίαι τοῦ ᾿Απολλωνίου ἤρχισαν νὰ γίνωνται πάλιν γνωσταί 
εἰς τὴν Εὐρώκην. 


κΕεΦΑΛΑΙΟΝ ΧιΥ 


Η ΓΕςΜΕΤΡΙΑ ΕΙΣ ΒΟΗΘΕΙΑΝ ΤΗΣ ΖΕΓΡΑΦΙΚΗΣ 


1856 Ἡ ἐπιθυμία νά διαχωρίσουν τὴν ἀντικειμενικὴν πραγµατικό- 
τητα ἀπὸ τὰς φαινοµενικάς της ἐκδηλώσεις εἰς τὰ οὐράνια φαινόμενα 
ὤθησε τοὺς Ἕλληνας (ἴσως δὲ καὶ κάποιους ἀρχαιοτέρους πολιτισμοῦὺς] 
εἰς τὴν σπουδἠν τῶν φωτεινῶν φαινομένων, Κατ᾽ αὐτὸν τὸν τρόπον ἔλαβεν 
ἀρχὴν µία σειρὰ παρατηρήσεων καὶ ἐρευνῶν, τῶν ὁποίων τ' ἀκοτελέσματα 
ἀποτελοῦν τὴν ὁπτικὴν τῶν ἁρχαίων καὶ τῆς ὁποίας ἡ αὐθεντικωτέρα σω- 
ζομένη ἔκθεσις ὀφείλεται εἰς τὸν Εὐκλείδη. 

Εἰς τὸ ἔργον τοῦτο ὁ μέγας ἀλεξανδρινὸς γεωµέτρης, ἐκκινῶν ἀπὸ 
τὴν ἀρχὴν ὅτι τὸ φῶς διαδίδεται εὐθυγράμμως, ἀποκαθιστᾷ µίαν σειρὰν 
θιωρηµάτων, τὰ ὁκοῖα καὶ σήμερον θεωροῦνται ὡς οὐσιώδη καὶ ἁπαραί- 
τητα εἰς οἰανδήποτε µαθηµατικὴν πραγµατείαν περὶ τοῦ φωτός. Μεταξὺ 
τῶν προτάσεων, τὰς ὁποίας ἀπέδειξεν ὁ Εὐκλείδης περιοριόµεθα ν᾿ ἄνα- 
φέρωμεν ἐκείνην, ἡ ὁποία παρέχει ἐξήγησιν τοῦ γεγονότος ὅτι εὐθεῖαι 
παράλληλοι φαίνονται συντρέχουσαι. Ἰσχυρὸν κίνητρον εἰς αὐτὰς τὰς 
ἐρεύνας ὑπῆρξε διὰ τοὺς Ἓλληνας ἡ στιγµή, καθ’ ἣν ἐνεπλάκησαν εἰς τὸ 
πρόβλημα τῆς διά χρωμάτων διακοσµήσεως τῶν σκηνῶν εἰς τὰ θέατρα, 
διακοσµήσεως ἡ ὁποία ἔπρεπε νἁ παράγη εἰς τοὺς θεατὰς µίαν ψευδαίσθησιν 
κραγµατικότητος. Διετηρήθη δὲ πράγµατι ἡ μνήμη τοιούτων σοβαρῶν 
προσπαθειῶν πρὸς λύσιν τοῦ προβλήματος, αἱ ὁποῖαι ἀνάγονται εἰς τὴν 
ἐποχὴν (Υ αἰὼν κ.Χ.], καθ᾽ ἣν ἤρχισαν ν΄ ἀναβιβάζωνται εἰς τὰ θέατρα αἱ 
τραγφδίαι τοῦ Αἰσχύλου, 

Ἔρευναι πρὸς αὐτὴν τὴν κατεύθυνσιν ἐξηκολούθησαν καὶ κατὰ τὴν 
Ρωμαϊκήν περίοδον, ἀκόμη δὲ κατὰ τὸν σκοτεινὸν Μεσαίωνα. Ἔδημιουρ- 
γήθη τότε εἰς τὴν Εὐρώπην ὁ κλάδος, ὁ ὁποῖος ὠνομάσθη «Προοπτική», 
ἀφ᾿ ἧς µετεφράσθη εἰς τὴν γλῶσσαν τοῦ Κικέρωνος µία σχετικἡ πραγµα- 
τεία τοῦ Ίνα Αἰίμαπι (ὁ 147) ἢ ΑΙ παχεη, κατὰ τὴν παραδεδεγµένην ἕκτοτε 
γραφὴν τοῦ ὀνόματος εἰς τὴν Εὐρώπην. Ἡ ἐν λόγφ µετάφρασις, ὀφειλο- 
µένη πιθανῶς εἰς τὸν Γεράρδον τῆς Κρεμµώνης, εἶχε μεγάλην διάδοσιν 
εὐθὺς ὡς ἐξετυπώθη (1572) ἐπιμελείᾳ τοῦ γάλλου μαθηματικοῦ , ἆς | Καπιός 
(ἡ ἄλλως Βαπιας). 'Εδῶ ἁπαντᾶται διὰ πρώτην φορὰν ἡ Ἰόνιμος ἀρχή, 

340 
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κατὰ τὴν ὁποίαν ὁ ὀφθαλμὸς τοῦ παρατηρητοῦ ἀκοτελεῖ τὸ κέντρον δέσµης 
φωτεινῶν ἀκτίνων ἐκπεμπομένων ἀπὸ τὰ διάφορα σημεῖα τοῦ ρυμνν 
σώματος. 

Ἡ σημασία τῆς προοπτικῆς, ἀκόμη καὶ ὑπὸ τὴν καθαρῶς ἠορητικν 
της µορφήν, ἐγένετο κατόπιν βαθμηδὸν ἀντιληπτή, ὅπως ἀποδεικνύεται 
ἐκ τοῦ γεγονότος ὅτι ἀκαντᾶται ἕκτοτε εἰς τὴν διδακτέαν ὕλην τῶν πανεπι- 
στημιακῶν προγραμμάτων τοῦ Μεσαίώνος. Ὁ Ιοἵπ Ῥουκ]απι (1242 - 1292), 
ἀρχιεπίσκοπος τοῦ (απεγδυσγ, ἔκρινε σκόκιµον νὰ συγγράψη μιᾶν νέαν 
πραγµατείαν προοπτικῆς πρὸς χρῆσιν τῶν ἀγγλικῶν σχολείων, ἡ ὑὁποία 
ὑπέστη μετ’ ὀλίγόν ἕνα νέον μετασχήἡματισμὀν ὑπὸ τοῦ συµπατριώτου του 
καὶ γνωστοῦ µας ἤδη Τ, Βγιάφαγάίη, 

Εἰς ἀναλόγους σκοποὺς ἀπέβλεπε καὶ τὸ ἔργον Ῥεγερεσιίνα Ὑγείμοπίς, 
ὀφειλόμενον εἰς ἕνα πολωνὸν πεπαιδευµένον τοῦ ΧΙΝ αἰῶνος, Νεο, τὸ 
ὁποῖον ἐσημείωσε μεγάλην ἐπιτυχίαν, μολονότι δὲν ἦτο παρὰ µία διασκευἠ 
τοῦ ἔργου τοῦ Αἴμαζεπ, καλυτέρα ὅμως ἀπὸ µίαν πρωτότυπον ἐπεξεργασίαν 
τοῦ θέματος. 


486. Μὲ τὴν πάροδον τοῦ χρόνου καὶ τὴν ἑξέλιξιν τῶν ἰδεῶν ἡ λέξις 
απροσπτικἡ» μετέβαλλε βαθμηδὸν σημασίας. ᾿Εμπεδωθείσης τῆς ἰδέας, 
ὅτι ἡ ὅρασις λειτουργεῖ µέσῳ φώτεινῶν ἀκτίνων ἐκπορευομένων ἐξ ὅλων 
τῶν σηµείων τοῦ διαστήµατος καὶ συγκλινουσῶν εἰς τὸν ὀφθαλμὸν τοῦ 
παρατηρητοῦ, ἡ κόρη τοῦ ὀφθαλμοῦ ἐθεωρήθη ὡς κέντρον ἑνὸς «ὁπτικοῦ 
κώνου» ἢ, ἀκριβέστερον, μιᾶς στερεᾶς δέσµης ἀκτίνων. 

"Ας ὑποθέσωμεν τώρα ὅτι μεταξὺ τοῦ ὀφθαλμοῦ καὶ τοῦ ἀντικειμένου 
παρεμβάλλεται µία ὀπιφάνεια, ὑποτιθεμένη χάριν ἁπλότητος ἐπίπεδος, 
καλουμένη απίναξ», ἐπὶ τοῦ ὁποίου λαμβάνονται ὅλα τὰ σημεῖα τομῆς 
τούτου μεθ’ ἑκάστης ἀκτῖνος διατηροῦντα μάλιστα τὸ χρῶμα τῆς τελεν- 
ταίας. Θά παραχθή τότε ἐπὶ τοῦ πίνακος ἕνα πὀικιλόχρωμον σύνολον 
φυσικῶν σημείων, τὸ ὁποῖον θὰ προκαλέση εἰς τὸν παρατηρητὴν τὴν ἰδίαν 
ἀκριβῶς ἐντύπωσιν οἵαν καὶ τὸ παρατηρούμµενον ἀντικείμενον. 

᾽Ακριβῶς ἡ κατασκευἡ τοῦ περιγράµµατος τοῦ ἐν λόγφ σχήματος 
θεωρεῖται σήμερον ὡς σκοπός τῆς προοκτικῆς, ἡ ὁποία ἀποτελεῖ ἓν τοιαύτῃ 
περιπτώσει τὸ θεωρητικὀὸν θεµέλιον τῆς ζωγραφικῆς. Τίποτε λοικὸν τὸ 
παράδοξον, ἐὰν διάσημοι ἰταλσί ζωγράφοι ἐπεδόθησαν μὲ ἐπιμέλειαν εἰς 
τὴν καλλιέργειαν τοῦ κλάδου αὐτοῦ τῆς γεώµετρίας, Ὑπῆρδαν δὲ τούτων 
μαθηταί καὶ πέραν τῶν "Αλπεων, διαπρέψαντες εἰς τὴν χρῆσιν τοῦ χρω- 
στῆρος. Καθῆκον µας εἶναι νὰ κάμώμεν λόγον διὰ τοὺς μὲν καὶ τοὺς δέ. 

Εἰς τὸν Εἴιρρο Βτυπείίεςςδί, τὸν κορυφαῖον ἀρχιτέκτονα τῆς ᾿Αναγεν- 
γήσεως (γενηθέντα εἰς Φλωρεντίαν τὸ ΙΤ], ἀποθανόντα ἐκεῖ τὸ 1446) 
ἀνήκει ἡ τιμὴ ὅτι ἐκαλλιέργησε μὲ ζῆλον τὴν προοκτικὴν καὶ εἰδικώτερον 


εἰσήγαγε τὴν σταθερἀν χρῆσιν τοῦ «ὀφθαλμοῦν (ὁπτικὸν κέντρον) καὶ τοῦ 
απίνακος» (προβολικὀν ἐπίπεδον). ᾽Ανάλογος τρόκος τοῦ σκέπτεσθαι ἀπαν- 
τᾶται καὶ εἰς τὸν µαθητήν του Ῥαοἱο ἁἱ Ὠοπί ἢ Ὀερεῖϊο (1357 - 1472). Ὀλίγον 
ἔπειτα ὁ Τδου Βαηίσια Αἰοσηί (λατινικὰ Αἰδσετίας, γεννηθεὶς εἰς Γένοβαν 
τὴν Ί4ην ἢ ἴ8δην Φεβρ. 1404, ἀποθανὼν εἰς Ῥώμην τὸ 1472) εἰσήγαγε τὴν βα- 
σικὴν ἔννοιαν τῆς απροοπτικῆς σώματος», ὡς τομῆς τοῦ α ὁπτικοῦ κώ- 
νουν ὑπὸ τοῦ απίνακος» καὶ τὰς πρώτας νύξεις περὶ τῶν ἰσοφώτων γραµ- 
μῶν, ἡ µεθοδικἡ θεώρησις τῶν ὁποίων ἀποτελεῖ τὴν βάσιν τῆς συγχρόνου 
σκιαγραφίας. 

Αλλ’ ὁ Αἴδετα δὲν ἦτο µόνον µέγας καλλιτέχνης ὑπῆρξεν ἐπίσης 
ἕνας ἀπὸ τοὺς κορυφαίους διανοουµένους τῆς ᾽Αναγεννήσεως ποὺ εἶχον 
ἐναγκαλισθῇ τὸ σύνολον τῶν γνώσεων τῆς ἐποχῆς ἐκείνης. Τὸ ἔργον του 
ὨὈείία εἰαίπα (Περὶ τοῦ ἀνδριάντος) μᾶς τὸν παρουσιάζει ὡς ἔμπειρον χειρι» 
στὴν τῆς μαρμαρογλυφίδος, τὸ ἄλλο ἔργον του Η εἰεπιεπίί ἀείία ρίάυτα 
(Τὰ στοιχεῖα τῆς ζωγραφικῆς) πιστοκοιεῖ τὰς ἐπιδόσεις του εἰς µίαν ἄλλην 
τῶν μεγάλων τεχνῶν, τὸ δὲ µέγα ἔργον του Ὃς αγίςε εὐἰςαίοτία (Περὶ οἶκο- 
δοµικῆς τέχνης, Φλωρεντία 1485) τοῦ προσεκόµισε τοιαύτην φήµην, ὥστε 
ἕνας κοιητὴς τὸν ἐξεθείασε μὲ στίχους, ὅπως οἱ ἀκόλουθοι : 

«Οὔτε μικρότερος τοῦ Εὐκλείδη εἶν' ὁ ᾽Αλβέρτος: 

καὶ τὸν Βιτρούβιο ξεπέρασε’ ὅποιος ἔργα 

μεγάλα θέλει πολὺ καὶ δυνατὰ νὰ στήσῃ 

τὰ μνημεῖα τοῦ Μπατίστα µας ξανὰ ἃς µελετήσῃ ». 
Δὲν ἀρκοῦν αὐτά. Μὲ ἕνα ἄλλο ἔργον του Ἰ.υάἱ πιαιεπιατἰοί (Μαθηματικοὶ 
κόμβοι) παρέχει δείγµατα τοῦ ἐνδιαφέροντός του διὰ τὴν καθαρὰν γεωμε” 
τρίαν. Τὸ ἔργον ἀφιεροῦται εἰς τὸν πρίγκηπα Μεϊαάπείο, ἀδελφὸν τοῦ Ί9ο- 
πεί]ο «᾿ Ἐδίε µαρκησίου τῆς Εεττατα, ὁ ὁποῖος εἶχεν ἐκδηλώσει ἐνδιαφέρον 
νὰ µάθῃ τοὺς ἐφαρμοστέους κανόνας διά τὸν ἀναδασμὸν τῆς γῆς. 

Οἱ κανόνες τοὺς ὁκοίους ἐκθέτει ὁ ΑΙοεγά δὲν εἶναι ἀκριβεῖς, οὔτε 
κἂν κρὠτότυκοι, ἀλλὰ δίδουν τὸ µέτρον τῶν γνώσεων τῆς ἐποχῆς του. 
Σημειώνοµεν μεταξὺ τούτων µίαν µέθοδον ὑπολογισμοῦ τοῦ ἐμβαδοῦ Ε 
κυκλικοῦ τμήματος µέσῳ τῆς χορδῆς του 24 καὶ τοῦ βέλους Ὁ, ἡ ὁποία 
σήμερον θὰ διετυπώνετο μὲ τὸν ἑξῆς τύπον : 


Ε-α (-------ν). (1) 


Διὰ νὰ κρίνωµεν περὶ τοῦ βαθμοῦ τῆς ἐπιτυγχανομένης προσεγγίσεως 
ἀρκεῖ νὰ λάβωμεν ὑπ' ὄψιν, ὅτι ἡ ἀκριβὴς ἔκφρασις τοῦ ἐμβαδοῦ κυκλικοῦ 
τμήματος, μὲ βάσιν 24 καὶ βέλος ὃ, εἶναι : 
Εν ων. οα-ν 
' ( πὰ ) ολ στε” 2 να, 
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Ὁ ἀφαιρετέος ὄρος εἶναι ταυτόσηµος πρὸς τὴν ἔκφρασιν (1), ἐξ οὗ συνά- 
γεται ἀμέσως τὸ ὀσφαλμένον αὐτῆς. Εἰς ἄλλην θέσιν ὁ Αἰοεγᾶ διδάσκει 
τὴν µέτρησιν τοῦ ὕψους ἑνὸς πύργου ἢ τοῦ πλάτους ἑνὸς ποταμοῦ ἢ τοῦ 
βάθους ἑνὸς φρέατος ἢ τῆς περιµέτρου μιᾶς ἐκτάσεως. Ὁ τελευταῖος ἀπὸ 
τοὺς ακόµβους» ἀναφέρεται εἰς τὸ πρόβλημα τῆς ὑπὸ τοῦ ᾿Αρχιμήδους 
ἀνακαλύψεως τῆς νοθείας τοῦ στιφάνου τοῦ Ἱέρωνος. Τὸ ἔργον τοῦτο γε- 
νικῶς ὑπενθυμίζει περισσότερον ἐπίδρασιν τοῦ Ἡρωνος παρά τοῦ Εὖὐ- 
κλαίδου. 

ἛἝνα σύντομον παράρτηµα τοῦ ἰδίου ἔργου, περιλαμβάνει τὸν τετρα” 
γωνισμὸν τοῦ πρώτου ἐκ τῶν µηνίσκων τοῦ Ἱπποκράτους. Ὁ συγγραφεὺς 
τὸν ἐκθέτει ὡς ἐπιχείρημα διὰ τὴν ἀνασκευὴν τῆς γνώμης ἐκείνων, οἱ ὁποῖοι 
θεωροῦν ἀδύνατον τὸν τετραγῶνισμὸν καμπυλογράµµων χωρίῶν περιοριν" 
ζομένων ὑπὸ κυκλικῶν τόξων. Καὶ µέχρι τοῦ σημείου αὐτοῦ ἔχει δίκαιον. 
Παύει ὅμως νὰ τὸ ἔχη, ὅταν κροσθέτῃ ὅτι, ὅπως εὑρέθη τρόπος νὰ τετραγο- 
νισθῃ ὁ µηνίσκος, κατὰ τὸν ἴδιον τρόπον εἶναι δυνατὸν νὰ τετραγωνισθῇ 
καὶ ὁ κύκλος, 


437. Κατὰ χρονολογικὴν σειράν, τὸν 1.Β. Αἰσεγί ἀκολουθεῖ ὁ 
Ρίετ όε Ἐγαηποσφολί Ἡ, ὅπως γράφεται συνήθως, ἀεῖα Έταποεκσα (γεννηθοῖς 
εἰς 5. Ξεροίστο τὸ 1406 ἢ 1416, ἀποθανῶὼν τὴν Ίδην Ὀκτ. 1452), αμονάρχης 
τῆς ζωγραφικῆς τῶν χρόνων µας», ὅκως τὸν ἀπεκάλεσεν ὁ Ίσα Ρασϊοῇ. 
ἛἜγραψε, πιθανώτατα κατὰ τὴν δεκαστίαν 1470 - 1480, µίαν πλήρη πραγµα- 
τείαν προοατικῆς ὑπὸ τὸν τίτλον Ώε ρετορεσίίνα ρἰπρεπάί (Ἠ προοπτικὴ 
εἰς τὴν ζωγραφικήν), ἡ ὁποία ὑπῆρδε μοναδικἡ εἰς τὴν Ἰταλίαν καὶ τὸν 
ὑπκόλσιπον κόσμον, διὰ τὴν τιµὴν τῆς ἐξακολουθητικῆς ἀνατυπώσεώς της 
μέχρι καὶ σήμερον, μολονότι τὸ χειρόγραφον ὑπόστη παντὸς εἴδους ἐκμε- 
ταλλεύσεις καὶ κακοποιήσεις. Διὰ τὴν συγγραφὴν ἑνὸς τοιούτου ἔργου 
ὁ διάσηµος ζωγράφος ἧτο θαυμασίῶς καρεσκευασµένος, διότι ἀπὸ μικρᾶς 
ἡλικίας εἴχεν ἐπιδοθὴ εἰς τὴν σπουδἠν τῆς γεωμετρίας, ὁ δὲ Ὑαρατὶ δὲν 
ἐδίστασε νὰ τὸν ἀποκαλέσει αδαινὸν εἰς τὰς δυσκολίας τῶν κανονικῶν 
στερεῶν, εἰς τὴν ἀριθμητικὴν καὶ τὴν γεωμετρίαν», προσθέτων μάλιστα 
ὅτι ατὰ βιβλία ἀσφαλῶς τοῦ προσεπόρισαν τὸ ὄνομα τοῦ καλυτέρου γεῶ- 
μέτρου τῆς ἐποχῆς µας». 

Εἰς τὸ προαναφερθὲν ἔργον ὃ συγγραφεὺς ἐφήρμοσε καὶ ἀνέπτοδε 
τὴν ὑπὸ τοῦ Αἰοετή εἰσαχθεῖσαν ἔννοιαν τῆς απροοπτικῆς ἑνὸς σώματος». 
Ἐχρησιμοκοίησεν, ἔστω καὶ ὑπὸ ἐμβρυώδη µορφήν, μερικὰς μεθόδους αἱ 
ὁποῖαι µόνον εἰς τὴν σύγχρονον παραστατικὴν Ὑεωμετρίαν εὗρον τὴν 
πλήρη ἀνάπτυξίν των (μᾶς ἀρκεῖ νὰ φέρωμεν ὡς παράδειγµα τὴν χρῆσιν 
περιστροφῶν τῶν σχημάτων τοῦ χώρου πρὸς διευκόλυνσιν τῆς χαρά- 
ἔρως τῶν προοπτικῶν των) καὶ τέλος ---ἴσως πρῶτος --- ἐξεμεταλλεύθη, 


εἰς τὴν κατασκενὴν τῆς κροοπτικῆς ἑνὸς στερεοῦ, τὰς ἀντιστοίχους προ- 
βολὰς μιᾶς σειρᾶς ἐπικέδων τομῶν. Κατ’ ἀκολουθίαν, προτοῦ ὀμπεδωθῃ 
ἡ γενικὴ Έννοια τῆς περιβαλλούσης ἑνὸς συστήµατος εὐθειῶν τοῦ ἐπν- 
πέδου, εἶδεν ὅτι ὅλαι αἱ οὕτω προκύπτουσαι καμπύλαι εἶναι ἐφακτόμεναι 
Φρισμένης γραμμῆς, ἡ ὁποία κατόπιν ἀνεγνωρίσθη ὡς προβολὴ τῆς φαινο- 
µένης περιµέτρου τοῦ δοθέντος στερεοῦ. 

Διὰ νὰ βεβαιώσωμεν κατὰ πόσον ἦτο σύμφώνος πρὸς τὴν ἀλήθειαν 
ἡ ὑπὸ τοῦ Ὑακατὶ διατυκωθεῖσα κρίσις ὡς πρὸς τὴν µαθηµατικὴν ἱκανό- 
τητα τοῦ Ρίετ ἀείία Έταποεφσα, θὰ ρίψωµεν ἕνα βλέμμα εἰς τὸ ἔργον του 
Ώε οοεροτίθας τερυἱατίους (Περί κανονικῶν στερεῶν), τὸ ὁποῖον, ἀφοῦ παρύ- 
µεινεν ἀνέκδοτον µέχρι τοῦ 1915, µετεφράσθη εἰς τὴν ἰταλικὴν ὑπὸ τοῦ 
ωςα Ρασίοί καὶ ἐδημοσιεύθη ὡς ἰδικόν του ἔργον ὑπὸ τὸν τίτλον ὨὈϊνίαα 
Ρρτοροσχίοπε (Θεία ἀναλογία). 

Τὰ προβλήματα, ποὺ περιέχονται εἰς τὸ βιβλίον αὐτὸ ἀφοροῦν πολύ- 


Σκοχὸς τούτων εἶναι ἡ ἐπὶ τῇ βάσει ἀριθμητικῶν δεδοµένων διεξαγωγἠ ὑπο- 
λογισμῶν κρὸς ἐκτίμησιν μηκῶν, ἐμβαδῶν καὶ ὄγκων. Εὐρισκόμεθα λοιπὸν 
καὶ πάλιν ἐνώπιον ἑνὸς μιμητοῦ τοῦ "΄Ἠρωνος μᾶλλον παρἀ ἐνώκιον ἑνὸς 
μαθητοῦ τοῦ Εὐκλείδου. 

Διὰ τὴν λώσιν τοιούτων προβλημάτων ἀρκοῦν συχνά, ἐκτὸς τῆς γεω- 
µετρικῆς θεωρίας, ἁπλαῖ ἀριθμητικαὶ πράξεις, ἀλλ) εἰς ἀρκετὰ µεγάλον 
ἀριθμὸν περιπτώσεων εἶναι ἀνάγκη ν’ ἀνατρέζωμεν εἰς ἐδισώσεις πρώτου 
ἢ δευτέρου βαθμοῦ, Δὲν ὑπάρχει καµµία ἔνδειξις, ἐπιτρέπουσα ν᾿ ἀνιχνεύ- 
σωμεν τὰς κηγάς, ἐκ τῶν ὁποίων ἤντλησεν ὁ συγγραφεύς, διότι, ἐκτὸς τοῦ 
ὀνόματος τοῦ Εὐκλείδου, οὐδὲν ἄλλο ἀναφέρεται. 

Παρὰ ταῦτα µία προσεκτικἡ ἀνάγνῶσις ἄγει εἰς τὸ συμπέρασμα, ὅτι 
δὲν ἦσαν ἄγνωστα εἰς τὸν συγγραφέα μερικὰ ἔργα τοῦ ᾿Αρχιμήδους. ᾽Αρκοῦν 
νὰ τὸ ἀποδείξουν αἱ θεωρίαι, τὰς ὁποίας ἀνακτύσσει περὶ τῶν πέντε ἐκ τῶν 
δεκατριῶν ἡμι-κανονικῶν πολυέδρων, Σημειοῦται ἀκόμη ἡ παρουσία τοῦ 
στερεοῦ τοῦ γεννωµένου ἐκ τῆς ἀλληλοτομίας δύο ἴσων κυκλικῶν κυλίν- 
ὅρων, τεμνοµένων κατ’ ἄξονα ὀρθογωνίως, τοῦ ὁποίου στερεοῦ τὸν ὄγκον 
εἴχεν ὑπολογίσει ἤδη ὁ ᾿Αρχιμήδης εἰς τὸ βιβλίον του «Ἡ Ἔφοδος 
(6 43). Μερικοὶ διετύπωσαν τὴν γνώµην ὅτι ἐἑνδέχεται νὰ πρὀκειται περὶ 
τυχαίας συμπτώσεως, 

Δὲν δυνάµεθα, οὔτε μᾶς ἐπιτρέπεται νὰ παρασιωπήσωμεν τὸ γεγονὸς 
ὅτι ἡ διάταξις τῆς ὕλης εἶναι τοιαύτη, ὥστε πολλὰ θὰ ἠδύνατο νὰ ἐπιθυ- 
µήση κανείς. Ἡ πρώτη ἐντύπῶσις εἶναι ὅτι πρόκειται περὶ μιᾶς συλλογῆς 
προβλημάτων ὑπαγορουθέντων κατὰ τύχην εἰς τὸν λώτην καὶ τῶν ὁποίων 
ἐκεῖνος ἐκράτησεν ἁπλῶς σηµείώσιν κρὸς διαφύλαξιν τούτων εἰς τὴν 
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μνήμην του. Προλαμβάνοντες τὰ ὅσα πρόκειται ν᾿ ἀνακτύξωμεν εἰς τὸ προ- 
σεχὲς Κεφάλαιον, σημειοῦμεν ὅτι ὁ Ίσα Ῥαείοίί, µεταφράζων, δὲν ἐμερί. 
µνησεν ἢ δὲν ἠδυνήθη νά ἐπιφέρῃη µίαν λογικὴν ἀνακατάταξιν τοῦ περιε- 
χομένου. 


188. Τελευταῖος κατὰ χρονολογικὴν σειράν, ἀλλὰ πρῶτος ὡς πρὸς 
τὴν δόξαν καὶ τὸ πνευματικὸν ἀνάστημα, μεταξὺ ὅλων τούτων τῶν ἰταλῶν 
καλλιτεχνῶν ἐπιστημόνων, ἔρχεται ὁ Ἱευπατάο ἅα Ὑϊποί (γεννηθεὶς εἰς 
Τοσκάνην τὸ 1452, ἀποθανῶν εἰς Γαλλίαν τὴν 2αν Μαΐου 1519), 

Τὸ ἔργον Τγαιαίο ἀεῖα ρίίευγα (Πραγματεία περὶ ζωγραφικῆς), τὸ 
ὁποῖον ἐδημοσιεύθη μὲ τὸ ὄνομά του, δὲν εἶναι ἔργον ὀργανικὸν συντετα- 
μένον ὑκὸ τοῦ ἰδίου, ἀλλά συμκίληµα ἀπὸ διάφορα ὑλικά, συγκεντρωθέντα 
χωρὶς νὰ ληφθῇ ὑπ’ ὄψει κάποιο κριτήριον, τῶν ὁποίων ἡ πατρότης ἀνήκει 
κατὰ τεκµήριον εἰς τὸν διάσηµον δημιουργὀν τῆς Οἰοςσοπάα. Προκύπτει 
ὅμως ἐξ αὐτοῦ µία ἄποψις, καὶ εἶναι ἰδέα προσωπικἡ τοῦ Ἱδοπαγάο, ὅτι 
δηλαδὴ εἶναι ἀνάγκη ὁ ζαγράφος νὰ διαθέτῃ πλουσίας ἀποσκευάς ἔπιστη- 
μογικῶν γνώσεων. αΜελέτα πρῶτα τὴν ἐπιστήμην καὶ κατόπιν ἐχιδίδου 
εἰς τὴν πρακτικὴν τὴν ἀκορρέουσαν ἐξ αὐτῆς τῆς ἐχιστήμης» εἰσηχεῖτο 
εἰς τοὺς νέους ζωγράφους, Καὶ ὑπερθεματίζων προσέθετε; αἘκεῖνοι οἱ 
ὁπκοῖοι κατελήφθησαν ἀπὸ τὸν ἔρωτα τῆς πράξεως, χωρὶς τὴν διάνοιαν ἣ 
καλύτερα τὴν ἐπιστήμην, εἶναι ὅπως οἱ πλοίαρχοι οἱ ἀνοιγόμενοι εἰς τὸ 
πέλαγος πάνω εἰς ἕνα πλοῖον, χωρὶς πηδάλιον ἢ πυξίδα, οἱ ὁποῖοι διὰ 
τοῦτο δὲν ἔχουν ἐπίγνωσιν ποῦ κατευθύνονται». Εἰδικώτερα : «Ἡ πρακτικἡ 
πρέπει πάντοτε νὰ στηρίζεται ἐπάνω εἰς µίαν καλἠν θεωρίαν, τῆς ὁποίας 
θύρα καὶ ὁδηγὸς εἶναι ἡ προοπτική. Ἡ προοπτικἡ εἶναι ὁ χαλινὸς καὶ 
τὸ κπηδάλιον τῆς ζωγραφικής». 

᾿Ασφαλῶς δὲν ὑπῆρχε κανεὶς ἁρμοδιώτερος τοῦ Τεοηατάο νὰ γράψηῃ 
ἕνα ἐγχειρίδιον προοπτικῆς, εἰς τὸ ὁποῖον ν᾿ ἀποδίδεται ἴσος σεβασμὸς 
πρὸς τὰς ἀπαιτήσεις τῆς θεωρίας καὶ τὰς ἀνάγκας τῆς πράξεως. Ποῖος 
ὅμως ἠδύνατο νὰ δαµάσῃ τὴν ἀνήσυχον µεγαλοφυῖαν του, ἡ ὁποία ἡρκεῖτο 
µόνον εἰς ἐκτυφλωτικὰς ἀστρακάς μεγαλειωδῶν συλλήψεων, ἁδιαφοροῦσα 
διὰ τὴν ἀξίαν τῆς τετελεσµένης δημιουργίας ; | 

Ἐκτὸς ὅμως τῆς Προοπτικῆς, τὴν ὁποίαν ἐμελέτησε κατὰ βάθος, ἐκτὸς 
τῆς Μηχανικῆς, τὴν ὁποίαν ἐχαρακτήρισεν ὡς απαράδεισον τῶν μαθηματι- 
κῶν», ἠσχολήθη ἄραγε ὁ Ἐεοπατάο καρκοφόρως καὶ μὲ τὰς ἐπιστήμας, τῶν 
ὁποίων γράφοµεν τὴν ἱστορίαν; Δὲν εἶμεθα εἰς θέσιν νὰ δώσωμµεν σήµερον 
ὁριστικὴν ἀπάντησιν. Τοῦτο θὰ καταστῇ δυνατὸν µόνον, ὅταν ὁλοκληρωθῇ 
ἡ ἔκδοσις ὅλων τῶν χειρογράφων του. Σήµερον τοῦτο ἡμπορεῖ νὰ φαίνεται 
ἀμφίβολον, διότι α γεωμετρικαὶ θεωρίαι καὶ αἱ ἀκριβεῖς ἢ προσεγγιστικάϊ 
γεωμετρικαὶ κατασκευαί, αἱ ὁποῖαι ἀνευρέθησαν μέχρι τῆς στιγµῆς εἰς 
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τὸν περίφηµον ᾽Ατλαντικὸν Κώδικα (Οσᾷςκ αἰαπίςα») καὶ εἰς τὰ 
λοιπἁ χειρόγραφα, ποὺ ἐδόθησαν µέχρι τοῦδε εἰς τὸν τύπον, δὲν ἀρκοῦν, 
ἀκόμη καὶ ἂν ἦσαν ὅλαι πρωτότυποι, νὰ τοποθετήσουν τὸν Γκοπατάο 
μεταξὺ ἐκείνων, οἵ ὁποῖοι προσέθεσαν κάποιαν σελίδα εἰς τὴν γεωμετρίαν, 
ποὺ ἐκληρονομήσαμεν ἀπὸ τοὺς ἀρχαίους Ἕλληνας (τὴν µόνην γνωστὴν 
ἐπὶ τῆς ἐποχῆς του). 

Ἐπί πλέον ἡ ἰδέα τὴν ὁποίαν ἐξεδήλωσε πρὸς εὕρεσιν τοῦ μήκους τῆς 
περιφερείας διὰ κυλίσεως αὐτῆς ἐν εἴδει τροχοῦ ἐφ᾽ ἑνὸς εὐθυγράμμου ᾱ- 
ἔονος ἐπιβεβαιώνει τὴν γνώµην ὅτι ὁ Ἱαοπαγάο ἐνδιεφέρθη διὰ τὴν γεωμε- 
τρίαν µόνον ἓν ᾧ µέτρῳ δύναται αὕτη νὰ προσφέρῃ βοήθειαν εἲς τοὺς ζ0- 
γράφους καὶ τοὺς ἀρχιτέκτονας. Τὸ συμπέρασμα τοῦτο εὑρίσκει ἐπιβεβαί- 
ωσιν εἰς ἐφαρμογάς, τὰς ὁποίας ἔκαμεν ὁ ἴδιος, μερικῶν μηνίσκων τοῦ 
Ἱπποκράτους (ϐ 25), προκειµένου νὰ τετραγωνίσῃ πολύπλοκα σχήματα, αἲ- 
σθητικῶς μὲν προκαλοῦντα τὀνθαυμασμόν, ἀλλ' ἑστερημένα ἐπιστημονικῆς 
ἀξίας. Εἰς τὸν προσανατολισμὸν τοῦ 1 οοπατάο πρὸς τὴν Υσωμετρίαν θὰ ἐπέ- 
δρασε χωρὶς ἀμφιβολίαν ἡ γνωριμία του μὲ τὸν Ίωασα Ῥασϊοίί, μετὰ τοῦ ὁ- 
ποίου ἔζησεν ἐπὶ ἔτος περίπου εἰς τὴν αὐλὴν τοῦ Λουδοβίκου Σφόρτσα 
(τοῦ λεγομένου Μαύρου, 1451 - 1508), εἰς τὸ Μιλᾶνον. Μεγάλως θὰ ὠφε- 
λήθη ἐπίσης ἀπὸ τοὺς δύο θαυμασίους τόµους (εἰς µέγα φύλλον) τοῦ σοφοῦ 
καὶ μαχητικοῦ φιλολόγου Λαυρεντίου Βάλλα (Εααγεσᾶο Ὑπίία, 1406 - 145, 
δηµοσιευθέντας μετὰ θάνατον εἰς Βενετίαν τὸ 1501, ὑπὸ τὸν τίτλον Ὦς 
εκροςίκαάἰς οι Γαμίεπάϊς τεῦας ορι5, διότι περιελήφθησαν εἰς αὐτοὺς 
ἀποσπάσματα λατίνων καὶ ἑλλήνων συγγραφέων (ὅπως ὁ Ἠσήθιος, ὁ Ἠρων, 
ὁ Ἱπποκράτης ὁ Χῖος κλπ.), τὰ ὁποῖα δὲν εἶχον µέχρι τότε ἕλθει εἰς τὸ φῶς 
τῆς δηµοσιότητος. 


189. Ἡ τεραστία φήµη, τὴν ὁποίαν ἀπέκτησαν οἱ ἴταλοί ζωγράφοι 
τοῦ ΧΝ αἰῶνος εἰς ὁλόκληρον τὴν Εὐρώπην, συνετέλεσε κατά τὸν ἀποτελε- 
σµατικώτερον τρόπον εἰς τὸ νὰ καταδειχθῇ πόσον χρήσιμος ὑπῆρξεν ἡ 
σταθερἀ συνεργασία τέχνης καὶ ἐπιστήμης. Ἡ Ἰταλία κατέστη ὁ κύριος 
στόχος τῶν περιηγήσεων ὅλων ἐκείνων, οἱ ὁποῖοι ἐφλέγοντο ἀπὸ τὴν εὖ- 
γενῆ φιλοδοξίαν νὰ μιμηθοῦν τοὺς ἰταλοὺς καλλιτέχνας. Μεταξὺ τῶν 
πρώτων φιλοξενηθέντων Εένων ἦτο ὁ γερμανὸς Αἴδετι Ὠΐτεγ, ἀπὸ τοῦ 
θανάτου τοῦ ὁποίου συμπληροῦνται ἤδη 4 αἰῶνες ἀκριβῶς τὴν ἡμέραν, 
καθ’ ἣν ἐγράφη αὐτὴ ἡ σελίς. Ἐγεννήθη εἰς τὴν Νορεμβέργην τὴν 20ην 
Μαΐου 147] καὶ ἀπέθανεν ἐκεῖ τὴν ὅην ᾿Απριλίου 1528. 

Εἰς τὸ πατρικὸν ἐργαστήριον ἐξέμαθε τὴν τέχνην τοῦ χρυσοχόου καὶ 
τὰ στοιχεῖα τοῦ σχεδίου. Κατόπιν ἔλαβεν ἀπὸ τὸν πατέρα του τὴν ἄδειαν 
ν᾿ ἀφιερωθῇ τελείως εἲς τὴν ζωγραφικήν. Τριακονταετὴς μετέβη εἰς Ἰταλίαν, 
ὅπου τὸ βενετικὸν περιβάλλον ἤσκησεν ἐπ᾽ αὐτοῦ ἀνεξάλειπτον ἐπίδρασιν. 


᾽Απαντῶμεν εἰς τὸ Βιβλίον 1 πολλάὰς κατασκευάς, ἀκριβεῖς ἢ ἐπαρκοῦς 
προσεγγίσεως, πολυγωνικῶν καὶ ἄλλων διακοσμητικῶν σχημάτων. Απαν- 
τῶμεν τὸν ὁρισμὸν μιᾶς νέας κογχοειδοῦς καὶ τὴν περιγραφὴν ἑνὸς ὀργάνου 
καταλλήλου πρὸς χάραξίν της διὰ συνεχοῦς κινήσεως. Πρόκειται περὶ 
καμπύλης 4ου βαθμοῦ ἐμφανιζομένης ὑπὸ τρεῖς διακεκριµένας μορφάς”. 

Δὲν ἀπουσιάζουν αἱ κωνικαί, οὔτε ἡ κυκλικἡ στερεά ἕλιξ, οὔτε ἄλλαι 
στερεαἰ καμπύλαι πολυκλοκώτεραι. Ὅιι ὅμως εἶναι ἄδιον θαυμασμοῦ 
καὶ ἐπαίνου διὰ τὸν συγγραφέα εἶναι ἡ µεγάλη οἰκειότης καὶ δεξιοτεχνία 
του εἰς τὴν χρῆσιν πρώτης καὶ δευτέρας προβολῆς πρὸς κατασκευἠν καὶ 
ἀπεικόνισιν τῶν γραμμῶν αὐτῶν. Μὲ τὸν Ὠὔτες ἡ μέθοδος αὐτὴ χάνει τὴν 
ἁπλῆν στατικἠν ὄψιν ποὺ εἶχεν εἰς τὸν Βιτρούβιον, διὰ νά λάβῃ τελικῶς 
τὴν δύναμιν ἐκείνην, χάρις εἰς τὴν ὁποίαν κατέστη ἱκανὴῆ ὄχι µόνον ν᾿ 
ἀνακαριστᾷ τὰ σχήματα, ἀλλὰ νὰ ἐπιτρέπῃ τὴν ἐκτέλεσιν γεωμετρικῶν 
πράξεων ἐπὶ τούτων. ᾿Εὰν λοιπὸν ὁ Ὀὔτετ ἐθεωρήθη ὡς πρῶτος γερμανὸς 
ποὺ ἔγραψε παραστατικἠν γεωμετρίαν (Οεε]ασί : Οςεοήσητε ἀετ Μλίε- 
τηδιίκκ η Ὠευικοϊαπά, σ. 26, Μόναχον, 1871), τοῦτο, ἂν δὲν περιέχη κάποιαν 
ὑπερβολήν, δὲν στερεῖται ἐν κάσῃ περιπτώσει βάσεως. 

Ἡ οἴκειότης ἄλλωστε τοῦ Ὠᾶτετ μὲ αὑτὸ ποὺ ὀνομάζομεν σήμερον 
µέθοδον τοῦ Μοηρε ἐπιβεβαιοῦται εἰς τὸ Βιβλίον ΙΥ τοῦ ἔργου του, ὅπου 
διδάσκεται ἡ κατασκενἠ καὶ ἡ παράστασις τῶν κανονικῶν καὶ ἡμικανονικῶν 
κολυέδρων, γίνεται κπροοκτικἡ των ἀπεικόνισις καὶ λαμβάνονται τὰ ἀνα- 
ατύγματά των ἐφ᾽ ἑνὸς ἐπιπέδου. 

Παρατρέχοµεν τὰς κατασκευάς ποὺ ἐκθέτει ὁ Ὀδτες διὰ τὸν διπλα- 
σιασμὸν τοῦ κύβου, ἀφοῦ ἀπαντῶνται ἤδη εἰς τὸν Πλάτωνα καὶ τὸν Ἡρωνα, 
τονίζοµεν δὲ μᾶλλον τὸ γεγονός, ὅτι ἐφήρμοσε τὴν µέθοδον τῶν δύο ὀρθῶν 
προβολῶν ἀκόμη καὶ εἷς τὴν χάραξιν τῆς ἐπὶ τῶν προβολικῶν ἐπιπέδων 
ἐρριμμένης σκιᾶς τῶν πολυέδρων. 

Αὲν ὑπάρχει ἀμφιβολία ὅτι, ἐὰν ὁ Ὠδὔτες εὕρισκε συνεχιστάὰς καὶ µα- 
θητάς, αἱ μέθοδοι παραστάσεως τῶν σχημάτων δὲν θά ἑβράδυνον τρεῖς 
περίπου ἀκόμη αἰῶνας ν᾿ ἀποτελέσουν ἕνα νέον καὶ σημαντικὸν κεφά» 
λαιον τῆς γενικῆς γεωμετρίας. ᾿Εκεῖνοι οἱ ὁποῖοι ἦλθον μετὰ τὸν Ὀῦτει -- 
καὶ δὲν ἦσαν Γερμανοί, ἀλλὰ Ἰταλοί, δὲν ἦσαν δὲ οὔτε καλλιτέχναι, ἀλλὰ 
ἐπιστήμονες---ἐπεδόθησαν περισσότερον εἰς τὸ νἁ καταστήσουν τελειοτέρας 
τὰς μεθόδους τῆς προοπτικῆς. Περὶ αὐτῶν θ’ ἀσχοληθῶμεν ἐν συνεχυείᾳ, 
ἀφοῦ πρῶτον, ἀνατρέχοντες μερικὰς δεκαετίας, περιγράψωµεν τὰς προόδους 
τῆς ἐπιστήμης τῶν ἀριθμῶν, τὰς συντελεσθείσας πρὸ τῆς λήδεως τοῦ ΧνΥ 


. πι. ο. ΙΟ8ΙΑ.: θρειϊο]ε αἱφουσαίδοῖνε υπά ἱγαπασοπόσαίε εὔεπο ἹΚμγνα, Λειψία 
1910. 


Ἡ Γουμετρία εἷς βοήθειαν τῆς Ζωγραφικῆς 47 
Ὁ Ὀδτετ ἀναφέρεται εἰς τὴν ἱστορίαν τῶν μαθηματικῶν πρῶτον, διότι 
θεαρεῖται δικαίως ὡς ὁ πρῶτος γερμανὸς ποὺ ἔδειξεν ὅτι γνωρίζει τὰ μαγικά 
τετράγώνα. Μαρτυρεῖται δὲ τοῦτο ἀπὸ τὸ χαρακτικόν του ἔργον Μελαγ- 
χολία (1514), εἰς µίαν γωνίαν τοῦ ὁποίου εὑρίσκονται ἐντὸς πλαισίου οἱ 
ἀκόλουθοι ἀριθμοί : 
Ι6 3 2 


4 5 Ἰ |. 


Οὗτοι ἀποτελοῦν, ὅπως βλέπομεν, μαγικὸν τετράγώνον, τὸ ὁποῖον ἀπαν- 
τᾶται εἰς τὸν Μοσχόπουλον (6 98) μὲ τὴν µόνην διαφοράν, ὅτι αἱ στῆλαι 
δευτέρα καὶ τρίτη ἔχουν ἐναλλαχθῆ." 

Τὸ αὐτὸ ἔτος τοῦ θανάτου τοῦ ὨὈῦῖτες ἐδημοσιεύθη ἕνα ἔργον, τοῦ 
ὁκοίου ἤδη κατέχοµεν [ταλικὴν µετάφρασιν, προωρισµένον διὰ τοὺς καλ- 
λιτέχνας, ἀλλὰ ἄξιον µνείας εἰς τὴν ἱστορίαν µας, ἐπειδὴ ἔχει ὡς σκοπὸν 
νὰ καθορίσῃ ἀριθμητικῶς τὰς ἀναλογίας τοῦ ἀνθρωπίνου σώματος. Οἱ 
Ἰταλοὶ εἴχον ἤδη ἀποκαταστήση µίαν συμμαχίαν μεταξὺ τέχνης καὶ γεω- 
µετρίας. Ὁ διάσημος γερμανὸς ζωγράφος, ἀκολουθῶν ἀνάλογον κατεύ- 
θυνσιν, ἑδραίωσεν ἄλλην συμμαχίαν τῆς τέχνης μὲ τὴν ἀριθμητικήν | 

Αλλὰ τὸ ἔργον ἐκεῖνο, τὸ ὁποῖον κατὰ τὸν σαφέστερον τρόπον ἐπι- 
σφραγίζει τὴν ἀξίαν τοῦ Ὀδῦτει ὥς μαθηματικοῦ εἶναι τὸ δημµοσιευθὲν τὸ 
1525 καὶ τιτλοφορούμενον εἰς τὴν λατινικήν του µετάφρασιν, τὴν ὁποίαν 
ἔχομεν πρὸ ὀφθαλμῶν, ΤπεΏιυοπεπσι βοοωείγίσατώα Τί αωαίωος (Μαθη- 
µάτων γεωμετρίας βιβλία τέσσαρα). Πρόκειται περὶ γεωμετρικῆς πρα- 
γµατείας ἐντελῶς διαφόρου τῆς περιεχοµένης εἰςτὰ Στοιχεῖα τοῦ Εὖὐ- 
κλείδου, διότι σκοπὸς αὐτῆς εἶναι νὰ καταστήσῃη οἰκείους τοὺς καλλιτέ- 
Άνας μὲ τὰς γεωμετρικὰς θεωρίας καὶ κατασκευάς. Ἔκ τῶν τεσσάρων βι- 
βλίων τὸ Ι πραγματεύεται τὰς καμπύλας, τὸ Π τὰς ἐπιφαντίας, τὸ ΠΠ τά 
στερεά, ἐνῷ τὸ ΤΝ συμπεριλαμβάνει ποικιλίαν ζητημάτων. 

. Μία ἀναπαραγωγὴ αρ ἄνωιρω αραήηναών ον ον οσα σφι ας 


ἄστρολο- 
γικὰς [διότητας, ὥστε ἡ δοθεῖσα ὑπὸ τοῦ ποτητοὀθ ὀνομασία νἁ μήν εἶναι τελείως αὐθαί- 
Ρετος. Προσθέτοµεν ὅτι ὁ Ὀὔτεγ ἔμαθε πιβανῶς τὸ μαγικὸν αὐτὸ οπτράγωνον εἰς Βο- 


ΚΕΦΛΛΛΙΟΝ ΧΥ 


ΠΡΩΤΑΙ ΕΚΔΗΛΩΣΕΙΣ 
ΤΗΣ ΣΥΓΚΕΚΟΜΜΕΝΗΣ ΑΛΓΕΒΡΑΣ 


Ἡ ἀριθμητικὴ τοῦ Ττονῖβο τοῦ 1478 


190. Εἰς τὴν πρόοδον τῆς ἐπιστήμης µας, ὅπως ἄλλωστε καὶ εἰς τὴν 
πρόοδον τῶν ἄλλων κλάδων τῆς γνώσεως, καταφανῶς καὶ σκουδαίῶς συνέ- 
βαλεν ἡ ἐφεύρεσις τῆς τυπογραφίας μὲ τὰ κινητὰ στοιχεῖα, ἐμφανισθεῖσα 
κατὰ τὸ δεύτερον ἤμισυ τοῦ ΧΥ αἰῶνος καὶ συγκεκριµένως ἀφ' ὅτου τὸ 
Ι456 ὁ Ἰωάννης Γουτεμβέργιος (1408) - 1468 περίκου) ἐφειύπωσεν εἰς τὴν 
Μαγεντίαν τὴν περίφηµον Βίβλον ποὺ φέρει τὸ ὄνομά του. 

Ἐνῷ μέχρι τότε ἡ κατοχἡ βιβλίων ἧτο προνόµιον ἐλαχίστων εὔνοου- 
µένων τῆς τύχης, ἐφιξῆς τὸ τυπωµένον βιβλίον εἰσέδυσεν εἰς ὅλας τὰς 
οἰκίας διαδίδον ἀκόμη καὶ εἰς τοὺς ταπεινοὺς ἀνθρώπους τὰ φῦῶτα τῶν 
προϊόντων τῆς ἀνθρωπίνης σκέψεως. ᾽Απὸ τότε ἤρχισεν ὁ ἐκδημοκρατισμὸς 
τῆς γνώσεως. Ἡ νέα ἐφεύρεσις --- τῆς ὁποίας ἡ δύναµις εὐστόχως ἀλλη- 
γορεῖται μὲ τὸ γνωμικὸν «οὐδὲν ἀνθίσταται εἰς ἐμέ», ποὺ ἐχαράχθη εἰς τὴν 
οἰκίαν τοῦ ἐφευρέτου --- διεδόθη μὲ καταπληκτικὴν ταχύτητα, ὥστε προτοῦ 
ἀκόμη λήξη ὁ ΧΝ αἰών, εἰς τὴν Εὐρώπην ὑφίσταντο τοὐλάχιστον 70 τυπο- 
γραφεῖα. 

Ἱδιαιτέραν δραστηριότητα εἰς τὸν νέον αὐτὸν τοµέα ἀνέπτυδεν ἡ 
Βενετία μὲ τὰ 5Ό τοὐλάχιστον τυπογραφεῖα της (μεταξύ τῶν ὁποίων τὸ 
διασηµότατον τοῦ Αἰάο Μαπυσίο) τὰ ὁποῖα παρήγαγον περίπου 2000 ἔργα. 
Αν λάβωμεν ὥς βάσιν 300 ἀντίτυπα δι’ ἕκαστον ἔργον, θ’ ἀναβιβάσωμεν 
περίπου εἰς ἕνα ἑκατομμύριον τὸν ἀριθμὸν τῶν τόµων, τοὺς ὁποίους ἡ 
βασίλισσα τῆς ᾿Αδριατικῆς διέσπειρεν ἑντὸς βραχυτάτου χρόνου ἀνὰ τὸν 
κόσμον. 

Ὅσον ἀφορῇ τὰς ἀκριβεῖς ἐπιστήμας, πρέπει νὰ σημειώσωμεν ὅτι 
ἀπὸ τοῦ 1482 ἐτιμήθησαν μὲ ἐκτύπωσιν τὰ Στοιχεῖα τοῦ Εὐκλείδου, 
τὰ ὁποῖα ἕκτοτε ὑπέστησαν τόσας ἀνατυπώσεις καὶ μεταφράσεις, ὥστε ὑπερ- 
έβησαν καὶ αὐτὴν τὴν Θείαν Κωμωδίαν. Τὸν ἔνδοξον καθηγητὴν 
τοῦ Μουσείου δὲν ἑβράδυναν ν᾿ ἀκολουθήσουν οἱ μεγαλύτεροι γεωμέτραι. 

] 
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τῆς Ἑλλάδος καὶ ἐν συνεχείᾳ πολλοὶ ἐκ τῶν µετριωτέρων ἐκείνων, οἱ ὁποῖοι 
ἠκολούθησαν τὰ ἔνδοξα ἴχνη των. 


491. Δὲν ἀποτελεῖ µέρος τοῦ προγράµµατός µας ἡ παρουσίασις ὀνο- 
μαστικοῦ καταλόγου ὅλων τῶν βιβλίων ποὺ εἶδον τότε τὸ φῶς τῆς δηµο- 
σιότητος. Θὰ μνημονεύσωμεν µόνον ὅτι τὸ 1478 εἶδε τὸ φῶς εἰς Ττενίεο 
τὸ πρῶτον ἐγχειρίδιον ἀριθμητικῆς ποὺ γνωρίζοµεν. Σήμερον ἀποτελεῖ 
µίαν ἀπὸ τὰς πολυτιµοτέρας βιβλιογραφικὰς σπανιότητας. Ὁ Βοποοπιράμηί 
ἐγνώριζεν ἑπτά ἓν ὅλῳ ἀντίευκα. Ἕνα ὄγδοον ἀνεκαλύφθη ἀργότερα εἰς 
τὴν πανεπιστημιακὴν βιβλιοθήκην τῆς Βολωνίας. 

Πρόκειται περὶ ἀνωνύμου βιβλίου, τοῦ ὁποίου αἱ μετριοπαθεῖς ἔπι- 
διώξεις ἀναγγέλλονται εἰς τὸν πρόλογον τοῦ ἀγνώστου συγγραφέως ὡς 
ἑξῆς: «Ἐγκαινιάζει µίαν πρακτικἠν µέθοδον πολὺ καλὴν καὶ χρήσιμον 
εἰς ἐκείνους ποὺ ἐπιθυμοῦν νὰ μάθουν τὴν τέχνην τῶν ἐμπορικῶν συναλ- 
λαγῶν, κοινῶς καλουµένην τέχνην τοῦ ἄβακος». 

Ὁ συγγραφεὺς ἀποκαλύπτει ἐν συνεχείᾳ τὸ κίνητρον, τὸ ὁποῖον τὸν 
ὤθησεν εἰς τὴν συγγραφἠὴν τοῦ βιβλίου του: «Παρακληθείς κατ ἑπανά- 
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ἐκιδοθοῦν εἰς τὸ ἑμπόριον' καὶ πρὸς χάριν των ἀπεφάσισα νὰ κουρασθῶ 
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τῶν, ἵνα δυνηθοῦν ν᾿ ἀντλήσουν ἐξ αὐτοῦ τὴν προσδοκωµένην ὠφέλειαν», 

Πρέπει ἐδῶ νὰ σηµειώσωμεν ὅτι ἐν γένει τὰ βιβλία ἀριθμητικῆς ποὺ 
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Διάφορα τεχνάσματα ἐπενοήθησαν ἀπὸ πρακτικούς, τὰ ὁποῖα συνίσταντο 


Πρῶται ἐκδηλώσεις τῆς Συγκεκομμένης ᾽Αλγέβρας 15ι 
ἀποκλειστικῶς εἰς τὸν τρόπον διατάξεως τῶν δοθέντων ἀριθμῶν ἢ τῶν 
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τερον λόγον, ἀφοῦ εἶναι εἰς ὅλους γνωστά. "Άλλα ἐλησμονήθησαν ὡς μὴ 
παρουσιάζοντα πλέον σήμερον ἔνδιαφέρον, ἄν καὶ εὐρίσκοντο ἀκόμη ἐν 
χρήσει καθ’ ὅλον τὸν Χγ] αἰῶνα καὶ κέραν". 

Όσον ἀφορῇ τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ αχρυσοῦ ἀριθμοῦ» (αµπισγας αυσεις), 
ὁ ὁποῖος χρησιμεύει ὡς γνωστὸν εἰς τὸν προσδιορισμὸν τοῦ Πάσχα καὶ 
τῶν ἄλλων κινητῶν ἑορτῶν τοῦ ἐκκλησιαστικοῦ ἡμερολοχίου, ὃ συγγρα- 
φεύς µας τὸν εὑρίσκει μὲ τὸν ἀκόλουθον κανόνα : προσθέτοµεν τὴν µονάδα 
εἰς τὸ πηλῖκον διὰ 19 τοῦ μήκους τοῦ ἔτους, ὅπερ δεχόµεθα, κατά τὸ ἑβραϊκὸν 
σύστημα, ἀποτελούμενον ἀπὸ µῆνας τῶν 29 ἡμερῶν, 12 ὁρῶν καὶ 793 ση- 
µείῶν, ἑκάστου σημείου ὄντος ἴσου πρὸς τὸ Ι0βθστὸν τῆς ὥρας, 

Ἐν τέλει, ἀποχωριζόμενος τοὺς νεαροὺς ἐκείνους, οἱ ὁποῖοι ἔγιναν 
ἀφορμὴ νὰ ὑποβληθῇ εἰς τόσους κόπους, ὁ συγγραφεὺς παρατηρεῖ μὲ 
βενετικὴν ἁπλότητα : αἸδοῦ λοικὸν ἀγαπητοί µου εἰς χεῖρας σας τὸ ἔργον 
ποὺ μοῦ ἐζητήσατε μὲ τόσην λαχτάρα. Τὸ ὁποῖον ἂν διεξέλθετε μελετῶντες 
μὲ τὸν ἴδιον φλογερὸν ζῆλον, μὲ τὸν ὁποῖον ἐγράφη τοῦτο πρὸς ἱκανοποίησιν 
τῶν πύθων σας, δὲν ἀμφιβάλλω ὅτι θὰ δρέψετε ἀπιστεύτους καρπούς», 

Κατὰ τὴν διάρκειαν τῆς δεκαετίας 1480 - 1490 ἐδημοσιεύθησαν εἰς 
τὴν ἼἸταλίαν πολυάριθµα βιβλία πρακτικῆς ἀριθμητικῆς. Τὸ πλέον ἕκτη- 
ταµένον εἶναι τὸ φέρον ὡς τίτλον: Ἐδοῶ ἀρχίζει τὸ εὐγενὲς 
ἔργον τῆς ἀριθμητικῆς, ἡ ὁποία πραγματεύεται 
ὅλα τὰ σχετικἀ μὲ τὸ ἑμπόριον, συνταχθεῖσα ὑπὸ 
τοῦ βενετοῦ Πέτρου Μπόρχγκι (Βουμί ἢ Βοτεῦ. Τὸ βιβλίον 
αὐτὸ εἴχε μεγάλην ἐπιτυχίαν, ἀφοῦ εἰς τὴν Βενετίαν καὶ εἰς διάστηµα ἑνὸς 
αἰῶνος ἐξετυπώθη τοὐλάχιστον 16 φορὰς (1484, 1488, 1491, 1505, 1509, 1511, 
μον, 1. 1540, 12950, 1951, 1560, 1561, 1561, 1577). Γραφὲν εἰς µίαν ἰτα- 


ο ωμή με ων μα ως υμώα ον 
Τοπ]πιανο Οαγσοπί (1549-1389 γεπεπία), τὸ ὁποῖον χωρίον, ἀφορῶν τοὺς λογιστάς, ἀξίζει 
νὰ μνημονεύσωμεν : «ἀκολουθεῖί ἡ ἀριθμητικὴ τῶν λογιστῶν, ἡ ὁποία πραγματεύεται 


Καὶ τέλος ἡ βάσανος καὶ οἱ τρόποι της, διὰ τοῦ ἑκτά, τοῦ ἐννέα, τοῦ ἔνδεκα... Καὶ εἰς 
αὐτὸ τὸ ἐπάγγελμα περιλαμβάνεται ἡ τήρησις βιβλίου ἁπλοῦ ἢ δικλοῦ, ὅπως κάνσυν οἳ 
ἔμποροι, διὰ τὰ πωλήσεις καὶ ἀγοράς των. Αὐτὴ εἶναι ἡ ἁπλῆ λογιστική, ὅπας τὴν ὄν- 
δάσκουν οἱ διδάσκαλοι τῆς λογιστικῆς οἱ ὁποῖοι εὑρίσκονται εἰς µέγαν ἀριθμὸν ἀνὰ τὰς 
πόλεις καὶ τοὺς πύργους κάθε περιοχής». 


1. Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 


λικὴν γλῶσσαν βενετικοῦ ἰδιώματος, ἀποσπᾶται τελκίως ἀπὸ τὰ ἔργα ἑλ- 
ληνικοῦ τύπου, ὅπως ἐκεῖνα, ποὺ διέδωσεν ὁ Βοήθιος εἰς τὴν Εὐρώπην 
(6 105). Τὸ βιβλίον ἀρχίζει μὲ ἕνα ἔμμετρον ἐγκώμιον, τοῦ ὁποίου παραθέ- 
τοµεν μερικοὺς στίχους : 


«Ὅποιος τὰ μαθηματικὰ ἀγαπᾶ 

ποὺ πρῶτα τὴν ἀκρίβεια ζητοῦν 

καὶ θέλει ἐμπρὸς νἁ πάει μ᾿ αὐτά 

στὸ ἔργο τοῦτο ἃς ρίξει τὴ ματιά, 

Τιατὶ ἔτσι σίγουρα θὰ Ιδεῖ, 

ἄν κάνει λάθη στοὺς λογαριασμούς, 

πῶς μὲ αὑτὸ σωστὰ θὲ ν’ ἀσκηθεῖ 

μ’ ὄλους τοὺς τρόπους πράξεις νὰ ἐκτελεῖ.. 0 


Θεωροῦμεν περιττὸν νὰ εἰσέλθωμεν εἰς λεπτοµερῃ ἀνάλυσιν ἑνὸς ἔργου 
μὲ τόσον µετρίας προθέσεις. 


Ἡ ἀριθμητικὴ τοῦ Ώαπαρετᾳ τοῦ 1483 


1902. Ἡ ἀριθμητικἡὴ τοῦ Τγενίκο, ὑπῆρξε τὸ πρῶτον ἐγχειρίδιον 
τοῦ εἴδους του, ποὺ ἐκυκλοφόρησεν εἰς τὸν κόσμον διὰ τοῦ τύπου. Τοῦτο 
ἠκολούθησεν ἄλλο παρόµοιον, τυπωθὲν τὸ 14582 εἰς Βαπιῦετᾷ τῆς Βαυαρίας, 
τοῦ ὁποίου συγγραφεὺς ἦτο ὁ Ὀ]ποῖι ἸΝαρπετ, καθηγητὴς οἷς τὴν Ἀυρεμ- 
βέργην. ᾽Ατυχῶς δὲν εἶναι σήμερον γνωστὸν οὔτε ἕνα πλῆρες ἀντίτυκον. 
Εἰς τὴν βιβλιοθήκην ἐκείνης τῆς πόλεως εὑρίσκονται, ὡς πολύτιμα κει- 
µήλια, µόνον ἑννέα περγαμηνὰ ἀκοσπάσματα πλάτους τὸ κολὺ ἴσου πρὸς 
τὸ πλάτος ἑνὸς ἐπισκεπτηρίου, 

᾿Αλλὰ τὸ ἑπόμενον ἔτος εἶδε τὸ φῶς εἰς τὴν ἰδίαν πόλιν ἕνα ἄλλο ἑγ- 
χειρίδιον τοῦ αὐτοῦ περιεχοµένου, τοῦ ὁποίου ἐγχειριδίου τοὐλάχιστον 
ἕνα ἀντίτυκον περιεσώθη ἀπὸ τὴν ἀδηφάγον μανίαν τοῦ χρόνου καὶ ἀποτελεῖ 
φυσικὰ σήμερον μίαν βιβλιογραφικὴν σπανιότητα. Κάποτε ὅμως τὸ ἕρ- 
γον τοῦτο πρέπει νὰ εἶχεν εὑρεῖαν διάδοσιν, διότι ἀπὸ αὐτὸ ἤντλησαν 
ἀφθόνως ὅσοι εἰς τὴν Γερμανίαν ἔγραψαν βραδύτερον περὶ τῆς τέχνης τοῦ 
ἀριθμητικοῦ λογισμοῦ. Χρησιμοποιοῦμεν τὴν λέξιν «τέχνη» ἀντὶ τῆς λά- 
ἔρως αἐπιστήμη», διότι ἡ Ἀριθμητικ ἡ τοῦ Βαπισετᾳ ἔχει καταφανῶς 
σκοκὀὸν ἀνάλογον πρὸς τὴν τοῦ Ττγενίσο, νὰ ἐξασκήσῃ δηλαδἡ τοὺς ἐμπο- 
ρευοµένους εἰς τὴν χρῆσιν τῶν ἀριθμῶν κατὰ τὰς συναλλαγάς των. Τὸ 
πρόγραµµα ὅμως τὸ ὁποῖον ἐκτυλίσσει εἶναι εὐρύτερον, ὅπως προκύπτει 
κώμη πε ημας 


μμ μυς πο ταμημη 
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μμ μυς πο ταμημη 


Πρβται ἐκδηλώσεις τῆς Συγκεκομµένης ᾽Αλγέβρας 353 
ἀφοῦ παρατηρήἠσωμεν, ὅτι ἐξ αὐτῆς γίνεται κατάδηλος ἡ ἑπίδρασις τῆς 
ἰταλικῆς λογιστικῆς καὶ εἰδικώτερα μάλιστα εἰς τὰς ἐμπορικάς της ἔφαρ- 

1. ᾿Αρίθμησις, Π. Πρύσθεσις, δοκιµἠ διά τοῦ 7, ΠΙ. ᾿Αφαίρεσις,[ν. Πολ- 
λαπλασιασμὸς (κατὰ 5 τρόπους), ἕνας ἐκ τῶν ὁποίων ἔχει τὴν ἀκόλουθον 
διάταξιν : 

640180. 


451378764580 


γ. Αιαίρεσις' ἀριθμητικαί καὶ γπωμετρικαίὶ πρὀοδοι’ ἐφαρμόζονται οἱ τύποι : 


ο μα. , 


Γναλη-... γώ - απσἹ, 

Υ]. Πολλακλασιασμὸς ἀκεραίων ἐπὶ κλάσματα ἢ κλασμάτων µεταξύ τῶν 
(τὸ κλάσμα παρίσταται τοποθετουµένων τῶν δύο ὄρων τοῦ ἑνὸς ἐπὶ τοῦ ἄλ- 
λου διὰ στοιχείων ὕψους ἴσου πρὸς τὸ ἥμισν τῶν ἀκεραίων), ΥΠ. Πρόσθεσις 
κλασμάτων, ΥΤΠ. ᾿Αφαίρεσις κλασμάτων, ΙΧ. Διαίρεσις κλασμάτων, Χ. 
αἈρυσοῦς κανῶν» (δηλαδὴ ὁ κανὼν τῶν τριῶν], ΧΙ. 'Ὑπολογισμοί ἄνταλ- 
λαγῆς νομισμάτων, ΧΗΠ. 'Ὑπολογισμοί κερδῶν καὶ ζημιῶν, ΧΠ. Κανόνες 
ἑταιρείας, ΧΙ, «Τοὐκίγεςμα μπα» (λέξις ἀμετάφραστος, ἰταλικῆς πάντως 
προελεύὐσεως' διὰ νὰ εὕρωμεν τὴν ἐτυμολογίαν της πρέπει νὰ ἐνθυμηθῶμεν 
ὅτι εἰς βενετικἡἠν διάλεκτον ἡ τράπεζα (ιανοία) λέγεται ἴοία, ἐξ οὗ τὸ ὑπο- 
κοριστικὸν ἴολείία. Οἱ ὑπολογισμοί τώρα οἱ ἐκτιθέμενοι, εἰς τὸ κεφάλαιον 
αὐτὸ τοῦ ἐγχειριδίου ἐκτελοῦνται µέσῳ πινακίδος καταλλήλως διατεταγ- 
µένης, τῆς ὁποίας τὴν χρῆσιν ἐδιδάχθησαν εἰς τὴν Βαυαρίαν κατὰ τὴν 
ζωηρὰν ἐμπορικὴν ἐπικοινωνίαν Βενετίας καὶ Νυρεμβέργης), ΧΝΙ. ὝΎπο- 
λογισμοὶ χρήσιμοι κατὰ τὴν ἀγορὰν μὴ νομισματοποιηµένου χρυσοῦ, 
ΧΥΠ. Ὑπολογισμοί ἐκτελούμενοι δι’ ἐφαρμογῆς τοῦ κανόνος τῶν τριῶν, 
ἉΥΠΙ. Μετατροπὴ κλασμάτων φιορινίῶν καὶ σελινίων, ΧΙΧ.-ΧΧΙ. Πίνακες 
χρήσιμοι κατὰ τὴν ἀνταλλαγὴν ἐμπορευμάτων. 

Τὸ ἐγχειρίδιον λοικὸν τοῦτο περιέχει πλέον καὶ ἔἕλαττον ἐκείνων ποὺ 
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περιέχονται εἰς τὴν ἀριθμητικὴν τοῦ Τγενίσο. Οἱ ἔμκοροι εὑρίσκουν περισ- 
σότερα. ᾽Αλλ’ οἱ ἐνδιαφερόμενοι νὰ µάθουν πῶς εὑρίσκεται ἡ ἡμερομηνία 
τοῦ Πάσχα δὲν πρόκειται νὰ εὕρουν καμμίαν βοήθειαν. Ἕλλειψις ἴσοφαρν- 
ζομένη ἀπὸ τὴν ἑνότητα καὶ ἀφθονίαν τῆς προσφεροµένης ὕλης. 


Ἠ «Τριμερὴς» ἀριθμητικὴ τοῦ Ν. ΟἨαφαοί (1454) 


1948. Τήῆς ἐπιδράσεως, τὴν ὁποίαν ᾖσκησεν ἡ Ἰταλία εἷς τὸν τοµέα 
τῆς ἀριθμητικῆς, κατὰ τοὺς χρόνους ποὺ ἠκολούθησαν τὴν ἐμφάνισιν τοῦ 
Γδετ Αἰδασί, ἔχομεν μίαν νέαν πειστικωτάτην ἀπόδειξιν εἰς ἕνα Έργον 
γραφὲν τὸ 1484 ἀπὸ κάποιον Ν]οσία «Ἄπσυσί (πρόσωπον ἐντελῶς ἄγνωστον 
κατὰ τὰ ἄλλα), ὁ ὁποῖος, διὰ νὰ δηλώσῃ ὅτι τὸ ἔργον του διαιρεῖται εἰς 
τρία µέρη, τὸ ἑτιτλοφόρησε Ἱ.ο ἱἱρατῦν ση Ἰα 2είεηο ἄες ποπιῦτες. "Αν καὶ 
τὸ βιβλίον ἐγράφη εἲς καλἠν γαλλικὴν γλῶσσαν, δὲν εἶναι σπάνιοι μερικοί 
ταλισμοί, τῶν ὁποίων ἡ παρουσία ἐξητεῖται εὐκόλως, ὅταν λάβωμεν ὑπ' 
ὄψιν, ὅτι ἡ Λυών, ὅπου τὸ βιβλίον ἐγράφη, ἥτο ἔδρα μιᾶς ἐξαιρετικῶς ἀν- 
θούσης ἰταλικῆς καροικίας. 

Μίαν ἄλλην ἐπιβεβαίωσιν τῆς ἰταλικῆς ἐπιδράσεως ἔχομεν εἷς τὸ σύ- 
στηµα ποὺ χρησιμοποιεί ὁ ΟἈωφμεί διὰ τὴν γραφὴν ἀριθμῶν μὲ περνσ- 
σότερα τῶν Ἐξ ψηφία. Ἐνῷ οἱ Γάλλοι συνηθίζουν νὰ διαχωρίζουν τὰ σύνολα 
τῶν ψηφίων ἑνὸς πολυψηφίου ἀριθμοῦ κατά τριάδας ὁ ΟἈωαυσί προτιμᾷ 

Μίαν γενικὴν ἰδέαν τῆς ὅλης τῆς «Τριμεροῦς ἀριθμητικῆς» δυνάµεθα 
νἁ λάβωμεν ἀπὸ τὸν κατωτέρω συνοπτικὀν πίνακα τῶν περιεχομένων , 

Μέρος Τ: 1. ᾿Αριθμοὶ ἀκέραιοι, 2. ᾿Αριθμοὶ κλασματικοί, 3. Περὶ 
προόδων’ περὶ ἀριθμῶν τελείων καὶ φίλων. ᾿Αριθμοί ἀνάλογοι καὶ ἰδιότητες 
αὐτῶν, 4. Κανόνες τῶν τριῶν κλπ. 


Μέρος ἩἹ: Περὶ ριῶν, Ἱ. "Αναγωγὴ ἑνὸς ἢ περισσοτέρων ἀνο- 
µοίων ριζῶν εἰς ἕνα, 2. ᾿Ἐξαγωγὴ ριζῶν, 3. Πρόσθεσις καὶ µετασχημα- 
τισμοὶ ριζῶν, 4. ᾽Αφαίρισις ριζῶν, 5. Πολλαπλασιασμὸς ριζῶν, 6. Διαί- 
ρεσις ριζῶν. 

Μέρος ΤΠ: 'Ὑπὸ τὸν τίελον αΒόμίες ἆος ρεσπίεςς» ἐκτίθεται ἡ 
λύσις ἁκλῶν ἐξισώσεων, τὰς ὁκοίας καλεῖ ὁ συγγραφεὺς «εφαροίσηοςς 

Τὸ ἀξιολογώτερον γνώρισμα τοῦ ἔργου τούτου συνίσταται εἰς τὸ Υε- 
χονὸς ὅτι ἐδῶ κάνουν τὴν πρώτην των ἐμφάνισιν οἱ ἐκθέται. Οὗτοι χρησιµο- 
ποιοῦνται ὑπὸ τοῦ ΟἼπσαεί µόνον πρὸς δήλωσιν τῶν ριζικῶν διαφόρων 
τάξεων, Οὕτω μὲ τὰ σύμβολα Β; καὶ Β” παριστάνονται ἀντιστοίχως ἡ τε- 
τραγωνικἡ καὶ ἡ κυβικὴ ρίζα. Ἔξ ἄλλου τὰ γράµµατα Ρ καὶ πι χρησιµο- 
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περιέχονται εἰς τὴν ἀριθμητικὴν τοῦ Τγενίσο. Οἱ ἔμκοροι εὑρίσκουν περισ- 
σότερα. ᾽Αλλ’ οἱ ἐνδιαφερόμενοι νὰ µάθουν πῶς εὑρίσκεται ἡ ἡμερομηνία 
τοῦ Πάσχα δὲν πρόκειται νὰ εὕρουν καμμίαν βοήθειαν. Ἕλλειψις ἴσοφαρν- 
ζομένη ἀπὸ τὴν ἑνότητα καὶ ἀφθονίαν τῆς προσφεροµένης ὕλης. 


Ἠ «Τριμερὴς» ἀριθμητικὴ τοῦ Ν. ΟἨαφαοί (1454) 
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ταλισμοί, τῶν ὁποίων ἡ παρουσία ἐξητεῖται εὐκόλως, ὅταν λάβωμεν ὑπ' 
ὄψιν, ὅτι ἡ Λυών, ὅπου τὸ βιβλίον ἐγράφη, ἥτο ἔδρα μιᾶς ἐξαιρετικῶς ἀν- 
θούσης ἰταλικῆς καροικίας. 

Μίαν ἄλλην ἐπιβεβαίωσιν τῆς ἰταλικῆς ἐπιδράσεως ἔχομεν εἷς τὸ σύ- 
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Μέρος ΤΠ: 'Ὑπὸ τὸν τίελον αΒόμίες ἆος ρεσπίεςς» ἐκτίθεται ἡ 
λύσις ἁκλῶν ἐξισώσεων, τὰς ὁκοίας καλεῖ ὁ συγγραφεὺς «εφαροίσηοςς 

Τὸ ἀξιολογώτερον γνώρισμα τοῦ ἔργου τούτου συνίσταται εἰς τὸ Υε- 
χονὸς ὅτι ἐδῶ κάνουν τὴν πρώτην των ἐμφάνισιν οἱ ἐκθέται. Οὗτοι χρησιµο- 
ποιοῦνται ὑπὸ τοῦ ΟἼπσαεί µόνον πρὸς δήλωσιν τῶν ριζικῶν διαφόρων 
τάξεων, Οὕτω μὲ τὰ σύμβολα Β; καὶ Β” παριστάνονται ἀντιστοίχως ἡ τε- 
τραγωνικἡ καὶ ἡ κυβικὴ ρίζα. Ἔξ ἄλλου τὰ γράµµατα Ρ καὶ πι χρησιµο- 
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ποιοῦνται ὡς σύμβολα τῆς προσθέσεως καὶ ἀφαιρέσεως, Διὰ νὰ δείξωµεν 
καλύτερα τὸ συμβολικόν του σύστημα, ἃς λάβωμεν ὡς παράδειγµα τὴν 


ἔκφρασιν : | 
Ε..Ε5.11.ρ.Ε27.1π1.8210, 
ἡ ὁποία εἶναι ἰσοδύναμος πρὸς τήν: 
ἵνα. 1 
γ 5 «ΥΤ -- ΥΙΟ ᾿ 
Παρά ταῦτα, χρησιμοποιοῦνται οἱ ἐκθέται ὑπὸ τοῦ ἰδίου καὶ ὑκὸ µίαν 
ἄλλην ἔννοιαν, ἡ ὁποία πλησιάζει περισσότερον τὴν σήμερον ἓν χρήσει, 
δηλαδἡ νά φανερώνουν τὰς διαδοχικἁς δυνάμεις τοῦ ἀγνώστου μιᾶς ἐξισώ- 
σεως, χωρὶς διόλου ν᾿ ἀποκλείεται ἡ περίπτωσις ἀρνητικῶν ἐκθετῶν, ὡς 
προκύπτει ἀπὸ τὴν ἀκόλουθον φρᾶσιν : «8; πολλαπλασιαζόµενον ἐπὶ Ίπι 
ἀνέρχεται εἰς 363», ἡ ὁποία μὲ σύγχρονον ἀλγεβρικὴν γλῶσσαν θὰ γραφῇ 


ὡς ἑεῆς : 
Εχτ.Ἱκ-] --- 561. 


Γραπταὶ παραστάσεις αὐτοῦ τοῦ εἴδους εἶναι βέβαια δύσχρηστοι καὶ 
δὲν συγκρίνονται μὲ τὴν ἁπλότητα τῶν σημερινῶν, ἀποτελοῦν ὅμως συµ- 
πτώματα ἀσφαλῆ τῆς συντελουμένης εἰς τὴν ἄλγεβραν μεταμορφώσεως 
διὰ τῆς µεταβάσεως ἀπὸ τὴν ρητορικὴν μορφὴν εἰς τὴν συγκεκομµένην. 
Ἔξ ἄλλου ἡ παρουσία τῶν ἀρνητικῶν ἐκθετῶν ἀποδεικνύει ὅτι ἀπὸ τότε 
εἶχεν ἀρχίσει νὰ ἐκδηλοῦται ἡ ἀνάγκη, ὅπως ἡ ἐπιστήμη τῶν ἀριθμῶν 
ἀναχθῇ εἰς πλήρη γενικότητα. Γεγονὸς ἐπιβεβαιούμενον ἐκ τῆς παρατηρή- 
ο ους ο ο ο προ 

δύο ριζῶν μιᾶς δευτεροβαθµίου ἐξισώσεως. 

Πρὸς διευκόλυνσιν τῆς ἐκτελέσεως πολλαπλασιασμῶν, ο ο. 
παρουσιάζει ἕνα µέτριον πίνακα πολλαπλασιασμοῦ τῶν ἀριθμῶν 1,2... 
μεταξύ των, ο... ο... 
ὁλιγώτερον ἐκφραστικὴν τῆς σήμερον ἐν χρήσει ὀρθογωνικῆς διατάδεως, 
Ἔξ ἄλλου πρὸς διευκόλυνσιν τῆς ἐξαγωγῆς τῶν ριζῶν, θέτει εἰς τὴν διά- 
θεσιν τοῦ ἀναγνώστου τὰς πρώτας 10 δυνάμεις τῶν πρώτων 10 ἀριθμῶν 
τῆς φυσικῆς σειρᾶς, παρατηρῶν ὅτι τὸ τετράγώνον ἑνὸς ἀριθμοῦ δὲν δύναται 
ποτὲ νἁ λήγη εἰς 2, 3,7, 8, ἑνῷ τὸ διτετράγώνον δὲν δύναται παρά νὰ τελειώνῃ 
μὲ ἕνα ἀπὸ τά ψηφία, 0, Ἱ, 5, 6. 

Διὰ τὸν πολλαπλασιασμὸν καὶ τὴν διαίρεσιν ἀριθμῶν ἑχόντων σημεῖον, 
ὁ συγγραφεὺς δίδει ἀκριβεῖς κανόνας, τοὺς ὁποίους διατυπώνει ὡς ἑξῆς : 
«Ὁ αολλακλασώφαν ϱ (ρε, ου) ο αι ασ, πλὴν) ἐπὶ πι εὑρίσκει 

Ρ (σύν). Ὁ πολλαπλασιάζων ρ ἐπὶ πι ἢ ἀντιστρόφως εὑρίσκει πάντοτε πι 
ων ρουμ 
πι διὰ ρ εὑρίσκει πι», 


Αἱ ἐξισώσεις, τὰς ὁποίας πραγματεύεται, εἶναι γενικώτεραι ἐκείνων, 
τὰς ὁποίας συνηντήσαµεν μέχρι τοῦδε, ἀλλ ὁκωσδήκοτε εἶναι ἀναγώγιμοι 
εἷς δευτεροβαθµίους. Εἶναι ὅλαι σχεδὸν τριώνυµοι καὶ ἀνήκουν εἰς τοὺς 
ἐκομένους τίσσαρους τύπους : 

λὰ, - στο, Π 
αχ. ο οσα οκ 1! 
αχ αχ)» η οκ 1! 
ΑΧ. {- Ὀχοο1! οταν 


᾽Αξιοσημείωτοι εἶναι αἱ φράσεις, μὲ τὰς ὁποίας κλείει τὸ ἔργον. Ἐκ- 
φράζει ὁ συγγραφεὺς τὴν πεποίθησίἰν του, ὅτι ἀργὰ ἢ γρήγορα θἀ καταστῇ 
δυνατἡ καὶ ἡ λύσις τῶν ἐξισώσεων βαῦμοῦ ἀνωτέρου τοῦ δευτέρου. Πεποἰ- 
θησιν τὴν ὁκοίαν --- ὅπως εἴδομεν ὁμιλοῦντες διὰ τοὺς ΄Αραβας καὶ ὅπως 
θά ἴδωμεν ὁμιλοῦντες διά τὸν Ραςίοῇ ---δὲν συνεμερίζοντο τότε ἁρμόδια 
πρόσωπα. 


194 Αὐτά βεβαίως δὲν εἶναι ὅλα τὰ σημαντικἁ καὶ πρωτότυπα 
ποὺ ἁπαντῶνται εἰς τὴν Τριµερῇ. Αλλά καὶ ὅσα ἐλέχθησαν μέχρις 
ἐδῶ φαίνονται ἐπαρκῆ διἀ νὰ θεµελιώσουυν τὴν ἐντύπωσιν ὅτι αὕτη ὑπερέχει 
τῶν ἄλλων ποὺ ἑξητάσαμεν εἰς αὐτὸ τὸ Κεφάλαιον. Αὐτά τὰ ἄλλα δὲν ἦσαν 
παρὰ μέτρια ἐγχειρίδια προωρισµένα νὰ ἐξυκηρετήσουν τὸν ἐμκορικὸν 
κόσμον καὶ διὰ τοῦτο τὸ περιεχόμενόν των καθωρίζετο κυρίως ἀπὸ τὰς 
ἀνάγκας τῶν συναλλαγῶν, ἑνῷ ἡ Τριμερὴς ἀριθμητικὴ παρουσιάζει 
τὸν χαρακτῆρα μιᾶς θεωρητικῆς πραγµατείας. Επί πλέον τὸ συμβολικόὀν 
σύστημα ποὺ ἐφαρμόζει (περιωρισµένον, ἀλλὰ μἠ στερούµενον εὐφυῖας) 
καὶ ἡ καταφανἠς ἔφεσις πρὸς τὴν Τενικότητα, ἀποδεικνύουν ὅτι μὲ τὴν 
Τριµερῆ ἡ ἄλγεβρα ἔκαμεν ἀναμφισβητήτως ἕνα βῆμα πρὸς τὰ ἐμπρός. 
᾽Ατυχῶς ὅμως, διὰ λόγους ἀγνώστους, ἡ Τριµερὴς δὲν εἶχε τὴν τύχην 
καὶ τὴν τιμήν ν΄ ἀξιωθῇ τῶν εὐεργημάτων τῆς θαυμασίας ἐφευρέσεως τοῦ 
Γουτεμβεργίου. 

Εἶναι ἄξιον ἁπορίας, ὅτι τὸ περὶ οὗ ὁ λόγος ἔργον δὲν περιέχει καμμίαν 
ἐφαρμογὴν τῶν ἐκτιθεμένων θεωριῶν εἰς τὴν λῦσιν προβλημάτων πρα- 
κτικοῦ περιεχοµένου, ὅπως ἐκεῖνα ποὺ συνηντήσαµεν εἰς ὅλα τὰ ἔργα τὰ 
δημοσιενθέντα μετά τὸ [δε Αὐδαςί, Εἰς τὸ χειρόγραφον ὅμως τὸ περιέχουν 
τὴν Τριµερἢ, εὑρίσκεται προσηρτηµένη μιά σνλλογἡ 166 προβλημάτων 
τοῦ εἴδους τούτου, ἀναγομένη εἰς τὴν ἰδίαν ἐποχὴν, διότι εἰς ἕνα χωρίον 
δηλοῦται ὅτι ἡ συλλογὴ ἐγράφη τὴν Ζαν Μαΐου 484. Ὅλα δίδουν τὴν 
ἐντύπωσιν ὅτι πρόκειται περὶ καρποῦ τῆς ἐργασίας τοῦ ἰδίου συγγραφέων, 
διότι πολὺ ὀλίγοι, εἰς τὴν ἐποχήν του, θὰ ἦσαν εἰς θέσιν νά υἱοθετήσουν 
μετὰ θάρρους τὴν ἀρνητικὴν λύσιν ἑνὸς προβλήματος καὶ μάλιστα νά 
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φθάσουν μέχρι τοῦ σηµείου, ὥστε νὰ δώσουν λογικωτάτην ἑρμηνείαν, 
ὅπως κράγµατι γίνεται εἰς ἕνα ἀπὸ τὰ λελυµένα προβλήματα τῆς συλλογῆς. 
Δὲν ἐξήρθη μέχρι τοῦδε ἐκαρκῶς ὑπὸ τῶν ἱστορικῶν ἡ µοναδικἡ ἀξία 
τοῦ προβλήματος Ι ΧΧΥΠΙ, τὸ ὁποῖον ἀνάγεται εἰς ἕνα σύστημα 4 ἐξισώ- 
στων μὲ 4 ἁγνώστους τῆς ἀκολούθου µορφῆς : 
Χ” Υ--2(ζ-α]-- 400 
γε σ-4(α: κ)]-- 530 
Συ δ(ς-ςγ)-- 510 
μΧ ό( 2)-- 1190, 


Τὸ σύστημα τοῦτο εἶναι ὠρισμένον µόνον φαινομενικῶς, ἑνῷ ὁ (πυφυεί 
δίδει εἰς αὑτὸ τὰς δύο ἀκολούθους ἀκριβεστάτας λύσεις (κα 2υ) 

(10, ας ασ, 90) 

( 50, 15, 5, 10). 


Τὸ µέγιστον µέρος τῶν ἐξεταζομένων ἐδισώσεων εἶναι τοῦ κρώτου 
βαθμοῦ. Δέν ἀπουσιάζουν ὅμως καὶ ἐξισώσεις ἀνωτέρον βαθμοῦ, ὅκως 
δεικνύουν τὰ έξῆς παραδείγματα : 

χο]. 
κ γμτ 
κο γ. ος 13-20. 


Μερικῶν ἐξ αὐτῶν δύναται κανεὶς νά προσδιορίσῃ τὴν προέλαυσιν, διότι 
ἣἡ ἁπαντῶνται μεταξὺ ἐκείνων, τὰς ὁποίας ἐγνωρίσαμεν ἤδη εἰς προβλή- 
µατα κληρονομιῶν βάσει τῆς ρωμαϊκῆς νομοθεσίας ἢ ἐλήφθησαν ἀπὸ τὰ 
ἔργα τοῦ ᾽Αλκουίΐνου καὶ τοῦ Εἰνδοπαςςῇ. 

Μὲ ὀλίγας λέξεις ἡ περὶ ἧς γίνεται λόγος συλλογὴ ἀποτελεῖ πολύτιμον 
συμπλήρωμα τῆς Τριμεροῦς, ἡ ὁποία ἂν ἐἑτυπώνετο πράγματι ὁμοῦ 
μὲ αὐτὴν ὡς ἀκοτέλεσμα θά ἔδιδε ἕνα διδακτικὀν ἔργον μεγάλης ἀξίας, 
ποὺ ἀσφαλῶς δὲν θά διέφευγε τῆς εὐνοίας τῶν ἁρμοδίων καὶ τοῦ κοινοῦ, 

Δυστυχῶς ὅμως τὸ ἔργον τοῦ (πμσυει δὲν εἶδε τὸ φῶς τῆς δηµοσιό- 
τητος παρά τὸ ἔτος 1880 καὶ τοῦτο ὄχι χάριν τῶν σκοκῶν διά τοὺς ὁποίους 
ἐγράφη, ἀλλ) ἀποκλειστικῶς ὡς µία συμβολὴ εἰς τὴν ἱστορίαν τῶν µαθη- 
ματικῶν. Θάὰ ἠδύνατο μάλιστα νὰ ἰσχυρισθῇ κανείς ὅτι, κατ ἀντίθεσιν 
πρὸς πολλά ἄλλα, οὔτε ὡς χειρόγραφον ἔλαβεν ἀδιόλογον διάδοσιν, ἀφοῦ 
πρὶν παρέλθουν 40 ἔτη ἐλεηλατήθη τὸ κείµενον ἀτιμωρητί ἀπὸ κάποιον 
Στέφανον ὁε ἰ4 Βοςῇε, ὁ ὁποῖος πολλά παρέλαβεν ἐξ αὐτοῦ, διά νὰ γράψη 
τὸ βιβλίον του Αγηιεΐσςυε ποινε[επνεπι οοπιροφέε (Ρασί, 1520, 2α ἴἔκ- 
δοσις, 1538). Τό βιβλίον αὐτὸ δὲν περιέχει τίποτε περισσύτερον τῆς Τρι- 
μεροῦς καὶ ἂν γίνεται ἐδῶ μνεία τούτου, μολονότι ἀνήκει εἰς µεταγε- 
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νεστέραν ἐποχήν, εἶναι διὰ νὰ µἡ ἐπανέλθωμεν ἐπ᾽ αὐτοῦ, ἀφοῦ τίκοτε δὲν 
ἔχομεν νὰ προσθέσωµεν πέραν τῆς μομφῆς διὰ τὴν λογοκλοπίαν, τῆς ὁκοίας 
εἶναι ἔνοχος ὁ συγγραφεύς του. 


ἹΠο]απσπος Ἰιάτπιασα 


196. Μέγας ἀριθμὸς χειρογράφων καὶ ἀνωνύμων ἔργων ὑφιστάμενος 
εἷς γερμανικὰς βιβλιοθήκας μαρτυρεῖ κοίαν εὐρύτητα ἔλαβον εἰς τὴν Γερ- 
µανίαν αἱ σπουδαὶ τῆς τέχνης τοῦ ἀριθμητικοῦ ὑπολογισμοῦ καὶ τῶν ἐφαρ- 
μογῶν του εἰς τὰς συναλλαγὰς καὶ εἰἷς τὴν γεωμετρίαν. Καὶ αὐτὸ τὸ ὄνο- 
μα αΌοςς» (ἐκ τοῦ ἰταλικοῦ «οδα --πρᾶγμα), μὲ τὸ ὁποῖον ἐδηλοῦτο τὸ σύν- 
ολον τῶν μεθόδων τοῦ ἀριθμητικοῦ λογισμοῦ ἀποδεικνύει χωρὶς ἀμφιβο- 
λίαν ὅτι ἴταλικαὶ ἦσαν αἱ πηγαὶ, ἐκ τῶν ὁπσοίων ἤντλησαν οἱ συγγραφεῖς 
των, Εἰσήχθησαν τότε καὶ ἐγένοντο εὑὐρύτατα δεκτἀ μερικἀ εἰδικά σύμβο- 
λα, πρὸς παράστασιν τοῦ ἀγνώστου μιᾶς ἐξισώσεως καὶ τῶν πρώτων δυ- 
νάµεων αὐτοῦ, τὰ ὁποῖα ἀπαντῶνται ὑπὸ τὸ ὄνομα ακοσσικἀ σηµοῖα» 
(δηλαδή : σημεῖα τοῦ ἀριθμητικοῦ λογισμοῦ: ο059) εἰς τὴν γερμανικὴν 
µαθηµατικὴν βιβλιογραφίαν ὅλου τοῦ ΧΥΊ αἰῶνος, 

Ὁ κρῶτος ὁ ὁποῖος, ἐξ ὅσων γνωρίζομεν, ἐδημοσίευσεν εἰς τὴν Γερ- 
µανίαν μὲ τὸ ὄνομά του μεθοδικὀν ἐγχειρίδιον ἐπὶ τοῦ θέματος καὶ κατέ” 
στῃσε τοῦτο ἀντικείμενον πανεπιστημιακῶν µαθηµάτων {εἰς τὴν Λειψίαν) 
εἶναι ὁ Ίοΐδαπας» ιάπιαπη τοῦ Έπετ (Βοημία). ᾿Αγνωστον εἶναι τὸ ἔτος 
τῆς γεννήσεως, ὡς καὶ τὸ ἔτος τοῦ θανάτου του. Γνωρίζομεν ὅμως ὅτι ᾱ- 
κριβῶς εἰς τὴν Λειψίαν ἐνεγράφη εἰς τὰ µητρῷα τῶν σπουδαστῶν διὰ τὸ 
χειμερινὸν ἑξάμηνον τοῦ ἔτους 1480, ὅτι τὸν Σεκτέμβριον τοῦ 1482 ἔλαβεν 
ἐκεῖ τὸ δίπλωµα τοῦ Ῥαε]νείος, τὸν Δεκέμβριον 485 προήχθη εἰς Ῥαονείογ 
τῆς ἰατρικῆς, τὸν δὲ Ἰανουάριον τοῦ 1486 ἀπεφοίτησε μὲ τὸν βαθμὸν τοῦ 
απιαρίσίετ αγά μπιὴ, 

Τὸ ἔργον τὸ ὁκοῖον τοῦ ἐξασφαλίζει µίαν θέσιν εἰς τὴν ἱστορίαν τῶν 
μαθηματικῶν ἐδημοσιεύθη τὸ 1459 μὲ τὸν τίτλον: Βελεπά απά Ἰά0ποῖι 
γοεππαπαᾳ αιξ αἴεα Καισιαπηφονα/πεη (Βλ. Έατα ατἰπείίσα, τοῦ Ὦ. Ἑ. 
θιίθν, σελ. 36 - 40, Βοσίοπ, 1908) ποὺ σηµαίνει : Ταχὺς καὶ κομψὸς λογισμὸς 
δι’ ὅλας τὰς ἐμπορικὰς τάξεις. 

Εὐρισκόμεθα λοικὸν ἐνώπιον ἑνὸς ἔργου, τὸ ὁποῖον, ὡς ἐκ τοῦ σκο- 
ποῦ του, εὑρίσκεται πλησιέστερον πρὸς τὴν ἀριθμητικὴν τοῦ Τεονίσο καὶ 
τοῦ τοοσνωὰς παρὰ πρὸς τὴν Τριµερ ή”. Τὸ ο διαιρεῖται εἰς τρία 


Όδες εἶη όσυεισηες ασ νεπδωςὰι α.ς όσαν 13, Ἠνγαθόετι (ΒἰδΙ. πικίύνοσι. 2η σειρά, τόμος 
ΧΗ, 1911-13). 
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- Πρῶναι ἐκδηλώσεις τῆς Συγκκκοµμένης Ἄλγβρας 359 
µέρη. Τὸ 1 ἀφιεροῦται εἰς τὸν λογισμὸν μὲ ἀκεραίους ἀριθμοὺς καὶ εἰς 
τὰς ἀριθμητικάς καὶ Τεωμετρικὰς προόδους. Ὁ συνήθης πίναξ πολλαπλα- 
σιασμοῦ διατάσσεται ὑπὸ τοῦ Ἠάπιαπα κατὰ δύο τρόπους' τόσον ὑπὸ 
τριγωνικὴν μορφὴν (ὅπως εἶχε κάμει ὁ 6πυαυεῖ), ὅσον καὶ ὑπὸ μορφὴν 
ὀρθογωνίου. Τὴν πρώτην ἀποδίδει εἰς κάποιον Βεϊάσπιαπάί, ἑνῷ τὴν δενυ- 
τέραν ἀνάγει εἰς ἕνα ἑβραϊκὸν ἔργον, χωρὶς ἄλλον καλύτερον προσδιο- 
ρισµὀόν. 

Τὸ Π Μέρος, περιλαμβάνει τρία κεφάλαια. Τὸ πρῶτον ἀφιεροῦται εἰς 
τὸν λογισμὸν μὲ κλάσματα, τὸ δεύτερον εἰς τὰς ἀναλογίας καί, φυσικά, 
εἰς τὸν κανόνα τῶν τριῶν, ἑνῷ τὸ τρίτον περιέχει ἀρκετὸν ἀριθμὸν προβλη- 
µάτων ἐμπορικῆς ἀριθμητικῆς, ἐκ τῶν ὁποίων μερικά λόονται μὲ τὴν μέ- 
βοδον τῆς αὐθαιρέτου ἀφετηρίας (Βερυία [αἱ51). Εἰς τὸ τελευταῖον τοῦτο 
κοφάλαιον ὀφείλει κυρίως τὴν θέσιν του ὁ Ὑήάπιαππ εἰς τὴν ἱστορίαν τῆς 
᾿Αλγέβρας, διότι ἐδῶ ἀπαντῶνται διὰ πρώτην φοράν τὰ σημεῖα -ἵ- καὶ --- 
πρὸς δήλωσιν τῆς προσθέσεως καὶ ἀφαιρέσεως, Ἐπειδὴ ὅμως ὁ συγγραφεὺς 
τὰ χρησιμοποιεῖ ὡς συντομογραφικὰ σύμβολα ποὺ ἦσαν ἤδη εἰς γενικὴν 
χρῆσιν, δὲν παρέχει καμµίαν ἔνδειξιν ἐπιτρέπουσαν νἁ λύσωμεν τὸ μέγα 
ζήτημα τῆς προελεύσεως τῶν δύο αὐτῶν συμβόλων. Ἐν πάσῃ περιπτώσει, 
ἡ παρουσία των ἀποδεικνύει ὅτι ἡ ἄλγεβρα περὶ τὸ τέλος τοῦ ΧΥ αἰῶνος 
εἶχεν ἤδη ἐπιτελόσει ἕνα νέον βῆμα πρὺς τὸ στάδιον τῆς συμβολικῆς ἐπι- 
στήµης, εἰς τὸ ὁποῖον τελικῶς ἐπέπρωτο νὰ φθάσῃ µόνον κατὰ τὸν ΧΥΗ 
αἰῶνα. 

496. Τὸ ΠΙ Μέρος τοῦ ἔργου τοῦ άπιαπη εἶναι γεωμετρικοῦ χαρα- 
κτῆρος, καὶ ἔχει ὡς σκοπὸν τὸν προσδιορισμὸν μηκῶν καί ἐμβαδῶν ἔπι- 
πίδων σχημάτων μὲ ἀριθμητικὰά δεδομένα. Δέσμαι φωτὸς ἐναλασσύόμεναι 
μὲ ζώνας σκιᾶς δίδουν λαβὴν εἰς τὴν ὑπόθεσιν, ὅτι ὁ συγγραφεὺς παρό- 
λαβεν ἁβασανίστως ἐξ ἄλλων πηγῶν ὠρισμένους κανόνας, τῶν ὁποίων δὲν 
ἀντελήφθη τὴν ἀνεπάρκειαν. Οὗτω, διά τὸν ὑκολογισμὸν τοῦ ἐμβαδοῦ ἑνὸς 
ἰσοπλεύρου τριγώνου χρησιμοποιεῖ τὸν τύπον ὁ ὁποῖος ἐκφράει ἕνα τρι- 
γωνικὸν ἀριθμόν, ἀλλὰ διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τῆς ἐπιφανείας ἑνὸς τριγώνου 
μὲ πλευράς 13, 14, {5 ἐφαρμόζει ὡς ἔδει τὸν γνωστὸν τύπον τοῦ Μρωνος. 
Ὁμοίως, ἔνῷ διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ ἐμβαδοῦ ἑνὸς τετραπλεύρου μὲ ἄντι- 
κειµένας πλευρὰς α, ς καὶ Ὁ, ἆ ἐφαρμόζει τὸν παλαιὸν καὶ ἐσφαλμένον τύπον 
1/2 (α -ἰ- ϱ) (5 -ἵ- ἀ), διὰ τὴν διάµετρον τοῦ κύκλου τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς 
ὀρθογώνιον τρίγωνον μὲ ὑποτείνουσαν 4 καὶ καθέτους πλευρᾶς ο, ς, δίδει 
τὴν ὀρθωτάτην Έκφρασιν: Ὁ ἡ- ς ---ᾱ. 

Τὰ κράγµατα αὐτὰ ἐνδέχεται νὰ ἐδιδάχθη ἀπὸ συγγραφεῖς, τοὺς ὁποίους 
ἀναφέρει (δαστοῦοβοο, Επσμάς, «αππραπο, Βοεχίο, Νεπιοτατίο). ᾿Ὑπάρχει 
ὅμως καὶ ἕνα συμπέρασμα τοῦ ὁποίου, μέχρις ἀποδείξοως τοῦ ἐναντίου, 


δύναται νά διεκδικήση τὴν πατρότητα. "Ὁμιλοῦμεν διὰ τὴν ἀκόλουθον 
ἔκφρασιν τῆς ἀκτῖνος τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς τρίγωνον ΑΒ κύκλου, εἰς 
τὴν περίπτωσιν ποὺ εἶναι γνωστά ἡ βάσις Ας - 0, τὸ ὕψος ΒΕ -- Ἡ καὶ 
τὸ τμῆµα ΑΏ -- Κ τῆς βάσεως τὸ ἐξικνούμενον µέχρι τοῦ σημείου Ὦ καθ᾽ 
ὃ ἐφάπτεται τῆς βάσεως Ας ἡ ἐγγεγραμμένη περιφέρεια : 


πῶς ἐξήχθη ὃ τύπος αὐτὸς εἶναι ἄγνωστον, διότι ὁ συγγραφεὺς τὸν 
ἐφαρμόζει, ὅπως καὶ τοὺς ἄλλους τῆς αὐτῆς φύσεως, χωρὶς νὰ δίδῃ ἀπό- 
δειξιν. Καὶ εἶναι τοῦτο µία ἔνδειξις ὅτι ἡ γεωμετρία διά τὸν Ἠάπιαππ δὲν 
ἔχει ἄλλον προορισμὸν παρὰ νἁ τοῦ παρέχη προβλήματα, κατάλληλα πρὸς 
ἐφαρμογὴν τῶν κανόνων τοῦ ἀριθμητικοῦ λογισμοῦ. 

Τέλος τὸ ἔργον τοῦ ιάπιαπη δίδει νέαν ἀφορμήν νά ἐπαναλάβωμεν 
ὅτι ὁ σεβασμὸς τῆς πνευµατικῆς ἰδιοκτησίας ἀπκοτελεῖ, φαίνεται, ἀρετὴν 
τῶν τελευταίων χρόνων, διότι ὁλόκληρα χωρία ἔχουν κατά λέξιν ἀντι- 
γραφη ἀπὸ τὴν ΑἉριθμητικὴν τοῦ Βαπισετμ. Αραγε ἡ λογοκλοπία 
παρέµεινεν ἁπαρατήρητος ἀπὸ τοὺς συγχρόνους ἢ ἁπλῶς δὲν ἐθεωρεῖτο 
ἀξιόμεμπτος:; "Αλλοι ἃς ἁπαντήσουν. ᾿Εκεῖνο τὸ ὁποῖον εἶναι βέβανον 
εἶναι ὅτι τὸ ἁμάρτημα τοῦτο τοῦ ἸΝιάπιαππ δὲν ἡμπόδισε τὸ βιβλίον του 
νὰ ἐκδοθῇ τοὐλάχιστον δύο φοράς, τὸ 1508 καὶ 1526. 


Ίασα Ῥαεἰο]ί 


197. Ὁ μαθηματικός, περὶ τοῦ ὁποίου πρὀκειται τώρα νά ὁμιλή- 
σώμεν, ἐγεννήθη ἀπὸ ταπεινἠν οἰκογένειαν, περὶ τὸ 1445, εἰς τὸ Βοτμρο ο, 
5εροἱστο (πιυεία). Τοῦτο ἐξηγεῖ διατὶ συχνὰ ἀποκαλεῖται λατινικά Ίωσαν 
ἆςε Βωγρο. Νεαρὸς ἁκόμη μετέβη εἰς Βενετίαν ὑπὸ τὴν ἰδιότητα οἶκοδι- 
δασκάλου καὶ ἀκριβῶς εἷς τὸν οἰκοδεσπότην του ἀφιέρωσεν (1470) ἕνα 
ἐγχειρίδιον ἀλγέβρας, τοῦ ὁποίου ἐχάθησαν τελείως τὰ ἴχνη. Εἰς τὴν Βενε- 
τίαν περιεβλήθη τὸ ἔνδυμα τοῦ ᾽Αγίου Φραγκίσκου καὶ ἐνετάχθη εἰς τὴν 
οἰκογένειαν τῶν αἐἑλασσόνων». ᾿Αφοῦ συνεκλήρώσε τὴν ἐκπαίδευσίν 
του εἰς τὴν θεολογίαν καὶ φιλοσοφίαν, ὁ (τὰ Ίω.σα ἤρχισε νά περιηγῆται 
τὴν Ἰταλίαν, ὡς ἐὰν ἦτο τιτλοῦχος μιᾶς περιοδευούσης καθηγητικῆς ἔδρας 
τῶν μαθηματικῶν, Τὸ 1415 ἐκλήθη εἰς Ρεγαρία ὡς δημόσιος ἐκπαιδευτικὸς 
ἀειτουργὸς εἰς τὰ μαθηματικά. Κατά τὴν διάρκειαν τῆς τριετοῦς παραμονῆς 
του εἰς τὴν πόλιν αὐτὴν συνέγραψε δεύτερον βιβλίον, τὸ ὁποῖον ἀφιέρωσεν 
εἷς τοὺς µαθητάς του καὶ τὸ ὁποῖον ὑφίσταται μέχρι σήμερον χειρόγραφον 
εἰς τὴν βιβλιοβήκην τοῦ Βατικανοῦ. 
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νὰ ἐκδοθῇ τοὐλάχιστον δύο φοράς, τὸ 1508 καὶ 1526. 


Ίασα Ῥαεἰο]ί 


197. Ὁ μαθηματικός, περὶ τοῦ ὁποίου πρὀκειται τώρα νά ὁμιλή- 
σώμεν, ἐγεννήθη ἀπὸ ταπεινἠν οἰκογένειαν, περὶ τὸ 1445, εἰς τὸ Βοτμρο ο, 
5εροἱστο (πιυεία). Τοῦτο ἐξηγεῖ διατὶ συχνὰ ἀποκαλεῖται λατινικά Ίωσαν 
ἆςε Βωγρο. Νεαρὸς ἁκόμη μετέβη εἰς Βενετίαν ὑπὸ τὴν ἰδιότητα οἶκοδι- 
δασκάλου καὶ ἀκριβῶς εἷς τὸν οἰκοδεσπότην του ἀφιέρωσεν (1470) ἕνα 
ἐγχειρίδιον ἀλγέβρας, τοῦ ὁποίου ἐχάθησαν τελείως τὰ ἴχνη. Εἰς τὴν Βενε- 
τίαν περιεβλήθη τὸ ἔνδυμα τοῦ ᾽Αγίου Φραγκίσκου καὶ ἐνετάχθη εἰς τὴν 
οἰκογένειαν τῶν αἐἑλασσόνων». ᾿Αφοῦ συνεκλήρώσε τὴν ἐκπαίδευσίν 
του εἰς τὴν θεολογίαν καὶ φιλοσοφίαν, ὁ (τὰ Ίω.σα ἤρχισε νά περιηγῆται 
τὴν Ἰταλίαν, ὡς ἐὰν ἦτο τιτλοῦχος μιᾶς περιοδευούσης καθηγητικῆς ἔδρας 
τῶν μαθηματικῶν, Τὸ 1415 ἐκλήθη εἰς Ρεγαρία ὡς δημόσιος ἐκπαιδευτικὸς 
ἀειτουργὸς εἰς τὰ μαθηματικά. Κατά τὴν διάρκειαν τῆς τριετοῦς παραμονῆς 
του εἰς τὴν πόλιν αὐτὴν συνέγραψε δεύτερον βιβλίον, τὸ ὁποῖον ἀφιέρωσεν 
εἷς τοὺς µαθητάς του καὶ τὸ ὁποῖον ὑφίσταται μέχρι σήμερον χειρόγραφον 
εἰς τὴν βιβλιοβήκην τοῦ Βατικανοῦ. 


Πρῶται ἐκδηλώσεις τῆς Συγκεκομµένης ᾽Αλγέβρας 36] 

Κατόπιν τὸν εὑρίσκομεν ἐπ᾽ ὀλίγον εἰς τὴν Βενετίαν καὶ κατόπιν εἰς 
τὴν Ζατα, ὅπου ἔγραψεν (1481) ἕνα ἄλλο παρόµοιον ἔργον. Κατέλιπεν 
ἐνθύμια τῆς διαβάσεώς του εἰς τὴν Φλωρεντίαν (1457) καὶ ἔπειτα ἐπέστρεψεν 
εἰς Ρετυρία. ᾽Αλλά μετ' ὀλίγον µετέβη εἰς τὴν Ρώμην (1489) ὑπὸ τὴν ἴδιό- 
τητα βοηθοῦ καθηγητοῦ (Τεἴίογε αἶνα δαρίςηζα). Οὗτε ὅμως καὶ ἐδῶ παρέµει- 
νεν ἐπὶ µακρὀν, λόγῳ προστριβῶν μὲ τοὺς ἀνωτέρους του. Ἔπειτα ἀπὸ βρα- 
χεῖαν παραμονὴν εἰς Νεάπολιν, μετέβη καὶ πάλιν εἰς Βενετίαν (1496) καὶ 
μετὰ δύο ἔτη, κατόπιν προσκλήσεως τοῦ Λουδοβίκου Σφόρτσα (τοῦ ἐπιλε- 
Ἰομένου Μαύρου), εἰς τὸ Μιλᾶνον. Ὅταν ὁ ἡγεμῶν οὗτος ἀπώλεσεο τὴν ἔξου- 
σίαν μὲ τὴν ἄφιξιν τῶν Γάλλων, ὁ τα Ἱωασα κατέφυγεν εἰς Φλωρεντίαν μετὰ 
τοῦ Ἰεοπαγάο ὁα Ὑἱπεί, μὲ τὸν ὁποῖον, ὅπως εἴπομεν καὶ ἄλλοτε, συνδ- 
δέετο μὲ ἁδελφικὴν φιλίαν. Κατὰ τὴν περίοδον 1500 - 1506 ἐχρημάτισε 
καθηγητὴς τοῦ Δημοσίου εἰς Πίζαν (ὅπου ἡ καθηγητικἡ ἕδρα ἱδρύθη ἀπο- 
κλειστικῶς δι’ αὐτόν), εἰς Βολωνίαν, εἰς Βενετίαν ἐκ νέου (1508), εἰς Ῥεγυσία 
(1410) καὶ εἰς Ῥώμην (1514). Πιθανῶς ἀπέθανεν εἰς τὴν πόλιν αὐτὴν μετὰ 
τὴν Άθην Αὐγούστου Ι5ἱ4, ἄγνωστον πότε ἀκριβῶς. 


498. Ἡ µεγάλη φήμη τοῦ ἵωςα ῬΡαείοίί στηρίζεται πρὸ πάντων ἐπὶ 
τῆς µνημµειώδους μαθηματικῆς ἐγκυκλοπαιδείας, τῆς ὁποίας ὁ πλήρης 
τίτλος εἶναι: δµπιπια ἀἱ Αγήπιειίσα, Οεοππείτία, Ργορογιίοηί εἰ Ῥγορογίο” 
πα]ίιὰ καὶ κατὰ συγκοκἠν Ἀαπιπια (οὐσιῶδες σύνολον]. Είναι τὸ πρῶτον 
ἔργον τοῦ εἴδους του, ποὺ ἐξεδόθη διά τοῦ τύπου (Τη ἔκδοσις : Ὑεπεσία 494 
2α ἔκδοσις : Τωδςυίαπο ευ! Ταρο άἱ Οατάα 1523), καὶ εἰς τὴν εὐτυχῆ αὐτὴν 
συγκυρίαν ὀφείλει ἐν μέρει τὴν τεραστίαν του διάδοσιν". Εἶναι δὲ ἔμπνευ- 
σµένον ἀπὸ τὴν ἰδέαν (ἐφαρμοσθεῖσαν ἄλλωστε εἷς προγενέστερα ἔργα ἆνα- 
λόγου περιεχοµένου) τῆς προσεγγίσεως ἤ καλύτερα συγχωνεύσεως τῆς 
θεωρίας καὶ τῆς πράξεως καὶ ἀπὸ τὸν θαυμασμὸν διά ατὴν εὑρεῖαν γενικύ- 
τητα τῶν μαθηματικῶν, χάρις εἰς τὴν ὁποίαν δύνανται νά ἐφαρμόζωνται 
ἐπί καντὸς εἴδους πραγμάτων», 

Καὶ ἀκριβῶς διὰ νὰ ἐξασφαλίσηῃ εἰς τὸ ἔργον του τὴν μεγαλυτέραν 
δυνατὴν διάδοσιν μεταξὺ ὅλων τῶν κοινωνικῶν τάξεων ὃ [τα ἔνοα ἀπεφά- 
σισε νὰ ἐγκαταλείψηῃ τὸ λατινικὸν ἔνδυμα χάριν τῆς δημοτικῆς γλώσσης. 
᾽Αλλά δὲν ἐπέτυχε τὸν σκοπὀν του παρὰ µόνον ἐν μέρει, διότι εἰς τὴν πρα- 
γµατικότητα ἐχρησιμοχοίησεν ἀναμὶξ λέξεις λατινικὰς καὶ ἑλληνικάς, 
ἔτι δὲ ἴδιωματικοὺς τρόπους ἐκφράσεως, τοὺς ὁποίους ἔμαθεν εἰς τὰς δια- 
φόρους πόλεις ὅπου διέμεινε. Τὸ προελθὸν ἑτερόκλητον ὕφος τοῦ λόγου 
ἐκλήγωσε τὴν εὐαισθησίαν τοῦ γνωστοτάτου λογίου ἀνδρός Αππίσαί «ωτο, 


. Ὀλέγον προηγουμένως {14911 εἶχον τυπωθὴ δύο βιβλία ἀριθμητικῆς, ἕνα τοῦ Ρείγο 
Βουλή εἰς Βενετίαν (4 438) καὶ ἄλλο τοῦ ΕΙῄρρο (αἱαπάγί, εἰς Φλωρεντίαν, ἀλλὰ συγκρι- 
νύµενα πρὸς τὴν ὅωπιπια ἐνθυμίζουν τὸν μῦθον τοῦ ψύλλου καὶ τοῦ βωδιοῦ. 


ὃ ὁποῖος παρωµοίασε τὴν δαπιτηὰ πρὸς τὰ αχωνενυτήρια τῶν χρυσοχόων, 
ὅπου τὰ µόρια τοῦ χρυσοῦ ἀναδύονται εἰς τὸ φῶς διὰ µέσου τεφρῶν καὶ 
σκωριῶν, ὑπὸ τὰς ὁποίας εἶναι τεθαμμένον τὸ πολύτιμον μέταλλον». Μία 
γνώµη ὄχι πολὺ διάφορος τῆς διατυπωθείσης ὑπὸ τοῦ καλυτέρου βιογράφου 
τοῦ Ραςίοῖί ----ἐννοῦμεν τὸν Βετπατάίπο Βαΐάϊ --ὁ ὁποῖος παρετήρησεν 
ὅτι «ἡ γλῶσσα τοῦ βιβλίου εἶναι βαρβαρίζουσα, ἄρρυθμος, χονδροειδὴς 
καὶ ἀτυχής, προκαλοῦσα ναυτίαν εἰς ἐκείνους ποὺ μελετοῦν τὸ περισχό- 
µενον». Τὸ δὲ γεγονὸς ὅτι ἕνας μαθηματικὸς τῆς ἀξίας τοῦ Εοάετίςο Όσοι» 
πιαπάίπο εἶχε συλλάβει τὴν πρόθεσιν ν᾿ ἀνατυπώσῃ τὴν μια, ἀφοῦ 
προηγουμένως βελτιώση τὴν γλῶσσαν τοῦ κειµένου, ἀποδεικνύει ὅτι αἱ 
κριτικαὶ ἐκεῖναι δὲν ἦσαν ἀπόρροια φανατικῆς προσηλώσεως εἰς τὴν καθα- 


οὐσαν. 

Ὁ [τα Ίωςα δὲν παρουσιάζεται ὡς πρωτότυπος συγγραφεύς. "Ανα 
γνωρίζει ὅτι ἤντλησεν ἐλευθέρως ἀπὸ τὸ Ἰ45ες Αὐδαςὶ, δηλώνων μάλιστα, 
ὅτι ἀντέγραψεν ὁλοκλήρους σελίδας χωρὶς νὰ κάµῃ ἰδιαιτέραν ἔνδειξιν. 
Ἐπὶ κλέον δὲν ἀρνεῖται ὅτι εὑρύτατα ὠφελήθη ἀπὸ τὰ ἔργα τοῦ Εὐκλείδου, 
τοῦ Βοηθίου, τοῦ Οἰστάαπο (Νεαιοτατίο), τοῦ Βἱαρίο ἆα Ῥαγπια (Ρεϊαςαπή), 
τοῦ 34σΓοῦοδσο, τοῦ Ῥγοβόοσίπιο ἁσ' Βεἰάσπικαί, τοῦ Βγαάνατάία, τοῦ Εεμίο- 
ΠΙοπίαΠπο καὶ τοῦ Αἰδοτίο ἀἱ βαφαοπία, ὡς καὶ τῶν ἐξοχωτέρων ἀράβων 
ἀλγεβριστῶν. 

Πρωτοτυπώτατος εἶναι ὅμως ὁ ἰδικός του τρόπος τοῦ γράφειν, διότι 
εἶναι ἀκριβῶς ἀντίθετος τοῦ γενικῶς νοµιζοµένου σήμερον ὡς ὀρθοδόδου. 
Ἐνῷ, πράγματι, παραλείπει σαφεῖς καὶ ἀκριβεῖς ὁρισμοὺς τῶν ἐννοιῶν 
του, αἰφνιδίως παρεµβάλλει εἰς τὰς ἀναπτύξεις θεωρητικοῦ χαρακτῆρος 
ἐξωμαθηματικάς σκέψεις, τὰς ὁποίας ἐμπνέεται ἀπὸ ἁρχαίους συγγραφεῖς, 
ἐπὶ κεφαλῆς τῶν ὁποίων εὑρίσκεται ὁ Πλάτων, αὁ ἀρχιμανδρίτης τῶν φιλο- 
σοφούντων», αὐτοβιογραφικάς σημειώσεις, [στορικὰ δεδοµένα, πληρο- 
φορίας ἐπὶ τῶν ἐν χρήσει νομισματικῶν μονάδων καὶ τῶν ἐμπορικῶν συνη- 
θειῶν, παροιµίας, φράσεις ἄλλων εἰς πεζὸν ἢ ποιητικὸν λόγον, Συνεπῶς 
ἡ δυπιπια θὰ ἠδύνατο νὰ ληφθῇ ὡς ὑπόδειγμα ἀπὸ τοὺς διδασκάλους ὃ- 
κείνους τῶν μαθηματικῶν, οἱ ὁποῖοι ζητοῦν πῶς νἀ καταστήσουν ἕλκν- 
στικὴν κἀὶ εὐχάριστον μίαν ἐπιστήμην, θεωρουµένην δυσπρόσιτον καὶ 


ἐξωμαθηματικαὶ παρεκβάσεις 
τοῦ Ῥασἰοή, δὲν θὰ ἡδύναντο σήµερον νὰ ἐκτεθοῦν ἀπὸ ἕνα σοβαρὸὀν δι- 
δάσκαλον. Εἰς τὴν σχολαστικὴν κενολογίαν ἀνήκουν π.χ. αἱ θεωρίαι, μὲ 
τὰς ὁποίας ὁ Ῥασἱοῖί διανθίζει τὸ βιβλίον του γύρω ἀπὸ τὴν ἔννοιαν τοῦ 
τελείου ἀριθμοῦ, καὶ εἰς τὴν ἐκπνέουσαν κοσµοθεωρίαν τῶν νεοκυθαγορείων 
αἱ παρατηρήσεις βάσει τῶν ὁποίων, ὡς διατείνεται, ὑπάρχει στενὺς σύν- 
δεσμος μεταξὺ τῶν ἰδιοτήτων τοῦ 5 καὶ τῆς ὑποστάσεως τῶν κανονικῶν 
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πολνέδρώων, ὡς καὶ μεταξὺ τῶν χαρισµάτων τοῦ Τ καὶ τῶν μυστηρίων τῆς 
δημιουργίας. Τί πρέπει κατόπιν νὰ εἴπωμεν διὰ τὴν σοβαρὰν ἁμηχανίαν, 
εἰς τὴν ὁποίαν περιέρχεται ὁ συγγραφεὺς ἐν τῇ ἐπιθυμίᾳ του ν᾿ ἄποκατα- 
στήὴσῃ τὴν συμφιλίωσιν μεταξὺ τῆς βιβλικῆς ρήσεως «αὐξάνεσθε καὶ 
πληθύνεσθε» καὶ τοῦ γεγονότος ὅτι ὁ πολλαπλασιασμὸς ἀκεραίου ἐπὶ κλάσμα 
ἀποδίδει ἐξαγόμενον µικρότερον τοῦ πολλαπλασιαστέου | 


199. Ας ἕλθωμεν τώρα εἰς λεπτοµερείας περισσότερον συγκεκρι- 
µένας, Ἡ ραπιπια ἀκοτελεῖται ἀπὸ δύο µέρη, ἐκ τῶν ὁποίων τὸ ἕνα ἀφιε- 
ροῦται εἰς τὴν τέχνην καὶ τὴν ἐπιστήμην τοῦ λογισμοῦ, τὸ ἄλλο εἰς τὴν 
γεωμετρίαν. Καὶ τὸ ἕνα καὶ τὸ ἄλλο ὑποδιαιρεῖ ὁ συγγραφεὺς εἰς διακρίσεις 
(ἀῑπιιπχίοπί], πραγµατείας (πα) καὶ ἄρθρα (αγιὶςο]ί). 

Τὸ Μέρος 1 ἀρχίζει μὲ µίαν θεωρητικὴν ἀνάπτνδιν τῆς ἀριθμητικῆς, 
συµφώνως πρὸς τὰς ἰδέας τοῦ Νικομάχου τοῦ Γερασηνοῦ καὶ τοῦ Θέωνος 
τοῦ Σµυρναίου. Ὁ Ῥασἱο]ἱ φαίνεται νά πιστεύῃ ὅτιοί τέλειοι ἀριθμοί τοῦ Εὖὺ- 
κλείδου εἴναι ὅλοι οἱ δυνατοὶ τέλειοι καὶ παρατηρεῖ ὅτι οὗτοι καταλήγουν 
ἐναλλὰξ εἲς τὰ ψηφία 6 καὶ 8, ὡς προκύπτει ἀπὸ ἕνα καρατιθέµενον ὑπὸ τοῦ 
ἰδίσυ μικρὸν πίνακα τοιούτων ἀριθμῶν. 

᾿Ακολουθεῖ ἡ λύσις μερικῶν προβλημάτων ἀπροσδιορίστου ἀναλύσεως, 
τὰ ὁποῖα, ὅπως δύναται νὰ συμπεράνῃ κανεὶς ἀπὸ τὰς ἐκτιθεμένας ἰδιό- 
τητας τῶν αἰσοδυνάμωνη ἀριθμῶν, πηγἠἡν τῆς ἐμπνεύσεως των ἔχουν τὸ 
Είδες Οµαάγαίογιπι τοῦ Λεονάρδου Πιζᾶνο. Ὡς γέφυρα ἐπικοινωνίας 
μεταξὺ τῆς ἐκτιθεμένης θεωρίας καὶ τῶν πρακτικοῦ χαρακτῆρος ἐφαρμογῶν 
ὑπεισέρχεται ἡ ἔκθεσις τοῦ δεκαδικοῦ ἀριθμητικοῦ συστήµατος (τὸ ὁποῖον 
ὁ [τα ἵυσα ἀποδίδει εἰς τοὺς "Αραβας) ὥς καὶ µία προφανἠς µετάληψις ἐκ 
τοῦ Έργου τοῦ Ἠεόα (5 109], ἀφορῶσα τὴν διάλεκτον τῶν δακτύ- 
λων [σαυεία ἁἱριοτγαπ]". 

᾽Ακολουθοῦν οἱ κανόνες τῶν ὑπολογισμῶν μὲ ἀκεραίους ἀριθμούς. 
Σημειοῦται ὅτι ὁ συγγραφεὺς ἀπομακρυνόμενος τοῦ βαστοῦοδσοο καὶ τοῦ 
Βε]άοπιαπά! καὶ ἀκολουθῶν μᾶλλον τὸ παράδειγµα τὴς Ἁριθμητικῆς 
τοῦ Ττεγνίςσο, ἀπαλείφει ἀπὸ τὸν κατάλογον τῶν ἀριθμητικῶν πρά- 
δεων (8 173) τὴν ἡμιάθροισιν (πιεάίαμο) καὶ τὸν διπλασιασμὸν (ἀαρίαιίο), 
ὀρθώτατα παρατηρῶν ὅτι πρὀκειται περὶ μερικῶν περιπτώσεῶων τῆς διαι- 
εἶναι ὅτι διὰ τὴν ἐκτέλεσιν τοῦ πολλαπλασιασμοῦ διδάσκει τοὐλάχιστον 
δ τρόπους, ἐκ τῶν ὁποίῶν οἱ πλεῖστοι περιέχονται εἰςστὴν ΑἉἈριθμητικὴν 
τοῦ Τγενίςο. Περισσοτέρους τοῦ ἑνὸς τρόκους διδάσκει ἐπίσης καὶ 

άκρο νάνο μρρ αμΜμάηῃρ νι Λῤκωσηρήρος 


ἀριθμοὺς 1.2...93,10,20....90,100,20,....900 1000 2000... ΟΟ Έχει ἀναπαραχΏή εἰς τὴν 
σελίδα 57 τοῦ μνημονευθέντος ἤδη ἔργου Βα γα ἀπ μηίσα τοῦ Ὁ.Ε. Βαν (Βοχίοα, 1908). 


34 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 


διά τὴν διαίρεσιν, Διά τὸν ἔλεγχον τῆς ἀκριβείας τῶν ἀποτελεσμάτων, 
συνιστᾷ τὴν βάσανον διὰ τοῦ 7, παρατηρῶν ὅτι ἡ διὰ τοῦ 9 δὲν εἶναι ἀσφαλής, 
διότι δὲν ἐπηρεάζεται ἐκ τῆς παραλείψεως μηδενικῶν, οὔτε ἐκ τῆς ἀντιμε- 
ταθέσεως Ψηφίων εἰς τούς δοθέντας ἀριθμούς. 

Τά κλάσματα γράφονται μὲ τὸν τρόπον ποὺ εἶναι ἐν χρήσει σήμερον, 
δηλαδὴ μὲ τὸν αἀριθμητὴν» ὑπεράνω τοῦ απαρανομαστοῦ», χωριζοµένους 
μὲ µίαν μικρἀν ὁριζοντίαν γραμμἠήν, ἡ ὁποία ἐκαλεῖτο αρίγα» (τίρα). ᾿Εδετά- 
ζονται περαιτέρω τὰ συνεχΏ ἀνιόντα κλάσματα καὶ δίδονται κανόνες µετα- 
τροκῆς ἑνὸς κοινοῦ κλάσματος εἰς κλάσμα τοιαύτης μορφῆς. 

᾿Ακολουθοῦν οἱ κανόνες ὑπολογισμοῦ τοῦ ἁἀθροίσματος ὄρων ἀριθμη- 
τικῆς καὶ γεώωμετρικῆς προόδου, μὲ τὴν στερεότυπον ἐφαρμογὴν ποὺ συν- 
δέεται μὲ τὰ 64 τετραγωνίδια τοῦ ζατρικίου (σκάκι), μὲ τὸ ὑπολογισμὸν 
τοῦ ἀθροίσματος ὠρισμένου ἀριθμοῦ ὅρων τῆς φυσικῆς σειρᾶς 2. Ἡ τῶν 
τετραγώνων ἣ τῶν κύβων αὐτῶν. ᾿Αρυόμενος τὰς ἐμπνούσεις του ἀπὸ τὸν 
Εἰδοπαοςί, ὁ Ῥασίο]ί διδάσκει διαφόρους ἐφαρμογάς τῆς μεθόδου τῆς αὖθαι- 
ῥέτου ἀφετηρίας (Κερυ]α Γαἰςί], ὑπὸ τὸν ἀνατολικὸν ὅρον αεί «ίΥγπΙ”, ποὺ 
ἔχομεν ἤδη συναντήσει εἰς τὸ ἑ σετ Αὐδθαςι (8 161). 

Μέγας ἀριθμὸς σελίδων τῆς Ῥωπππια ἀφιεροῦται εἲς ἐφαρμογάς τῆς 
ἀριθμητικῆς εἰς διαφόρους τύκους συμφωνιῶν, ὑπὸ τὴν προῦὔπόθεσιν ὅτι 
χρησιμοκοιοῦνται τὰ παντὸς εἴδους νομίσματα ποὺ εἶχον ἰσχὺν εἰς τὰ διά- 
φορα κρατίδια, εἰς τά ὁποῖα ἦτο τότε διῃρηµένη ἡ ἼἸταλία, Πολλαἰ ἀναπτύ- 
ξεις ἀφιερώνονται εἰς τὴν διπλογραφίαν (ραγΏϊα ἀορρία), σύστημα εὑρύ- 
τατα ἐφαρμοζόμενον εἰς τὴν Ἰκαλίαν ἀπὸ τῶν ἀρχῶν τοῦ ΧΥ αἰῶνος καὶ 
εἰδικώτερον εἰς τὰ μεγάλα ἐμπορικά κέντρα τῆς Γένοβας καὶ τῆς Βενετίας. 
Αί σελίδες μάλιστα αὗταὶ τῆς µπιπια συνετέλεσαν ὥστε ν᾿ ἀναγνωρισθῇ 
γενικῶς ὁ Ραςϊοίί ὡς µία αὐθεντία εἰς τὸν τοµέα τῆς λογιστικῆς. Πρᾶγμα 
ἐπιβεβαιούμενον ἄλλωστε καὶ ἀπὸ τούς κανόνας, τοὺς ὁποίους διδάσκει πρὸς 
κατασκευἠν πινάκων διὰ τὸν ταχὺν ὑπολογισμὸν τῶν τόκων, πρὸς µεγίστην 
ἐξυπηρέτησιν τῶν σχετικῶν ἀναγκῶν, λίαν αἰσθητῶν ἀπὸ τῆς ἐποχῆς ἐκείνης. 

Μεταξὺ ἄλλων, πραγματεύεται καὶ τὸ ἀκόλουθον πρόβλημα : ανά µοι;» 
ρασθῇ ἀκριβοδικαίως μεταξύ δύο παικτῶν ἡ απόστα», εἰς τὴν περίατῶσιν, 
καθ’ ἣν τὸ παιγνίδι (ραγτί8) διακοκῇ». Αν καὶ τὸ ἀποτέλεσμα εἰς τὸ ὁκοῖον 
καταλήγει δὲν φαίνεται σήμερον καραδεκτόὀν, ἐν τούτοις τὸ πρόβλημα τοῦτο 
παρουσιάζει τὸν Ραςίο]ϊ ὡς ἕνα ἐκ τῶν πρώτων, ποὺ ἠσχολήθησαν μὲ τὴν 
βεωρίαν τῶν πιθανοτήτων. 

᾿Αξιόλογον ἐπίσης εἶναι ἕνα ἄλλο χωρίον τῆς δωπιπια, εἰς τὸ ὁποῖον 
ὁ συγγραφεὺς θέτει τὸ ζήτημα : αμετά πόσα ἔτη θὰ διπλασιασθῇ κεφάλαιον 
ἀνατοκιζόμενον πρὸς των. Τὸ ζήτημα τοῦτο ἀνάγεται ὡς γνωστὸν εἰς τὴν 
λύσιν τῆς ἐκθετικῆς ἐξισώσεως; 
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ς Ἰ. 
ἵ -- ----- κα 2 
ντ) 
Ἐκ τῆς ὁποίας λαμβάνοµεν : 
Γ 
-/η2: π( 1 -Ἔ ----- 
χα /ῃ { το) 
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Γ 
Λαμβανομένου ὑπ ὄψιν ὅτι ὁ συγγραφεὺς τῆς δωπυπια εὑρίσκει, ἀντί τοῦ 
ἐξαγομένου τούτου, τὴν προσέγγισιν: 
1} 


Ἑ αι ---- 


Γ 


ἀγόμεθα εἰς τὸ συμπέρασμα ὅτι οὗτος εὗρε τρόπον νά ἐκτιμήση τὸν νεπέρειον 
λογάριθµον τοῦ 2 εἰς τὴν προσεγγιστικἠν τιμήν (Π2 -- 0,72, ἡ ὁποία δύναται 
νὰ γίνη δεκτὴ ὡς μὴ ἀπέχουσα πολὺ τῆς ἀληθοῦς : 

Ιπ2 «069314... 

200. ᾿Η πραγματεία (ιγαιιπιο] ν τῆς διακρίσεως (ἀἱπεπσίοπε) ΥΠ τοῦ 
τμήματος (εετίοπε) ἀρχίζει μὲ τὰς ἀκολούθους ἐνθουσιαστικὰς φράσεις : 
᾿Εφθάσαμεν μὲ τὴν βοήθειαν τοῦ Θεοῦ ἐκεῖ ποὺ πολὺ ἐπεθυμοῦμεν νὰ φθά- 
σώμεν, δηλαδἡὴ εἰς τὴν αμάννα» ὅλων τῶν περιπτώσεων, ποὺ κοινῶς καλεῖται 
ακανώὼν τοῦ ἁἀγνώστου» (τεροῖα ἀε]]ὰ «οτα) ἢ ατέχνη µεγάλη» δηλαδἡὴ πρακτι- 
κοθεώρητικἡ, καὶ μὲ ἀραβικοὺς ὄρους αἄλγεβρα» καὶ «ἀλμουκαβάλα», ποὺ 
εἰς τὴν γλῶσσαν µας ἰσοδυναμοῦν ἀντιστοίχῶς μὲ τὴν µεταφοράν ὄρων ἀπὸ 
ἑνὸς μέλους ἰσότητος εἰς τὸ ἄλλο (γεναυγαΙοπίς) καὶ μὲ τὴν ἀναγωγὴν 
τῶν ὁμοίων ὅρων (ορροφοπίς]. 

Αἱ φράσεις αὐταί λέγουν μὲ ἁρκετὴν σαφήνειαν ποῖον εἶναι τὸ πεδίον͵ 
εἰς τὸ ὁποῖον ὁ συγγραφεὺς θέλει νὰ ὁδηγήσῃ τοὺς ἀναγνώστας του. Χωρίς 
νἁ τὸν ἀκολουθήσωμεν βῆμα πρὸς βῆμα ϐ) ἀναφέρωμεν τὰ σημµαντικώτερα 
ἐκ τῶν ζητημάτων τὰ ὁποῖα πραγματεύεται. 

Τὸν ἄγνωστον ὀνομάζει κατ ἀρχὴν «πρᾶγμα» (ἰταλικά; οὐκα). Αν ὅμως 
ὑπάρχῃ καὶ δεύτερος ἄγνωστος, τότε τὸν ὀνομάζει αµέγεθος». Αί δυνάμεις 
τοῦ ἀγνώστου δηλοῦνται μὲ εἰδικά ὀνόματα καὶ σύμβολα, τῶν ὁποίων ἰδοὺ 
τὰ κρῶπτα : 


καὶ κατά προσέγγισιν: 


σομα - ϱὁ 
οεησο - ος 
ςυσο -- συ 

σεη5ο «επ5ο -- ος ϱὲ 
ρτίπιο γεἰαίο -- ρ). 
φεοοπάο γεἰαίο -- 25 ιῦ, 


κ η Ἱστορία ον Μαθηματικῶν 
Μὲ τὰ γράµµατα ῥ καὶ πι παριστᾷ τὰ σηµασίας σὺν (πλέον -- ριὴ) καὶ 
πλὴν (ἕλαττον -- Ππεπο), ἐνῷ μὲ τὰ σύμβολα Ε: καὶ Ετὸ γράμμα Ε ἑτέ- 
µνετο μὲ λοξὴν γραμμὴν) παριστᾷ τὰς τετραγωνικὰς καὶ κυβικὰς ρίζας. Τῶν 
ἀρνητικῶν ἀριθμῶν προηγεῖται τὸ γράμμα πι’ ἃς σημειωθῇ ὅτι ὁ συγγραφεὺς 
σχετικῶς μὲ τοὺς ἀρνητικοὺς ἀριθμοὺς γράφει τοῦτο ἀκαταφανὲς ὅτι πηά 
εἶναι ἀριθμὸς μικρότερος τοῦ μηδενός», Οἱ κανόνες τοῦ λογισμοῦ μὲ προ- 
σηµασμµένους ἀριθμοὺς ἀποδεικνύονται διὰ γεωμετρικῆς ὁδοῦ, ἐκφωνοῦνται 
δὲ κερίπου ὅπως καὶ σήμερον. ᾿Αριθμοίὶ «καπ» καὶ «τοπί», δηλαδἠὴ «ἀκέ- 
ῥαιοι» καὶ ἀκλάσµατα» παρεμβαίνουν εἰς ὅλας τὰς πράξεις τῆς ἀριθμητικῆς 
μὲ τὴν μεγαλυτέραν εὐκολίαν. Εἰς τὸν χαρισμὸν ὅμως τῶν ἀσυμμέτρων ἀρι- 
θμῶν ὅ [τα Τ Όσα παραμένει πολὺ κατώτερος τοῦ Ν. Όπεκπις (ϐ 177), διότι 
περιορίζεται µόνον εἰς ἐκείνους, ποὺ ἐξετάζει ὁ Εὐκλείδης εἰς τὸ Βιβλίον Χ 
τῶν Στοιχείων, τοῦ ὁποίου τὴν ὕλην ἐκθέτει ὑπὸ νέαν µορφήν, χῶρὶς 
ὅμως νἁ τὴν ἐφαρμόζει πάντοτε μὲ τὴν δέουσαν προσοχἠν. 
Αἱ ὑπ αὐτοῦ ἐξεταζόμεναι δευτεροβάθµιοι ἐξισώσεις ἀνήκουν εἰς ἕνα 
τῶν κατωτέρω τριῶν τύπων : 
χ. αχ -«Ὁ, 
χι αχ - ο, 
κ. κ, 
(α, ὃ πάντοτε θετικοί ἀκέραιοι). Οἱ κανόνες λύσεως τούτων δίδονται ὑπὸ τοῦ 
συγγραφέως εἰς τρία τετράστιχα λατινικἀ, τὰ ὁποῖα, κηδόµενοι τῶν ἀναγνω- 
στῶν, δὲν ϐ' ἀναφέρωμεν, ἀφοῦ ἀσφαλῶς δὲν πρόκειται νὰ περιληφθοῦν 
ποτὲ εἷς συλλογὴν ὑποδειγμάτων ἐξαιρετικοῦ ὕφους. 
Ὁ ΕΡασίοἰἰ ἀπαριθμεῖ κατόπιν ἄλλας μορφάς ἐξισώσεων ἀνωτέρου 


βαθμοῦ, τοὐτέστι : 
αχίως (9) 
αχζ-- κ (2) 
αχε- οκἩ (35) 
αχε- οτλ- Ὁκ (4) 
αχέ -- κ --οχ! (5) 
αχ ἡ-ο--οᾱἳ (Θ 
αχί σχλας (7) 
αχέ αλ ς, (8) 


Πλησίον τῶν ἐξισώσεων τῶν τύπων (4) καὶ (5) ἀναγράφεται ἡ λέξις «ἀδύ- 
νατος». "Αλλά τὶ ἐννοεῖ ὁ Ῥασίοίί μὲτὴν λέξιν αὐτήν; Ὅτι ἡ ἐξίσωσις εἶναι 
ἀδύνατος πάντοτε ἢ ὑκὸ συνθήκας καὶ ποίας; Ἡ ἀπάντησις φαίνεται νὰ 
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προκύπτῃ ἐκ τοῦ γεγονότος ὅτι ὁ ἴδιος ἔλυσε περαιτέρώ µίαν ἐξίσωσιν τε- 
τάρτου βαθμοῦ καὶ συγκεκριµµένως τήν: 


χ(κ- ] | κίκ 1) Τ. 
ην. | : ] 20400, (α) 
ὄχι μὲ τὸν τρόπον ποὺ θὰ ἐφήρμοζεν ἕνας σύγχρονος μαθηματικός, θέτων 


δηλαδἠ τὸ γινόµενον (κ --- 1), ὡς βοηθητικὀν ἄγνωατον, ἀλλὰ ἐκτελῶν ὅλας 
τὰς πράξεις καὶ τὰς ἀναγωγὰς ὁμοίων ὅρων διά νὰ καταλήξῃ εἰς τὴν ἑξί- 


σωσιν: 
κε η- 213 -- 1χ5 -- 2κ--«δ81600 (β) 
καὶ τελικῶς εἰς τὴν ἰσοδύναμον : 
(κε κ-- 1 -«Εἱ601. ( 
Μετά τὴν ἐξαγωγὴν τῆς τετραγωνικῆς ρίζης ἀναγόμεθα εἰς δευτεροβά- 
θµιον ἐξίσῶσιν. 


᾽Αλλά τὸ πρόβλημα τοῦτο δίδει ἀφορμὴν εἰς µίαν ἄλλην παρατήρησιν. 
Ἡ ἐξίσώσις (α) ἀποτελεῖ τὴν ἀναλυτικὴν ἔκφρασιν τοῦ ἀκολούθου προβλή- 
µατος : απόσους ὄρους τῆς φυσικῆς σειρᾶς ],2,., ., κ πρέπει νὰ λάβωμεν, ἵνα 
τὸ ἄθροισμά των καὶ τὸ ἄθροισμα τῶν κύβων των ὁμοῦ λαμβανόμενα δίδουν 
ἄθροισμα τὸν ἀριθμὸν 20400». Ὡς ἐκ τῆς φύσεως τοῦ προβλήματος ὁ 
ἀριθμὸς κ πρέπει νά εἶναι ἀκέραιος. Ὁ Ῥαοϊοἰί ὅμως δὲν δίδει προσοχἠν 
εἰς τὴν οὐσιώδη αὐτὴν συνθήκην’ ἐφαρμόζει λοιπὸν τοὺς γνωστοὺς τύπους : 


ο... (δ) 


15-25... πλ - μου. (6) 


λησμονῶν ὅτι οὗτοι ὑφίστανται µόνον ὅταν τὸ κ εἶναι ἀκέραιος, φθά- 
νων δὲ εἰς τὸ τέρμα δὲν συνάγει͵ ὡς ὤφειλε, ὅτι τὸ προταθὲν πρόβλημα εἶναι 
ἀδύνατον νὰ λυθῇ, ἐφ' ὅσον ἡ ἐπιλύουσα (γ) δὲν ἔχει καµµίαν ρίζαν ἀκεραίαν. 
Εὐρισκόμεθα λοιπὸν ἐνώπιον μιᾶς τοφλῆς ἐφαρμογῆς τύπων, δηλαδὴ ἑνώ- 
πιον ἑνὸς φαινομένου, ὅμοιον τοῦ ὁποίου θὰ συναντήσωμµεν πάλιν, ὑπὸ ὄξυ- 
τέραν µορφήν, κατὰ τὴν μετά τὸν 1 εἰναίχ περίοδον, κατά τὴν διάρκειαν τῆς 
ὁποίας οἱ µαθηµατικοί, ἡγουμένου τοῦ Ἐαίστ, ἐβάδιζον ἀδιστάκτως πρὸς τὰ 
ος τυφλὴν ἐμπιστοσύνην εἰς τὴν ἀπεριόριστον γενικότητα τῶν 
τύπων τῆς ἀναλύσεως, 

Προτοῦ ἐγκαταλείψωμεν τὸ ἀριθμητικο -αλγεβρικὸν µέρος τῆς 8απι- 

τα, θὰ σημειώσώμεν τὴν ἀκόλουθον ἐκθετικὴν ἐξίσωσιν;: 
χ.17: - 30, (ς 


λυομένην δοκιμαστικῶς. Θά καρατηρήσωμεν δὲ ἀκόμη, ὅτι ὁ Ρασίοῖί κατη- 
γορήθη διὰ λογοκλοπίαν, ἐκειδὴ εἰς τὴν «πραγµατείαν» ΧΗ τῆς αδιακρί- 
σεωςσν ΤΧ (ἡ ὁποία ἀφορῇῷ ἐμπορεύματα καὶ συνηθείας διαφόρων τόπων) 
καρενέβαλεν ἕνα Τιμολόγιον τιμῶν ἰσχυουσῶν εἰς διάφορα κρατίδια τῆς Ἴτα- 
λίας, τὸ ὁποῖον τάχα παρέλαβεν ἀκὸ δηµοσίευµα φέρον τὸ ὄνομα κάποιου 
Οἰοιμίο Ολίατίπι (ὁ τίτλος ἀναφέρυται εἰς τὴν σελίδα ΙΙ τῆς Ε.Τ Αγιο 
ιἶσα τοῦ Ὀ.Ε. δπιί(μ, Βορίοῦ 1908]. Τοιαύτη κατηγορία ὅμως δὲν εἶναι δυνα- 
τὸν παρὰ νὰ προέρχεται ἐκ καρεξηγήσεως; τὸ Τιμολόγιον εἶναι κατ’ οὐσίαν 
ἔργον ἀνώνυμον, ὀφειλόμενον εἷς συνεργασίαν διαφόρων προσώπων μὴ 
ἑχόντων συνείδησιν ὅτι καταβάλλουν πρωτότυπον καὶ προσωπικὴν συμβο- 
λἠν ἐκ τῆς ἐξακριβώσεως τῶν τιμῶν τῆς ἀγορᾶς. 

Εκρόκειτο κατὰ συνέπειαν περὶ κτήµατος μὴ ἔχοντος ἰδιοκτήτην, καὶ 
διὰ τοῦτο ἕκαστος εἶχε δικαίωµα νά τὸ ἐκμεταλλευθῇ πρὸς ὄφελός του, 
ὅπως ἀκριβῶς ἔκαμε καὶ ὁ Ρας]οἳ|. 


201. ᾿Αναλογιζόμενοι τὴν μακρᾶν ὁδόν, τὴν ὑποίαν ἔχομεν ἀκόμη πρὀ 
ἡμῶν, ἀναγκαζόμεθα νά ἐγκαταλείψωμεν τὸ ἀριθμητικὸν µέρος τῆς δήΠΕ, 
διὰ νὰ στραφῶμεν πρὸς τὸ γεωμετρικόν. Κατὰ τὴν συγγραφἠν τοῦ µέρους 
τούτου, ὁ Ῥαςίο]ί διέθετεν ὑποδείγματα ἐξαίρετα εἰς τὰ Στοιχεῖα τοῦ 
Εὐκλείδου καὶ τὴν Ριαοίςὰ Οεοποείτίας τοῦ Εἰθοπαοςί, τῶν ὁποίων καὶ ἐπωφε- 
λήθη τόσον, ὥστε αἱ γεωμετρικαὶ σελίδες τῆς µια νὰ παρουσιάζουν 
ἀκόμη ὀλιγωτέραν πρωτοτυπίαν τῆς τῶν ἀριθμητικῶν. 

"Η ὕλη κατανέμεται εἰς ὀκτώ τµήµατα «εἰς ἔνδειξιν σεβασμοῦ πρὸς τὰς 
ὀκτὼ µακαριότητας». Ἰδοῦ ἕνας σύντομος πίναξ τῶν περιεχομένων κατὰ 
τμήματα, 

Ι. Περὶ τριγώνων καὶ τετραπλεύρων, συµφώνως πρὸς τὰ βιβλία 1, Ἡ, 
ΨΙ τοῦ Εὐκλείδου, μὲ τὴν προσθήκην τοῦ ὑπολογισμοῦ τοῦ ἐμβαδοῦ τριγώ- 
νου ἐκ τῶν πλευρῶν κατὰ Εἴδοπδοςί καὶ τοὺς υἱοὺς τοῦ Μιἱαπιπνεά Ίοα Μυσα, 

Ἡ. Διάφοροι περιπτώσεις τοῦ ἑξῆς κροβλήματος : αλίδονται τὰ µήκη 
δύο πλευρῶν τριγώνου, ἐφ᾽ ὧν φέρονται δεδοµένα ἀνά ἕνα σημεῖον. Ποῖον 
τὸ µῆκος τῆς συνδεούσης ταῦτα εὐθείας;», 

ΠΙ. 'Ὑπολογισμὸς ἐμβαδῶν τετραπλεύρων καὶ ἄλλων πολυγώνῶν. 
"Αλγεβρικὴ λύσις σχετικῶν προβλημάτων, μὲ συχνἠν χρῆσιν δευτεροβαθµί- 
ων ἐξισώσεων. 

[Ψ. Θεωρία τοῦ κύκλου κατά τὸ 1 Βιβλίον τοῦ Εὐκλείδου. Ὑπολογισμὸς 
τοῦ π μὲ τὴν θεώρησιν ἐγγεγραμμένων καὶ περιγεγραμµένων πολυγώνων 
κατὰ τὴν µέθοδον τοῦ ᾿Αρχιμήδους. Κατασκευἠ πίνακος χορδῶν κατὰ τὴν 
Πτολεμαϊκὴν παράδοσιν τῆς ΑἉΑλμαγέστας. 

Υ. Προβλήματα ἐπὶ τῆς διαιρέσεως τῶν ἐπιπέδων σχημάτων, κατὰ τὴν 


το ιπυπωτος ον νλλνας της ομώμμ᾿κἾ᾿ῆνς 3 
παράδοσιν τῶν Εϊδοπαςςίὶ καὶ τοῦ Μιμαπιπιοά εἰ Βαρήαάί (5 132), εἰς τὸν 
ὁποῖον ὀφείλεται, ὅπως γνωρίζοµεν, µία ἀνακατασκευὴ τοῦ ἀπολεσθέντος 
ἔργου τοῦ Εὐκλείδου ἐπὶ τοῦ ἰδίου θέματος (4 318). Προστίθενται ἀνάλογα 
προβλήµατα ἐπὶ τοῦ κύκλου ΥΠ. ᾿'Ὑπολογισμὸς ὄγκων στερεῶν κατά τὸν 
Εὐκλείδη, 


ΥΠ. Περιγραφὴ καὶ χρῆσις διαφόρων ὀργάνων χρησίµων διὰ τὴν μέ- 
τρησιν τῶν διαστάσεων τῶν στερεῶν. 

ΥΠΙ. 'Ὑπκὸ τὸν τίτλον «Εἰδικὴ πραγματεία ἐπί τῶν κανονικῶν καὶ συνή- 
θων στερεῶν σωμάτων» λύονται μὲ κάποιαν πρὠτοτυπίαν 100 προβλήματα, 
μεταξὺ τῶν ὁκοίῶν ἐξαίρομεν ὥς παραδείγματα τὰ κάτωθι ; 

α) Ἐκ δύο πλευρῶν τριγώνου καὶ τοῦ ἐμβαδοῦ του εὑρεῖν τὴν τρίτην 
πλουράν. 

ϐ) Ἐκ τοῦ ἐμβαδοῦ καὶ τῆς διαφορᾶς δύο πλευρῶν ὀρθογωνίου νἀ 
εὑρεθοῦν αἱ πλευραί του. 

ς) Νά ὑπολογισθοῦν αἱ ἀκτῖνες τοῦ ἐγγεγραμμένου καὶ περιγεγραμμένου 
εἰς τρίγώνον κύκλου. 

4) Εἰς τρίγωνον ἰσοσκελὲς νὰ ἐγγραφοῦν δύο κύκλοι µεταξύ τῶν ἴσοι 
ἐφαπτόμενοι μεταξύ τῶν καὶ τῶν ὁποίων ἕκαστος νά ἐφάπτεται τῆς βάσεως 
καὶ μιᾶς κλευρᾶς, 

ε) Δοθέντος κύκλου νὰ γραφοῦν πέριξ αὐτοῦ 3 ἢ 4 ἢ 5 περιφέρααι, 
ἴσαι, ἐφακτόμεναι τούτου καὶ τῶν ἑκατέρώθεν ἑκάστης περιφερειῶν. 

Γ) Δοθένταος τοῦ ἐμβαδοῦ τριγώνου καὶ τῆς σχέσεως τῶν πλευρῶν 
δηλουμένης διά τῶν τύπων κα, κΕ ἰ, χ--2, νὰ ὑπολογιθοῦν αἱ πλευραί. 

α) Ἔκ τῶν κορυφῶν τριγώνου ὑψοῦνται κάθετοι ἐκὶ τὸ ἐπίπεδον αὐτοῦ» 
γνωστοῦ μήκους ἑκάστη. Νὰ εὑρεθῇ ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου τοῦτριγώνου σημεῖον, 
ἰσάκις ἀπέχον ἀπὸ τῶν περάτων τῶν τριῶν καθέτων. 

Β) Δοθέντος τριγώνου νὰ ἐγγραφῇ ἡμικύκλιον μὲ τὴν βάσιν αὐτοῦ 
ἐπὶ μιᾶς πλευρᾶς καὶ ἐφακτόμενον τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν τοῦ τριγώνου. 

κ) Εἰς ἡμισφαίριον νὰ ἐγγραφῇ ὁ μέγιστος κύβος. Ἔδῶ βλέπομεν ὅτι ὁ 
συγγραφεὺς περιπίπτει εἰς ἀντιλογίαν : διότι ὁ ἐγγραφόμενος εἰς ἡμισφαί- 
ριον διαμέτρου Ὦ κύβος εἶναι μοναδικὸς καὶ ἔχει πλευρὰν Ὦ/15, αὐτὴν ἀκρι- 

Εἰς τὸ σημεῖον αὐτὸ κλείοµεν τὴν ἀνάλυσιν τοῦ περιεχοµένου τῆς 
8υππς, ἐξαναγκαζόμενοι ἀπὸ τὴν ἕλλειψιν χώρου καὶ ὄχι ἀπὸ τὴν ἔλλειψιν 
ὕλης, διότι, ἂν ἐκφρασθῶ μὲ τοὺς λόγους τοῦ ἁρμοδιωτάτου ΛΑ. ἆε Μοτεαη, 
αθἀ ἐχρειάζετο ἕνας ὁλόκληρος τόμος διὰ νὰ κάµῃ κανεὶς µίαν προσήκου- 
σαν ἀνάλυσιν τοῦ ἔργου»5”, Παρατηροῦμεν πάντως, ὅτι καρ᾽ ὅλας τὰς ἀναμ- 


54. 4ς Μοτεα.: Απιωσίζαἱ Ῥουκα ἔτοι (ὠο Ἰωνεπίση οἵ Ῥεϊπίας ἰο να 
Ῥγεπεπί Τε, Λονδίνον 141. 
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κατεσκεύασε καὶ ἐξέθεσεν τὸ 1489 εἰς τὸ µέγαρον τοῦ καρδιναλίου ΟΠπίπο 
Δεΐία Βονετε εἰς τὴν Ρώμην, ἑνῷ ἐξ ἄλλου εἰς τὴν Ὠλινίπα ΡτορογΏίσπε δίδει 
νύξιν διὰ τρεῖς συλλογάς, ἑκάστη τῶν ὁποίων περιελάµβανεν ἑξήκοντα 
ὑποδείγματα, ὑφισταμένας εἰς Φλωρεντίαν,͵ Μιλᾶνον καὶ Βενετίαν. Ἁγνω- 
στος μᾶς εἶναι ἡ τύχη τῶν σνλλογῶν αὐτῶν. 

Τὸ ΙΙ Μέρος τοῦ αὑτοῦ ἔργου ἀποτελείῖ µίαν ἀρχιτεκτονικὴν µονογρα- 
φίαν ἐμπνευσθεῖσαν ἀπὸ τὸ ἔργον τοῦ Βιτρουβίου καὶ ἐπὶ τῆς ὁποίας δὲν 
συντρέχει λόγος νὰ διατρίψωμεν. 

Μακροτέρου λόγου ἄξιον θὰ ἧτο τὸ Μέρος ΠΗ1, τὸ ὁποῖον πραγματεύεται 
θέμα καθαρῶς γεωμετρικὸν καὶ δὴ τὴν θεωρίαν τῶν πολυέδρων, ἄν ἡ 
ὅλη ἔκθεσις δὲν ἧτο παρὰ µία μὴ ὠμολογημένη καὶ μὴ βελτιωμένη μετά- 
Φρασις ἑνὸς ἔργου τοῦ Ῥιεςγ Δείία Είαηοεσςα, περὶ τοῦ ὁποίου ἔχομεν ἤδη 
ὁμιλήσει (6 157). 

203. Ἕνα ἔργον τοῦ Ραςίοῖϊ ὑπὸ τὸν τίτλον Ριοσρειίνα (Προυπτικὴ) 
παρέµενεν, ἐξ ὅσων τοὐλάχιστον γνωρίζομεν, εἰς τὸ στάδιον τοῦ σχεδίου. 
Μὲ τὴν ἐλευθεριότητα ποὺ ἑχαρακτήριζξ τὸν Ραςίοίἰ, δὲν ἀποκλείεται τὸ 
ἔργον ἐκεῖνο νὰ μὴ ἦτο παρὰ µία ἁπλῆ µετάφρασις τοῦ πολὺ γνωστοῦ 
ἔργου τοῦ Ρίεγ ἀείία Έγαποξθςα (ᾷ 181. 

Ἕνα κείµενον ἐπί τοῦ γνώστοῦ παιγνιδίου, ποὺ λέγεται ζατρίκιον (σκἀ- 
κι), ἀπετέλει µέρος ἑνὸς ἐκτενεστέρου ἔργου, φέροντος τίτλον Ὡς Ἰαάϊς ἢ 
οοἰήίαποία, καὶ ἀφιερωμένου εἰς τὸν Εεαποιςο ΟοΠΖΔΡΑ καὶ τὴν [δαῦείία «᾿ 
Εεις. Τοῦ ἔργου ὅμως τούτου ἐχάθησαν τὰ ἴχνη. 

«Υκὸ καλυτόρας συνθήκας εὑρισκόμεθα ὅσον ἀφορᾷ ἕνα ἄλλο ἔργον 
ὑυκὸ τὸν τίτλον Ός νἰτίθως αμαπεταὕς (Περὶ δυνάµεων τῆς ποσύτητος) τοῦ 
ὁποίου σώζεται ἕνα χειρόγραφον, σχεδὸν ἄρτιον, εἲς τὴν Βιβῤλιοθήκην τοῦ 
Πανεπιστηµίου τῆς Βολωνίας. Πρόκειται περὶ μιᾶς συλλογῆς περιέργων 
προβλημάτων τοῦ τύπου τῶν Ργοροσἱίοπες ά ασωεπάος Ίμνεπες τοῦ Ἁλ- 
κουΐνου (6 110). Εἶναι πιθανὸν τὴν συλλογὴν αὐτὴν νὰἁ ἐγνώριζε καὶ νά ὁἐ- 
χρησιµοποίησεν ὁ Βαεΐνοί 4ὲ Μέπίτίας, ὁ ὁποῖος, θὰ ἴδωμεν, ὑπῆρξεν ὁ 
πρῶτος ἐκδότης ἐντύπου συλλογῆς περιέργων προβλημάτων. Διά νὰ δικαιο- 
λογήση τρόπον τινά ὁ Ραςίοῇ τὸν ἑαυτόν του, διὰ τὴν προσπάθειαν ποὺ 
κατέβαλε νά συγγράψη τὸ ἔργον αὑτό, λέγει ὅτι ζητήµατα τοῦ εἴδους τούτου 
προτείνονται συχνά εἰς τοὺς µαθητάς τῶν δημοσίων σχολείων. 

Τὸ ἔργον του Ός γἱτίδας ἀποτελεῖται ἀπὸ τρία µέρη, τῶν ὁποίων οἱ 
τίτλοι εἶναι οἱ ἀκόλουθοι : 

Ι. Περὶ τῶν δυνάμεων εἷς τὴν ἀριθμητικήν. 

Π. Περὶ ἀξίας καὶ δυνάµεως εἰς τὴν μηχανικὴν καὶ τὴν γεωμετρίαν. 

Πι. ᾿Ηθικά τεκμήρια χρησιµώτατα. 

Τὸ Μέρος Ἰ περιέχει 8 προβλήµατα, τὰ ὁποῖα κατά μέγα µέρος ἔχουν 
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φισβητήτους ἀρετάς, τὰς ὁποίας ἔχει τὸ ἔργον αὐτό, παρἑχσι συγχρόνως καὶ 
τὴν ἀπόδειξιν ὅτι κατὰ τοὺς τρεῖς αἰῶνας ποὺ διέρρευσαν μεταξὺ Εἰροπασοί 
καὶ Ριοἱοί!, ἡ ἐπιστήμη µας οὐδεμίαν πραγματικὴν πρόοδον ἐσημείῶσεν ". 

Τὸ κρᾶγμα εἶναι φανερὸν ὅσον ἀφορᾷ τὴν γεώμετρίαν, ἡ ὁποία --- τὸ 
τὸ καρετηρήσαµεν ἤδη --- ὄχι µόνον δὲν ὑπερέβη τὸ ἐπίπεδον, εἰς τὸ ὁποῖον 
εἶχε φθάσει κατὰ τὴν χρυσῆν περίοδον τῆς ἑλληνικῆς ἐπιστήμης, ἀλλ 
οὔτε ἐπλησίασε τὸν βαθμὸν τῆς τελειότητος τῶν ἔργων τοῦ ᾿Αρχιμήδοὺς 
καὶ τοῦ ᾿Απολλωνίου (πρᾶγμα ἀντιθέτως, ποὺ ἐπέτυχον οἱ ΄Αραβες). ᾽Αλλ’ 
οὔτε ἡ ἄλγεβρα ὑπέστη οὐσιαστικάς τελειοποιήσεις, εἴτε εἷς τὴν οὐσίαν 
εἴτε εἰς τὴν µορφήν. 

Ὡς πρὸς τὴν οὐσίαν, αἵ ἐξισώσεις τοῦ δευτέρου βαθμοῦ ἀπετέλουν 
πάντοτε τὰς Ἡρακλείους στήλας, πέραν τῶν ὁποίων οὐδεὶς ἦτο διατεθει- 
μένος νἁ ριψοκινδυνεύσῃ. Ὡς πρὸς δὲ τὴν μορφὴν αἱ σποραδικαί τάσεις 
πρὸς τὴν συμβολικὴν ἄλγεβραν, τὰς ὁποίας δυεγνώσαμεν εἰς τοὺς («ιυαυεί 
καὶ Ὑιάωκπα, ἀκόμη δὲ καθαρώτερα εἰς τὸν Ῥαείο]ί, ἠχοῦν ὡς μεμονωμέναι 
προσπάθειαι, ὣς φωναίὶ βοώντων ἐν τῇ ἐρήμφ. 

Θὰ ἴδωμεν μετ’ ὀλίγον πῶς ἡ ἄλγεβρα, ἂν καὶ ἔφθασε μετὰ πολλοῦ 
κόπου εἰς τὴν συγκεκομµένην µορφήν της, ἀπέδειξε, διαρκοῦντος τοῦ 
ΧΥΙ αἰῶνος, ἀκόμη µίαν φορὰν διὰ συμβολῆς τοῦ ἰταλικοῦ πνεύματος, ὅτι 
ἦτο εἰς θέσιν νὰ προσεγγίσῃ εἰς τὴν λύσιν τῶν ἀλγεβρικῶν ἐξισώσεων, 
τὴν ἑσχάτην Θούλην 53, χωρὶς νὰ ζητήσῃ ἄλλα µέσα ἄγνώστα εἷς αὐτήν. 

᾽Αλλὰ προτοῦ εἰσέλθωμεν εἰς ἐξέτασιν τῆς ἑνδόξου αὐτῆς ἐποχῆς, ἔχο- 
μεν ὑποχρέωσιν νὰ συμπληρώσωμεν τὸ πλαίσιον τοῦ ἐπιστημονικοῦ ἔργου 
τοῦ Ῥαοίοῖί ἐξετάζοντες καὶ τὰ ἄλλα διασωθέντα Έργα του. 


202. Τὴν 11ην Αὐγούστου 1508 ὁ {τα Ί.υςα ἕκαμεν εἰς τὴν ἐκκλησίαν τοῦ 
Ἁγίου Βαρθολομαίου τῆς Βενετίας μίαν διάλεξιν ἐπί τῶν Στοιχείων 
τοῦ Εὐκλείδου, ὡς εἰσαγωγὴν μιᾶς σειρᾶς µαθηµάτων ἐπὶ τοῦ Ύ βιβλίου τοῦ 
ἀθανάτου ἔργου. Ὀλίγον προηγουμένως εἶχε δηµοσιευθῆ εἰς Βενετίαν τῇ 
μερίμνη τοῦ ἰδίου µία νέα ἔκδοσις τῶν Στοιχείων, ἀναθεωρημένη καὶ 


. Μία ἀπὸ τὰς αἰτίας (ἄν μὴ ἡ κυριωτέρα), διά τὰς ὁποίας περὶ τὰ τέλη τοῦ Μεσαίω- 
νος ἐσημκιώθη µία παρακμή τῶν μαθηματικῶν σπουδῶν, πρέπει ἴσως νὰ θαυρπθή ἡ µεγά- 
λη ὑπόληψις τὴν ὁποίαν ἔτρεφον οἱ ἄνθρακοι πρὸς τὰς νομικὰς σπσυδάς καὶ τὴν {ατρι- 
κἠν ἐπιστήμην. Τοιαύτη ἦτο ἡ ὁρμὴ τῆς νεολαίας πρὸς τὰς σχολὰς τοῦ δικαίου (εἰδικῶς 
µάλεστα τοῦ ἀστικοῦ δικαίσυ), ὥστε ἑδέησς νὰ ἐπέμβουν αἱ ἁρμόδιαι ἀρχαὶ πρὸς ἀναχαί- 
ἔναυσμα τὸ γνωµικόν ἄπι Οπίσανς ορες, άαί Σαρήπίαπας Ἡσωσσες (ὁ Γαληνός δίδει κλοῦ- 


ποὺ ἐξετάζομεν, ἀλλά τῶν ὁποίων αἱ συνέπειαι ἦσαν τότε πολὺ δυσμενέστεραι. 
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βελτιωμένη ἐν συγκρίσει πρὸς τὰς παλαιοτέρας, τοῦ «αππραπο καὶ Ζαπισετᾶ, 
εἰς τὴν ὁποίαν παρὰ ταῦτα δὲν ἀπέφυγε τὸ ὀλίσθημα νά ταυτίσῃ τὸν συγγρα- 
φέα τῶν Στοιχείων μὲ τὸν Εὐκλείδη τὸν Μεγαρικόν. Καὶ δὲν ἀρκεῖ 
τοῦτο" εἰς ἕνα ἔργον του ἀνέκδοτον, περὶ τοῦ ὁποίου θὰ ὁμιλήσωμεν εἷς τὴν 
ἐπομένην παράγραφον, ὁ Ραοΐοιί καυχᾶται ὅτι αἴθεσε τελευταῖος τὴν χεῖρα 
εἰς µίαν ἐξαιρέτως πιστὴν µετάφρασιν ἐκ τῆς λατινικῆς εἰς τὴν καθοµιλου- 
µένην τοῦ μεγίστου Μονάρχου τῶν μαθηματικῶν ἐπιστημῶν Εὐκλείδου τοῦ 
Μεγαρικοῦν., 

Τὸ ἑκόμενον ἔτος (1509) ἐδημοσίευσεν, ἐπίσης εἰς τὴν Βενετίαν, ἕνα 
ἄλλον τόµον, ὁ ὁποῖος, καθὼς καὶ ἡ δαπιπια, ἀποτελεῖται ἀπὸ ὕλην, περισυλ- 
λεγεῖσαν ἐκ διαφόρων πητῶν, φέρει δὲ τὸν τίτλον Ὠλνίπα Βποροτίίοας' ορεα 
α τω οἳ' ἱπρεραί ρετορίσκοί 6 ουτῖοσὶ πεσξεφασία (Θεία ἀναλογία" ἔργον χρή- 
σιµον εἰς ὅλα τὰ Έξυπνα καὶ περίεργα πνεύματα). Δναιρεῖται εἰς τρία µέρη, 
τὰ ὁποῖα θά ἐξετάσῶωμεν κεχωρισµένως. 

Τὸ Ἱ, τὸ καὶ μοναδικὀν δικαιούµενον ἐξ ὁλοκλήρου τοῦ τίτλου Ὠϊνίηα 
Ργοροσίίοπς, ἐπερατώθη εἰς τὸ Μιλᾶνον τὴν Ι4ην Δεκεμβρίου 1427, τοὐτέστι 
ὅταν ὃ γεωµέτρης µας εὑρίσκετο εἷς τὴν ὑπηρεσίαν τοῦ Λουδοβίκου Σφόρ- 
σα. Οὕτω ἐξηγεῖται τὸ γεγονὸς ὅτι τὰ θαυμάσια σχήματα, ποὺ κοσμοῦν 
τὸ βιβλίον τοῦτο, ὀφείλονται εἰς τὴν χεῖρα τοῦ Λεονάρδου ντὰ Βίντσι. 
Θέμα τοῦ µέρους τούτου εἶναι ἡ διαίρεσις εὐθυγράμμου τµήµατος εἰς µέσον 
καὶ ἄκρον λόγον, ἡ «θεία ἀναλογία» κατὰ τὸν ὁρισμὸν τοῦ Ρασίοϊ, ἡ αχρυ- 
σῆ τομὴ» κατὰ τοὺς νεωτέρους. Μετὰ τὴν διατύπῶσιν μερικῶν ὁρισμῶν, ὁ 
συγγραφεὺς μακρηγορεῖ μὲ θεωρίας (ποὺ καταλαμβάνουν πέραν τῶν 66 
σελίδων εἰς µέγα φύλλον) εἰλημμένας ἀπὸ τὴν φιλοσοφίαν τοῦ Πλάτωνος 
καὶ τὴν χριστιανικὴν θεολογίαν, διὰ νὰ δικαιολογήσῃ τὸ ἐπίθετον «θεία», 
μὲ τὸ ὁποῖον κοσµεῖ τὴν προνομιοῦχον αὐτὴν ἀναλογίαν. Ἐκθέτει κατόπιν 
στιρὰν θεωρηµάτων, σχετικῶν μὲ αὐτὴν, παραπέµπων διὰ τὰς ἀποδείξεις 
των εἷς τὸν Εὐκλείδη καὶ τὸν (ππραπο, καὶ περιοριζόµενος µόνον εἰς τὴν 
εἰκονογράφησίν των ἐπὶ ἀριθμητικῶν παραδειγµάτων. 

Μολονότι ἐκθέτει ἐφαρμογᾶς τῆς χρυσῆς τομῆς εἰς τὴν ἀρχιτεκτονικήν, 
εἰς τὸν προσδιορισμὸν ἀναλογιῶν τοῦ ἀνθρωπίνου σώματος, ἀκόμη δὲ 
καὶ εἰς τὴν ἁρμονικὴν διαµόρφῶσιν τῶν γραμμάτων τοῦ τύπου (Μαπιρα(εΠ), 
δὲν καραλείκει νὰ τονίσῃ ὅτι αἵ σπουδαιότεραι ἐφαρμογαὶ ἀπαντῶνται εἰς 
τὴν κατασκευὴν τῶν κανονικῶν κολυέδρων, ἐπὶ τῶν ὁποίων διατρίβει μὲ 
ἰδιαιτέραν εὐχαρίστησιν. Μία εἰκών, ἀναπαραχθεῖσα πολλὰς φοράς, ὅπου 
ὁ ἔγα Ίωσα παρίσταται ἑνῷ ἐξηγεῖ ἕνα μαθηματικὀν πρόβλημα εἰς υίάο- 
Εα]άο 1, δούκα τοῦ Ὀτδίπο, καὶ εἰς µίαν γωνίαν τοῦ ὁποίου εἰκονίζεται ἕνα 
κανογικὀν πολύεδρον, μαρτυρεῖ ὅτι τὴν ἐποχὴν ἐκείνην εἶχον ἤδη κατα- 
σκευάσει ὑποδείγματα (μοντέλλα) τῶν κανονικῶν στερεῶν. Πράγματι δὲ ὁ 
Ῥασίοῖὶ ὁμιλεῖ εἰς τὴν 3σπιπια περὶ τῶν «ὐλικῶν σχημάτων», τὰ ὁποῖα ὅ ἴδιος 
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σκοπὸν νἁ εὕρουν ἀριθμόν, τὸν ὁκοῖον ἄλλοι ἐσκέφθησαν, ἐπὶ τῇ βάσει 
δεδοµένων διαφόρου φύσεως. Δὲν ἀναφέρομεν παραδείγματα, χάριν τῆς 
συντοµίας, ἀφοῦ ἄλλωστε κατὰ τὴν γνώµην µας, δὲν πρόκειται νάἁ διδάξουν 
τίποτε τὸ νέον εἰς τοὺς ἀναγνώστας. "Ας σημειώσωμεν µόνον ὅτι μερικἀ 
ἐξ αὐτῶν ἀπαντῶνται εἰς τὸ {δει Αὐδασί, καὶ ἐπανευρίσκονται εἰς ἔργα τοῦ 
Τατιαρία ὡς καὶ εἷς µεταγενεστέρας δημοσιεύσεις. Μεταφραζόμενα εἰς 
ἀλγεβρικοὺς τύπους, ἀνάγονται εἰς γραμμικάς ἐξισώσεις ὠρισμένας ἢ μή. 

Περιέχονται ἀκόμη εἰς τὸ πρῶτον µέρος μερικἀ µή ἀριθμητικά ζητή- 
µατα, γνωστά εἰς ὕλους, ὅπως π.χ. ἐκεῖνο τῆς μεταφορᾶς διὰ λέμβου ἑνὸς 
λύκου, ἑνὸς ἐριφίου καὶ ἑνὸς λαχάνου ἢ τὸ ἄλλο τῆς διασώσεως ἑνόὸς ἢ 
δύο ἀτόμων, ἐπιβαινόντων μετ ἄλλων συνεπιβατῶν, καὶ ὑποκειμένων εἰς 
ἀποδεκατεύσεις. Εἰς τὴν εἰδικὴν περίπτωσιν, καθ’ ἣν οἱ ἐπιβαίνοντες εἶναι 15 
Χριστιανοί καὶ 15 Μωαμεθανοί, ὁ Ῥασἱο]ἰ δίδει εἰς στίχους τοὺς µνηµοτε- 
χνικοὺς κανόνας πρὸς διάσῶώσιν τῶν πρώτων, ὅταν ἡ ἐκλογὴ τῶν θυμάτων 
Τίνεται διά μετρήσεως ἀνά 14,5 κλπ. μέχρι 12. 

Μεγαλυτέραν σκουδαιότηταἁ ἔχει ἀπὸ μαθηματικῆς ἀπόψεως τὸ χωρίον 
τὸ σχετικὀν μὲ τὰ μαγικά τετράγωνα. Ὁ μαθηματικός µας, συνδέων μὲ αὐτὰ 
τὰ οὐράνια σώματα, ἀποκαθιστῇ τὴν ἀκόλουθον ἀντιστοιχίαν (απ τὸ πλῆθος 
τῶν ἀπαρτιζόντων τὸ μαγικόὸν τετράγώνον ἀριθμῶν] : 


ω οὐράνια σώματα 
9 Κρόνος 

ἷ6 Ζεὺς 

25 Αρης 

36 Ἠλιος 

49 ᾿Αφϕροδίτη 

.. Ἑρμῆς 

8] Σελήνη. 


᾿Εγκαταλείποντες τοιούτους φανταστικοὺς παραλληλισμοὺς περιοριζόµεθα 
εἷς τὴν παρατήρησιν ὅτι ὁ Ραςίοί εἶναι ὁ πρῶτος εὑρωπαῖος συγγραφεὺς 
ποὺ ἠσχολήθη μὲ τὰ μαγικά τετράγωνα. Τέλος, ὑπὸ ἄλλην µορφήν, καρσυ- 
σιάξει τὸ κατακληκτικὸν ἀποτέλεσμα, ποὺ συνεδέθη μὲ τὴν ἐπινόησιν 
τοῦ ζατρικίου, καὶ διετυπώθη ἀπὸ τὸν Όαπιε, δύο αἰῶνας προηγουμένως, 
ὡς «ἀναδικλασιασμός, ποὺ ξεπερνᾶ τὰ ὅρια τοῦ νοῦν, 

Τὸ Μέρος Π τοῦ Ός νίτίδας περιλαμβάνει Β0 προβλήματα (ἢ δοκουµέν- 
τα, διὰἀ νὰ χρησιµοκοιήσωμεν τὸν ὅρον τοῦ συγγραφέως), ἀκολουθούμενα 
ἀπὸ 54 φυσικομηχανικἁ παίγνια. Μεταξὺ τῶν γεωμετρικῶν θεμάτων ποὺ 
πραγματεύεται ἄξια µνείας εἶναι τὰ ἀφορῶντα κατὰ προσέγγισιν γεῶμετρι- 
κἁς κατασκευὰς κανονικῶν πολυγώνων μὲ 9, 11, 13 καὶ 17 πλευράς. Δυστυχῶς 
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τὸ σχετικὸν κείµενον, ποὺ ἀφορᾷ ἀκριβῶς τὸ τελευταῖον πολύγῶνον, ἔχει 
φθαρῆ εἰς τοιοῦτον βαθμὸν ὥστε εἶναι ἀκατάληκτον- εἶναι λοικὸν ἀδύνατον 
ν’ ἀποφανθῶμεν κατὰ πόσον ὁ Ρακίοϊί ὑπῆρξεν εἰς τὸ ζήτηµα τοῦτο πρόδρο- 
µος τοῦ (4154. Ὅσον ἀφορῇ τὴν κλευράν ἱν τοῦ ἐννεαγώνου, ὁ ἔτα Ίλια 
ἀκοδεικνύει τὴν ἐξάρτησιν αὑτῆς ἀπὸ τὰς πλευράς τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώ- 
νου ἐν καὶ τοῦ κανονικοῦ ἐξαγώνου {ν, ἐγγεγραμμένων εἰς τὸν αὐτὸν κό- 
κλον, διὰ τοῦ τύπου : 


Ι 
μ.. (1ν-ε ἐκ). 


Διά τὴν πλευρὰν ἐν. τοῦ κανονικοῦ ἑνδεκαγώνου ὁ συγγραφεὺς βεβαιώνει 
ὅτι εἶναι τὸ µεγαλύτερον ἐκ τῶν δύο τμημάτων εἰς τὰ ὁποῖα χωρίζεται διὰ 
χρυσῆς τοµῆς τὸ μέγεθος 1/3 ({ν {κ Τέλος ἡ πλευρά ἐν λαμβάνεται, 
κατ’ αὐτόν, διὰ χρυσῆς τομῆς τοῦ μεγέθους 5ς/2 (5 '- ἡ ἀκτίς τοῦ περιγο” 


(1377 - 1446). 

Ἂν ἐξαιρέσωμεν τὸ τελευταῖον τοῦτο Μέρος, ὡς ξένον πρὸς τὸ ἀντι- 
κείµενον τῆς ἱστορίας µας, τὸ ἔργον Ὦε υἱγίους αμαπἑας δὲν θὰ ἦτο 
ἀνάξιον τῆς τιμῆς τῆς ἐκτυπώσεως, μάλιστα δὲ πολὺ χρήσιµον ϐ' ἀπέβαινεν 
εἰς τὴν µαθηµατικἠν ἐκκαίδευσιν τῆς νεολαίας ἐκείνης τῆς ἐποχῆς. Πάντως 
ὅμως δὲν θἀ ἐχρησίμενεν εἰς οὐσιαστικὴν µεταβολὴν τῆς κρίσεως, τὴν 
ὁποίαν πρόκειται νὰ ἐκφέρώμεν διά τὸν Ῥασίοῖι, 'Ὑπῆρξεν ἄνθρωπος μεγά- 
λης µορφώσεως καὶ διδάσκαλος εὐσυνείδητος καὶ ἐνθουσιώδης, ὁ ὁποῖος 
εἰς ὅλα τὰ δημοσιεύματά του ἀποδεικνύεται πλήρως ἐνήμερος τῆς ἐπιστή- 
µης τῆς ἐποχῆς του καὶ πρόθυμος νὰ τὴν διαδώσῃ μεταξὺ τῶν νέων, οἱ 
ὑποῖοι προσέτρεχον εἰς τὰ μαθήματά του. 

Ἔάν δὲν συνεµερίσθη ὁ Ρασίοῖϊ τοὺς ἐνδόξους θριάµβους τῆς ἀλγέβρας, 
ποὺ πρόκειται τώρα νά περιγράψωµεν, εἶναι βέβαιον ὅτι τοὺς παρεσκεύασεν 
ἐπισημαίνων μὲ ἀκρίβειαν τὰ σημεῖα ἐξορμήσεως τῶν θαρραλέων καὶ ἐνδό- 
ἕων πρωτοπόρων τοῦ ΧΥΙ αἰδνος, περὶ τῶν ὁποίων θὰ πραγματευθῶμεν εἰς 
τὴν ἀρχὴν τοῦ Π Τόμου. 


ΤΕΛΟΣ τοΥ ΠΡΩΤΟΥ ΤΟΜΟΥ 


ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ ΤΟΥ ΜΕΤΑΦΡΑΣΤΟΥ 


1. Μομιασῖς, σε Ἐδεππε, Γάλλος μαθηματικός γεννηθεὶς εἲς Λοὼν τῆς Γαλλίας 
(1125-1799). Τὸ πρῶτον αὐτοῦ πρωτότυκον ἔργον ἠτο «Ἱστορία τῶν ἐρευνῶν ἐπί τοῦ 
τετραγωνισμοῦ τοῦ κύκλουν (154], δημοσιευθὲν ἀνωνύμως, Τὸ 1159 ἐδημοσίευσε, διὰ 
πρώτην φοράν, εἰς δύο τόµους τὴν ἐργασίαν του «Ἱστορία τῶν Μαθηματικῖνν», ἡ ὁποία 
ὑπῆρδεν ἡ πρώτη καὶ ἐπὶ µακρὸν ἡ καλυτέρα συγγραφἡ τοῦ εἴδους της. Τὸ ἔργον τοῦτο 
ο οσο μμ ου (ιμ- 
1 

2. Ἐννοιϊ ὁ συγγραφεὺς τὸν κάπαν Καιλεστίνον ν΄ (1215-1296), ὁ ὁκοῖος ἄνακηρυ- 
χθεὶς πάπας τὸ 124, ἐν ἀγνοίᾳ του καὶ µή δυνηθεὶς ἐκ τῆς ἀπειρίας του ν᾿ ἀντακοκριθῇ 
μηνον. 

1, Περὶ τῆς ἐκπληκτικῆς συμβολῆς τοῦ Οτοεπζεπά εἰς τὴν ἀποκρυπτογράφησιν 
τῆς σφηνοειδοῦς γραφής βλ. ΟΝ, Οστασα αΏδίες, Οτῖ ες αηά Οε]ευτίιο, Ἠασιδαγε, 
ΙΗΗ9,ἡ ἑλληνικὴν ἔκδοσιν Γεμενιζσπούλου, ἐν ᾿Αθήναις, ὑπὸ τὸν τίελον; «Θεοί, τάφοι 
νο μμ Ἰκηνο ιλννε αν 


ΑΒ ΛΕΚ ο Βαν ἐοἱ ἁλωθέ ος τὸ οκ λα θρίος, Ὀὐπυβρία δαβρας, 
1968, εἰς τὰ ὁποῖα καὶ 


παραπέµποµεν. 
Ἠιαιτέραν σηµασίαν ἔχουν αἱ ὑπὸ τοῦ κ, καθηγητοῦ κ. Ε. Ἑταμάτη διατυκούµεναι ἑκεῖ 


πινακιδίων 

Ενπαπον αιβοφημι ναοί νηεες πα ρώβθω αμομις ἈμδωμαγκωρκωἈμι: 
περιεχόµεναι εἰς τὰ πινακίδια, ἐὰν ἔχουν ἀναγνωσθῃ καλᾶς, εἶναι ὅμοιαι πρὸς τὰς µαθη- 
µατικὰς γνώσεις τῶν Ἑλλήνων, τὰς ἁπαντωμένας εἰς τὰ Στοιχεία τοῦ Εὐκλείδου, τὰς 
πραγµατείας τοῦ Ἡρωνος καὶ τὰ ᾿Αριθμητικά τοῦ Διοφάντου, δηλ. τὴν "Αλγεβραν τῶν 
᾿Αρχαίων Ἑλλήνων, ἔχσουν δὲ γραφῃ κατὰ συνέπειαν τὰ πινακίδια μετὰ τὴν κατάληψιν 
τῆς Μεσοποταμίας ὑπὸ τοῦ Μεγάλου "Αλεξάνδρου καὶ συνεκᾶς περιέχουν γνώσεις ἑλ» 
ληνικῆς προελεύσεως, 

3, Τὸ σχετικὀν χωρίον τοῦ Ἡροδότου (Π,109) ἔχει ὡς ἑξῆς; αΚατανεῖμαι δὲ τὴν 
χώραν Αἰγυπτίοις ἅπασι τοῦτον ἔλεγον τὸν βασιλέα (Σέσωστριν) κλῆρον ἴσον ἑκάστῳ 
ἐπιτελέειν κατ ἐνιαυτόν" ϱἵ δὲ σνος τοῦ κλήρου ὁ ποταμός τι παρέλοιτο, ἐλθὼν ἂν πρὸς 
αὐτὸν ἐσήμαινε τὸ γεγενηµένον ὁ δὲ ἔπεμπε τοῖς ἐπισκεψομένοις καὶ ἀναμετρήσοντας 
ὅσα ἑλάσσα ὁ χδρος γέγονε, ὅπως τοῦ λσιποῦ κατὰ λόγον τῆς τεταγµένης ἀποφορῆς 
τέλποι' δοκέοι δὲ μοί γε ἐνθεῦτεν γπωμετρίη εὐρεθεῖσα εἰς τὴν Ἑλλάδα ἐπανελβεῖν». 

6. Πληραστέρας πληροφορίας διά τὸν πάπυρον τοῦ ΒΠίσά καὶ ἄλλα νεώτερα {στο- 
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ρικά δοκουµέντα τῆς ἐπιστήμης τῶν Αἰγυπτίων εὑρίσκομεν εἰς τὴν ἐρτασίαν τοῦ καθη- 
γητοῦ ς. Ε. Ἑταμάτη «Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν», περιοδικὀν τῆς ἘΜΕ «Ὁ Εὐκλεί. 


νου κύκλου, διαιρεθείσης εἰς μέσον καὶ ἄκρον λόγον». 

Φ Λάντ: Ἡ Θεία Κωμωδία, ἕμμετρος µετάφρασις Νίκου Καζαντζάκη, 
"Αθήναι 965. 

10. Ἐννοεϊ τὴν διατήρησιν τοῦ µερικοῦ λόγου Β, ὅπερ τὸ αὐτά, τὴν ἀναλογίαν 
µεταξὺ τμημάτων τῆς μιᾶς σημειοσειρᾶς πρὸς τὰ ἀντίστοιχα τῆς ἄλλης, τομνοµάνην 

αι. Πρόκλος ὁ ΑΛόκιος (417 483 μΧ.) Νεοπλατάνικὸς φιλόσοφος τῆς 
'Αθηναϊκῆς Σχολῆς, διδάξας ἐπὶ ΦΟετίαν σχεδὀν εἰς τὰς ᾿Αθήνας (63). Διὰ τὸν νθα- 
γόραν λέγει ὁ Πρόκλος εἰς τὰ Σχόλιά του: αΤὴν περὶ Τοωμετρίαν φιλοσοφίαν εἰς σχῆµα 
καὶ νοερῶς τὰ θεωρήματα διερευνώµενος, ὃς δή καὶ τὴν τῶν ἁλότων (ἀσυμμέτρων) χρα” 
ματείαν καὶ τὴν τῶν κανονικῶν πολυέδρων σύστασιν ἀνοῦρεν». 

12. «Ἔστι μὲν ἀρχαῖα, φασὶν οἱ περὶ τὸν Εὔδημον, καὶ τῆς Πυβαγορείων μούσης 


των καὶ οἱ νοώτεροι (πρῶτος ὁ ᾿Απολλώνιος) τὰ ὀνύματα 


καλάσαντης, τὴν δὲ ἕλλειψιν». 

(Α. ᾿Αναστασιάδου: Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν παρὰ τοῖς ᾿Αρχαίοις Ἕλλησι, ᾿Αθη- 
ναι {979 Ἔκδοσις Ε.Μ.Ε]. 

Ι1, Τὰ περὶ ὧν ὁ λόγος προβλήµατα εὑρίσκονται εἰς τὰ Στοιχεία ἐπ' ἀριθμούς : 
Ι. 44 (παραβολή) ΝΙ, 28 (ὑπερβολὴ) ΝΠ, 19 (παραβολὴ) (βλ. Ἔκδοσιν Ε. Σαμάτη : 
Εὐκλαείδου Γεωμετρία, ᾿Αθῆναι 1951-1957). 

14. Ἐννοεί τὰς προτάσεις τῶν Στοιχείων : 

ΝΙΑ : «δάν ἐν ὀρθογωνίῳ τριγώνῳ ἀπὸ τῆς ὀρθῆς Τωνίας ἐπὶ τὴν βάσιν κάθετος ἀχ- 
θῇ, τὰ πρὸς τῷ καθέτῳ τρίγωνα ὅμοιά ὃστι τῷ τε ὅλῳ καὶ ἀλλήλοιον 

ΥΙ31 : «Ἐν τοῖς ὀρθογωνίοις τριγώνοις τὸ ἀπὸ τῆς τὴν ὀρθὴν Ὑωνίαν ὑποτεινούσης 
κλευρᾶς εἶδος ἴσον ἀστί τοῖς ἀπὸ τῶν τὴν ὀρθὴν Ὑωνίαν περιεχουσῶν πλευρῶν εἴδεσι 
τοῖς ὁμοίοις τε καί ὁμοίως ἀναγραφομένοισα, 

15. Λέγει ὁ Αριστοτέλης εἰς τὰ «Αναλυτικά Πρότερα»ρ 4ἱα2ό. α᾿Ασύμμετρος ἡ 


τῆς ἀριθμοθεωρίας των, ἔτι δὲ μᾶλλον ἐπὶ τῆς κοσµολογίας τν, ἡ ὁκοία εἶχεν ἀριθμη- 
τικὴν βάσιν. Ἔγινε λοιπὸν αἰσθητὴ ὡς µία βαρεῖα κρίσις, τῆς ὁποίας ἡ σκιά φθάνει 


ος Σημειώσεις ΜωωρΙσωῦ 3) 
οὐσιαστικῶς µέχρι τῶν ἡμερῶν µας, ἀσχέτως πρὸς τήν εὐφυῆ παράκαμψιν τῆς κρίσεως 
διὰ εν ἐργασιῶν τοῦ Εὐδόξου (ν΄ βιβλίον τῶν Στοιχείων) καὶ τῆς εἰσαγωγῆς τῶν ἄσυμ- 
µέτρων ἀριθμῶν { Ἠ/εἰετκίγως, Ὀεάεήπά, Ομσιος). 

κκώσοαν ανω νεος ον ἐπιτευγμάτων 


λείου. 

11. Τοῦτο ἀναφέρεται εἰς τὸν Θεαίτητον τοῦ Πλάτωνος 147. 

18. Διά κληρεστέρας πληροφορίας ἐπί τοῦ Απλίσυ προβλήματος βλ. Ἐ. Σταμάτη: 
Τὸ Δήλιον πρόβλημα καὶ ἡ τριχοτόµησις τῆς γωνίας, ᾿Αθῆναι, 1349, ἡ ἐπίσης ἄρθρον 
τοῦ ἰδίου ὑπὸ τὸν τίτλον «Αήλιον πρόβλημα» εἰς τὸν Ε΄ τόμον τοῦ ᾿Ἐγκυκλοπαιδικοῦ 
Λαξικοῦ «Ἠλιος», 

ι9. Ὁ συγγραφεὺς φαίνεται συμμεριζόμενος τὴν Ὑνώμην μιᾶς µερίδος ἐπιστημό- 
νων καὶ τοῦ "Αριστοτέλους, ὅτι τὰ ἐπιχειρήματα τοῦ Ζήνωνος τοῦ Ἐλεάτου ἔχουν πρά- 
µένην αὐτὴν ἀντίληψιν ἑδραιώνει ἴσως τὸ γεγονός, ὅτι τὰ μαθηματικά, διὰ τὴν περίπτω- 
σιν π.χ. τοῦ "Αχιλλέως (καχύτητος υἱ) καὶ τῆς χελώνης (αχύτητος ϱ/) προπορευοµένης, 
κατά τινα στιγµήν, ἀπόστασιν α, δίδσυν ἀπάντησιν ἀνεπίδεκτον κάσης ἀμφισβητήσρας, 
ὅτι ὁ πρῶτος θά φθάση τὴν χελώνην µετά χρόνον { ἐντκλῶς ὠρισμένου 


δι π-υ, 
᾿ΑλΛ’ εἶναι προφανές, ὅτι τοῦτο δὲν ἧτο ἄγνωστον εἰς τὸν Ζήνωνα, ἀφοῦ ἐκ τῆς 
ἐμπειρίας του ἐγνώριζε καλῶς τὴν µαθηµατικὴν βεβαιότητα τῆς συναντήσρας, "Ἡ Έννοια 
λοιπὸν τοῦ ἐπιχειρήματος δὲν εἶναι ἄ ν καὶ πότε ὁ ᾽Αχιλλεὺς θά φθάση τὴν χκλώνην, 
ἀλλάἀπῶς, δια τί τὴν φθάνει, 
Εΐναι φανερόν ὅτι τὸ ζήτημα τίθεται ὑπὸ τοῦ Ζήνωνος ἐπὶ φιλοσοφικοῦ ἐπιπέδου, 
ἡ δὲ ἁκάντησις ἐπὶ τούτου δὲν ἔχει ἀκόμη δοθη. Λέγε ὁ Κ. Γαυργσύλης: «Καΐτοι 
αἱ ἀπαντήσεις τοῦ ᾿Αριστοτέλους ἐπεκράτησαν καὶ ἀποτελοῦν, ὡς πρὸς τὸς ἐννοίας 
τοῦ ἀπείρσυ καὶ τοῦ ὁρίσυ τὴν βάσιν τοῦ διαφορικοῦ καὶ ὁλοκληρωτικοῦ λογισμοῦ, ἐν 
τούτοις τὰ προβλήµατα ἄτινα ἔθεσεν ὁ Ζήνων, μετὰ πάροδον 23030) ἐτῶν παραμένουν, 
καὶ θοωροῦνται ἀναπάντητα καὶ ἄλυτα» (Ἐγκυκλοπαιδικὸν Λεδικόν «ΗΛΙΟΣ», τόμος 
Ζ σελἰς 800). Ἐχετικῶς βλ. καὶ ἄρθρον τοῦ Ε. Ἑταμώτη: «Ζήνων ὁ Ἐλκάτης», εἰς τὸ 
αι. Τὸ σχετικὀν χωρίον τοῦ Δάντη ἔχει ἀς ἑξῆς, κατὰ µετάφρασιν Νίκου Καταν- 
τζάκη : 
«ανοίγεται συχνά, καὶ μὲ ζπμιά του, 
ποὺ δίχως νοῦ ψαρεύει τὴν ἀλήθεια, 
τί ὡς κίνησε δὲν ξανατέρνει πίσω, 
Τοῦτο τρανά στὸν κόσµο ἐφανερώθη' 
ὁ Παρμενίδης, Μέλισσος καὶ Βρύσος 
κι ἄλλοι, τωρὶς νά ζΚαίρσουν ποῦ, κινῆσαν» 
(Παράδεισος, ΧΠ, 113-118]. 
11. Εἰς τὸ πρατότυκον (ἔκδοσις 1929) ἀναγράφεται : α...μεταξὺ Σωκράτους καὶ κα’ 
ταλόσεως τῆς ἑλληνικῆς ἀνεξαρτησίας», Πρόκειται προφανῶς περὶ πλάνης εἰς τὸ ἀρ" 
χικὸν κείµενον, καθ ὅσον κατὰ τὴν προευκλείδειον ἐποχήν, ἥτις ἐκτείνεται µέχρι τοῦ 


318 Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 


θανάτου τοῦ Εὐκλείδου (010 κ, ἡ Ἑλλὰς οὐδεμίαν ἀνεξαρτησίαν ἀπώλεσε. Πιθανῶς 
ὁ συγγραφεὺς νά ἐννοῃ ὡς ἀπώάλειαν ἀνεξαρτησίας τὴν ὁμόσπονδον συµµαχίαν υῶν 
ἑλληνικῶν πόλκων ὑπὸ τὴν µακεδονικἠν ἡγεσίαν. ᾽Αλλὰ εἶναι γνωστόν ἐκ τῆς Ἴστο- 
ρίας, ὅτι ὁ Φίλικπος καθώρισεν ὁ ἴδιος τοὺς Μακεδόνας ασοµµήχους» τῶν Ἑλλήνων, ὁ 
ὄρος δὲ οὗτος ἐτηρήθη λότῳ καὶ ἔριφ ὑπὸ τοῦ Μεγάλου ᾿Αλεξάνδρου, ὑπὸ τὴν ἡγεσίαν 
τοῦ ὁποίου ἀνοίγεται νέα µεγάλη ἱστορικὴ περίοδος, ἡ γνωστὴ ὢ κυριαρχία τοῦ ἑλληνι- 
σµοῦ. Διά τοὺς ἀνωτέρω λόγους ἐθυώρησα ἐπιβαλλομένην µίαν διόρθωσιν, προτιµήσας 
νὰ τράνω α«.. μεταξὺ Σωκράτους κπὶ θανάτου τοῦ Μεγάλου ᾽Αλεδάνδρουα, 

τῆς νοήσεως, περιέχεται εἰς ἄρθρον, δημοσιευθὲν εἰς τὸ Δελτίον τῆς Ε.Μ.Ε, Τόμος ΚθΘ 
ΑΒ Γ, 1935 ὑπὸ τὸν ετλον: αΠερὶ ἀντιστροσῆς καὶ ἀναστρορῆς τῶν ὑποθετικῶν 
σωρειτῶνη ὑπὸ Μιχ. κ. Κωβαίου, 

11. Εἰς τὸν Πλάτωνα ἀπεδόθη ὑπὸ τῶν µεταγενοστέρων ἡ ἐπινόησις ὀργάνου λύσν- 
τος μηχανικῶς τὸ ζήτημα, ὅπερ, ὡς εἴδομεν ἀλλαχοῦ, συνδέεται στενώτατα μὲ τὸ πρόβλη- 
μα τοῦ διπλασνασμοῦ τοῦ κύβου, (2131. 

14. Α{ σχετικαὶ πρὸς τὴν συµβολήν τῶν ᾿Αρχαίων εἰς τὴν ᾿Αστρονυμίαν ἐργασίαι 
τοῦ διασήµου ἰπαλοῦ ἀστερονόμου εἶναι : 

α) Αἴ ὁμόκεντροι σφαῖραι Εὐδόξου, Καλίππου καὶ ᾿Αριστοτέλους (1471) 
β) Οἱ πρόδρομοι τοῦ Κοκερνίκου κατὰ τὴν ἀρχαιότητα (171. 

15. "Η ἄποψις τοῦ συγγραφδως, ὅτι ὁ Εὐκλείδης ἐγεννήθη εἰς ᾽Αλεδπάνδρειαν, ἀπο- 
τελεῖ ὑπόθεσιν, ὡς μὴ ἐδηκριβομένη ἰστορικῶς, Ὁ τόπος καὶ ὁ χρόνος Ἰεννήσεας καὶ 
θανότου τοῦ Ἐποιχειωτοῦ παραμένουν ἄγνωστα, Αραβικαϊ πηηπαί, πολό ὀλίγον ἀξιόπιστοι, 
ἀναφόρουν ὅτι ἐγεννήθη εἰς Τόρον τῆς Σωρίας, διό καὶ Τύριος προσωνοµάκετο, ἐκ πα- 
τρὸς Έλληνας, Ναυκράτους καλσυµένου, Ὑεννηθέντος εἰς Δαμασκόν καὶ διαβοῦντος εἲς 
Τύρον. 

16. Πρόκειται περὶ τῆς προτάσρως ὑπ ἀρ. 20 τοῦ Π βιβλίου τῶν Ἑτοιχείων, 
(1. Ε. Ἱταμάτη: Εὐκλείδου Γεωμετρία). 

11, Ἡ μέθοδος αὕτη ἀπορρέει ἀμέσως ἐκ τοῦ Θεώρήματος 36 τοῦ ΓχΧ βιβλίου τῶν 
Στοιχείων, κατὰ τὸ ὁποῖον, δάν θεωρήσωμεν τὴν οωμετρικὴν πρόοδον, 


, ὰς 4, Β, 16, ..., 


σχηµατίσώμεν δὲ τὰ μερικά ἀθροίσματα ταύτης μέχρις ὅτσου µερικόν τι ἄθροισμα εἶναι 
ἀριθμόὸς πρῶτος, καὶ παλλαπλασιάσωµεν τὸ μερικὸν τοῦτο ἄθροισμα ἐπί τὸν τελαυταῖον 
προσθετέον τοῦ µερικοῦ ἀθροίσματος, τὸ προκῦπτον Ἠινόμενον εἶναι ἀριθμὸς τέλειος, 
Βλ. ΕΒ. Σταμάτη: Ἐὐκλείδου Γεωμετρία, Τόμος Π (βιβλία ν, Υ, ΥΠ, Ὑπι, ΤΑ), ἔπε- 
ξητήσεις εἰς τὸ βιβλίον ΤΝ. 

138. Ἠδη ὁ σχολιαστὴς Πρόκλος (412-485 μ.Χ.) ἀποφαίνεται ὑπὲρ τῆς γνώµης ταῦ- 
της ὁμιλῶν κερί τοῦ Ἑτοιχειωτοῦ εἰς τὸ ἀκόλουθον χωρίον: «Ἐὐκλείδης ὁ τὰ Στοιχεία 
µενας, ἔτι δὲ τὰ µαλακώτερον δεικνύµενα τοῖς ἔμπροσθεν εἰς ἀνελέγκτους ἀποδείδεις 
ἀναγαγών' Τέγονε δὲ οὗτος ὁ ἀγὴρ ἐπὶ τοῦ πρώτου Πτολαμαίου' νεώτερος μέν ἐστι, τῶν 


ἔργον τοῦ Εὐκλείδου, Κατ ἄλλους ἀποτελεῖ περίληψιν Ἰενικωτέρου, µή σωζομένου, 
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ἔργου τοῦ Εὐκλείδου ὑπὸ τὸν Ἠτλον «Στοιχεῖα Μουσικῆς» (βλ. Ε. Ἑταμάτη : Εὐκλεί- 


νοσελληνικόν, καὶ τὸ ἀρχαῖον, ὑπ' αὐτοῦ ἀνακατασκευασθὲν κείµενον εἰς σικελικήν 
δωρικἠν διάλεκτον (Δελτίον Ε.Μ.Ε, Νέα στιρά, 1965, Τόμος 6,1, σε).. 2605-35. 

12, Ἐχετικῶς πρὸς τὴν ὀνομασίαν σάλινον, ὁ καθηγητής κ. Ε. Σταμάτη φρονξ 
ὅτι πρόκειται περὶ λάθους κατὰ τὴν ἀντιγραφὴν καὶ ὅτι ἡ ἑλληνικὴ λέξις το σελ. ἡ- 
νιον, ἤτοι µηνίσκος σελήνης, οὕτω δὲ εἴχε διωρθώσει τὸ κείµενον καὶ ὁ ἴδαας Ῥασγονν, 
ὁ καθηγητής τοῦ Ίααας Νενίσαο, Κατά τὸν Τ.Ι. Ηεαιδ (πιποάυσύίσα ἴο (ης οσα οἱ Ασοη- 
πιείες, Ε897) ἡ λάδις προῇλθεν ἀπὸ ἐξελληνισμὸν τῆς λατινικής λάδρως παϊίσωσι, ποὺ 
σηµαίνει ἁλατοδοχεῖον, καὶ δὲν ὀφείλεται εἲς τὸν ᾿Αρχιμήδη, ἀλλά εἰς μεταγενεστὰ- 
ρους ἀντιγραφεῖς. 

Ὅσον ἀφορῇ τὴν σηµασίαν τῆς λέξεως ἄρβηλος ἢ ἄρβηλ.ον, ὁ Ηεκίῦ παρα- 
πίµπει εἰς σχόλια τοῦ Νικάνδορυ, τραμματικοῦ, ποιητοῦ καὶ ἰατροῦ τοῦ Β' αἰῶνος κ.Χ. 
περισχόµενα εἰς τὸ ἔργον του θηριακάἀ 423 : «ἄρβηλοι λέγονται τὰ κυκλοτερὴ σιδή- 
ρια, οἷς οἱ σκυτοτόµοι τέµνουσι καὶ ξέουσι τὰ δέρματα». 

11. Κατά τὸν Πάππον, ἡ «ραγμαία τοῦ "Αποιλώνίου περιελάμβανε τὰς ἀκολωου- 
βσυς περιπτώσπις νεύσσων : 

Ι, Δοθέντας (α) ἡμικυκλίου καὶ εὐθείας καθέτου ἐπὶ τὴν διάµετρον ἢ (0) δυό ἡμικν- 
νεύουσαν (ἤτοι διερχομένην) πρὸς µίαν γνωνίαν τοῦ ἡμικυκλίου ἢ ἐντὸς τῶν ἡμικυκλάων 
ἀντιατοίχῶς. 

Π. Δοθέντος ρόμβου μὲ προεκταθεῖσαν τὴν µίαν κλευράν, παρεμβαλεῖν εὐθεῖαν ὅο- 
θέντος μήκους εἷς τὴν ἐξωτερικὴν Ὑωγίαν νεύουσαν πρὸς τὴν ἀντικειμένην κορυφῆν 
τοῦ ῥόμβου. 

ΠΠ. Εἰς δοθέντα κόκλον παρεμβαλεῖν χορδὴν δοθέντος µήκους νεύουσαν πρὸς δσθὲν 


τὸ βιβλίον ἵ τοῦ ᾿Απολλωνίου κερισλάµβανε 4 περιπτώσεις τοῦ ἵ (4), 1 περικτ- 
σεις τοῦ ΠΠ καὶ 2 τοῦ Π. Τὸ βιβλίον Π περιεῖχε 10 περιπτώσεις ι (Φ). 

(Βλ. ΤΙ. Ηεαάι: Α. πιαπαα] οἵ Οεοείς Μαιἰνεσιαῦκα, Όονες ρωυσλίσπα, 1965). 

34. Τὸ σύγγραμμα τοῦτο ἀναφέρει ὁ Πρόκλος «καθάπερ ᾽Απολλώνιος ἓν τῷ περὶ 
κοχλέσυ γράµµατ δείκνυσιο, 

15 Ὁ ᾽Απολλώνιος εἰς τὴν εἰσαγωγικὴν πρὸς Εὔδημον ἐπιστολήν του, ὁμιλῶν διά 
τὸ περιεχόμενον τῶν Κωνικῶν λέγει σχετικῶς πρὸς τὸν ἐπὶ τρεῖς καὶ τέσ- 
ααρας Τραμμάςτόπον τὰ ἑδῆς : ατὸ δὲ τρίτον (βιβλίον) πολλά καὶ παράδονα 
θεωρήματα χρήσιµα πρὸς τε τὰς συνθήκας τῶν στερεῶν τόπων καὶ τοὺς διορισμούς, ὧν 
τὁ κλεῖστα καὶ κάλλιστα ξένα (δηλαδὴ νέα), ἅ καὶ κατανοήσαντες συνείδοµεν μὴ 


10 Ἱστορία τῶν Μαθηματικόνν 

συντιθέµενον ὑπὸ Εὐκλείδου τὸν ἐπί τρεῖς καὶ τέσσαρας Ἰραμμᾶς τόπον, ἀλλά μό 

τὸ τυχόν αὐτοῦ καὶ τοῦτο οὐκ εὐτυχῶς οὐ γὰρ ἦν δυνατὸν ἄνευ τῶν προστυρηµένων 
ἡμῖν οκλεωθήναι τὴν σύνθεσινο, 

16. Ὁ Ηεῖεν ἐδημοσίευασε τὸ ἔργον εἰς λατινικὴν µετάφρασιν τὸ 1706, ὑπὸ τὸν τἰ- 

11. «᾿Απὸ τὰ σχόλια τοῦ Πάπκου δυνάµεθα νὰ συµπκεράναµεν ὅτι ἡ ἐργασία τοῦ 'Α- 
πολλωνίου περιελάµβανεν ἐξονοχιστικήν διερεύνησιν τοῦ προβλήματος. Ὁ προσδιορι; 
σμός τοῦ Ρ µέσῳ τῆς ἐξισώσεως ΑΡ. ΟΡ --λ.ΒΡ. ὈΡ δὲν εἶναι καβ ἑαυτὸν δυσχερής, 
διότι τὸ πρόβληµα δύναται ἀμέσως νὰ τεθῇ ὑπὸ ἐξίσωσιν τετραγωνικῆς µορφής, τὴν 
ὁποίαν οἱ Ἕλληνες δὲν εἶχον καµµίαν δωσκολίαν ν' ἀναγάγουν εἰςπαραβολὴν χω 
ρίου. ᾽Αλλ’ ἐκ τῶν δεδοµένων τοῦ ΓΠάκπου δυνάµεθα νὰ συµπεράνωµεν, ὅτι ἡ διερεύνη- 
κλα, καὶ ὅτι ἡ ἀνακτυσσομένη θεωρία ὠμοίαζε πρὸς τὴν θεωρίαν τῆς ἐνελίδεως εἰς τὴν 
προβολαικὴν γπωμετρίανο (Τ.Ι.. Πε: Α. Μάσα! οἵἳ ὤνεεκ Μαινοπιαἷσς, Όσνει ρυδήι- 
ομήΐσας Ι9ά1, σ. 166). 

Ἰ, Ὁ Περσεός φέρεται γεννηθείς εἰς Κίτιον τῆς Κύπρου κατά τὸν Β΄ κ.Χ. αἰώνα. 
Αἰσπειροειδεϊςτοῦθπερσέως εἶναι καμπύλαι πτάρτου βαθμοῦ ἔχουσαι ἐδί- 
σῶώσιν εἰς καρτεσιανάς συντεταγµένας | 

(αν --- ο) --- Β. -ἰ- ο -- 48. (κ ση, 

ἔνθα ες ἡ ἀκτίς τοῦ κύκλου τοῦ γεννῶντος τὴν σπεῖραν,  ἡ ἀπὸ τοῦ ἄξονος ἀπόστασις 
τοῦ κέντρου τοῦ κύκλου τοῦτου καὶ ς ἡ ἀπό τοῦ ἄξονος περιστροφῆς ἁκόστασις τοῦ τὸ- 
µνοντος ἐπικέδου. Εἰδικαί κερικτῶσεις τῶν καμπύλῶν τούτων εἶναι ὁ ἑλλειπτικὸς 
λημνίσκος; κ -ἰ- ἩἩ -- Εκ -ἰ- αγ. 
(ποδικὴ τῆς ἑλλείψεως 24:70 ἀπὸ τοῦ κέντρου) καὶ ὁ ὑκερβολικόςλημνίσκος 

(ο. - ον ---ᾱγ' 
(οδική τῆς ὑπερβολῆς 2α,20 ἀπὸ τοῦ κἐντρου], ὅστις διά α--Ὁ καταν ὁλημνίσκος 


(άντί επτραγώνων) ἐπί τῶν δύο κλκυρῶν τοῦ τριγώνου ἔτει τὴν ἀκόλουθον διατύπωσιν: 

| µμα ΑΒΕΏΌ καὶ ΒΓΕΩ, προεκταθοῦν δὲ αἱ πλκυραὶ ΏΕ καὶ ΕΟ μέχρι τῆς 
τοµῆς των Ἡ, ἀχθῆ δὲ καὶ ἡ ΗΒ, τότε τὰ δύο παραλληλόγραµµα ὁμοῦ εἶναι ἰσοδύναμα 
πρὸς τὸ ἐπί τῆς τρίτης πλευρᾶς Α κατασκευαζόµενον παραλληλόγραμμµον, οὕτνος 
ἡ ἄλλη πλευρά ΑΙ. ἴση καὶ παράλληλος πρὸς τὴν ΗΒ». 

Τὸ καθαρῶς ἑλληνικὸν τοῦτο θούρημα ἀποδίδεται συχνὰ εἰς τὸν ἁδελφόν τοῦ δια” 
σήµου γάλλου µαθηµατικοῦ Αἰεκίς Οείγαυί (1113-1765) καὶ ὑπὸ τὸ ὄνομα τοῦτο ἀνπςέ" 
ρεται εἰς πλείστα βιβλία Ἑτοιχειώδους Γεωμετρίας (π.χ. Ε.0-Μ, Εκεροίσες ες Όεσαιε- 
εἱς, Είνρε ΤΥ], ἀκόμη καὶ ἑλλήνων συγγραφέων (κ.χ. Ν, Σακελλαρίου, Στοιχεῖα Τέαµε- 
τρίας, 1990, «πθχος β' σ. Τ3, ὅπου τὸ θεώρημα ἀποδίδεται μάλιστα εἰς τὸν ἴδιον τὸν Αἱδ- 
κα ΟἈκίεπαι, οὐχί δὲ εἰς ἕνα ἀδελφόν του, ἀποθανόντα εἰς ἡλικίαν 12 ἐτῶν καὶ διακρι- 
θέντα ἀπὸ ἡλικίας 9 ἐτῶν διά τῆς πραγµατείας του Ὠνεςς αωδίγκῖωσες οἵ ατοπίας εἰμρήςπ)- 

Πρόκειται προφανῶς περὶ καταφώρου [στορικῆς ἀδικίας, διαχιστουµένης καὶ εἰς 
ἄλλα θοωρήµατα τοῦ Πάππου, ὅπως π.χ. τὰ φερόµενα ὑπὸ τὸ ὄνομα τοῦ Οµ]άΐ, τοῦ 5ισα”- 
αγί κλιπ. 
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Τὸ θοῶρηµα τοῦ Ὑπτίπποι : αὡς πρὸς ὃν κάντρον ἡ ροπἡ τῆς συνισταµένης ἰσοῦται 
πρὸς τὸ ἄβροισμα τῶν ροπῶν τῶν συνιστωσῶν» ἀποτιλαϊ ἁπλοῦν πόρισμα τοῦ ὡς ἄνω 
θρωρήµατος τοῦ Πάπκου, ἂν ληφθῇ ὑπ ὄψιν ὅτι τὰ ἐμβαδὰ τῶν παραλληλογράμμων 
ἐκφράζουν ἀπολύτως τὰς ροπάς μιᾶς πλευρᾶς πρὸς µίαν ἀντικειμένην κορυφήν. 


οὐ. Ἡ καλυτέρα ἔκδοσις τῆς Μαθηματικῆς Εὐυναγωγῆς εἶναι ἡ τοῦ Ε. 
Ηωαςα : Ῥαρρί Αεκαπάγιπι οοσεβοπίπ αἶαε πωρογπαπί (1876-78). Ἡ πρώτη ἔκδοσις, 
εἰς λατινικὴν µόνον γλὠσσαν, εἶναι ἡ Ἱενομένη ὑπὸ τοῦ Οαπιπιασάίπας τὸ 1388. Μία 
Ἰαλλικὴ µειάφρασις ἐδημοσιεύθη τὸ 1911 εἰς 2 τόμους ὑπὸ τοῦ Ρ. γε Εεκε. 

4:),. Ὁ τάλλας φιλόσοφος καὶ συγγραφεύς , ουσία (1792-1867) εἲς τὸ σύγγραμμά 
του αΚαβολική Ἱστορία τῆς Φιλοσοφίας» ἀποφαίνεται περί τοῦ Πρόκλου διά κολακευ- 


ράσµατα τῆς ἀρχαίας µαθηµατικῆς ἐπιστήμης, Εἶχε δὲ γνώσεις κατὰ τὸ μᾶλλον ἢ ἧττον 
ἀκριβεῖς ὅλων οΏν τότε θρησκευμάτων, τὰ ὁποῖα ἑτίμα ἐπί τοσοῦτον, ὥστε ἐκάλει αὐτὸς 
ἑαυτὸν τοῦ ὅλου κόσμου [εροφάντην. Τὰ σχόλια αὐτοῦ εἰς τούς περιφηµοτέρους διαλό- 
γους τοῦ Πλάτωνος, τὸν ᾽Αλκιβιάδην, τὸν Κρατύλον, τὸν Παρμενίδην, τὸν Τίμαιον, 
ἀρχαίας φιλοσοφίας, Ὁ Πρόκλος γράφει εἰσέτι ὀρθῶς ὁπώσοῦν καί ἀκριβῶς, παρέστηαε 
δὲ βέλτιον ἴσως ὅλων ον προκατόχων αὐτοῦ, καὶ τοῦ Πλωτίνου μὴ ἐξαιρουμένου, τὰ 
κωριώτατα φαινόμενα καὶ χαρακτηριστικά τῆς νεοπλατωνικῆς φιλοσορίας ὥστε διά ο 
τὴν ἀναλυτικὴν αὐτοῦ τέχνην͵ καὶ τὴν εὑρεῖαν ἐπιστήμην δυνάµεθα τῇ ἀληθείᾳ ν’' ἄκοκα- 
λέσωμεν τὸν ἄνδρα ᾿Αριστοτέλην τῆς ἀλεξανδρινῆς φιλοσοφίας». 

“1. Ἐκ τῆς ἑβραϊκῆς καὶ ἀραβικῆς τὸ ἔργον τοῦτο τοῦ Μενελήάσυ µετεφράσθη τὸ 
πρῶτον εἰς τὴν λατνικὴν ὑπὸ τοῦ Γεράρδου τῆς Κρεµώνης (1114 - ΕΤ, Νέαν μετά- 
φρασιν, πολὺ κατωτέραν τῆς προηγουµένης, παροοσίασεν ὁ Μαυρόλικος, ὅστις καὶ 
ἑβέδωσε ταύτην ἐν Μεσσήνη κατὰ τὸ 1928, Τέλος, κατὰ τὸ 1738, ἐεδόθησαν εἰς τὴν 
Ὀξφόρδην τὰ «Ἐφαιρικά» μετὰ σχολίων ὑπὸ τοῦ ἀστρονόμου ΗαΙΙσ{ί1ό656 - 1742). 

(Κ. Γεωργούλη: Ἡ ἑλληνικὴ ἐπιστήμη, Τόμος Ζ «Ἑλλάςο τοῦ "Ἠλίου, 1949). 

43. Ἐπ' αὐτοῦ ὁ καθηγητής κ. Ε. Σταμάτης εἰς τὸ βιβλίον του «Ἑλληνικὴ ἐπιστήμην . 
(Ἀθῆναι 1948) ἀναρέρει τὰ ἑξῆς (σελ. 15) «Πρόκειται περὶ µεδόδου ἐπιλόσεως ἄλγεβρι- 
κῶν ἐξισώστων, αἲ ὁποῖαι σήμερον ὀνομάζονται διοφαντικαἰ ἢ ἐξισώσεις ἀπροσδιο- 
ῥίστου ἀναλύσεως. Ἡ εὔρεσις τῶν τριάδων ἀκεραίων ἀριθμῶν, οἱ ὁποῖοι ἐπαληθεύσον 
τὸ Πυθατόρειον θεώρηµα (καὶ εὐρέθησαν τὸ πρῶτον ὑπὸ τοῦ Πυθαγόρου) ἀποτελεῖ σπου-. 


δαΐαν συµβουλἠν εἰς τὴν θεωρίαν τῶν διοφαντικῶν ἐδισώσεων. Φαίνεται ὅτι τῇ ὑποδείδει 
τοῦ διδασκάλου ὁ Θυμαρίδας εἴχεν εἰδικκυθὴ εἰς τὸν μαθηματικόὀν αὐτὸν κλάδον τῆς 
Δωρίας τῶν ἀριθμῶν, Ἠ λέξις ἐπάνθημα δὲν ἔχει ἰδιαιτέραν πινὰ σχέσιν πρὸς τὰ 
μαθηματικά, οὔτε ἐσώθη ἑρμηνεία της σχετίζουσα αὐτὴν πρὸς τὴν ἐπιστήμην τῶν µαβη- 
ματικῶν. Είναι πιθανόν ὅτι ἡ συναφἠς ἐπινόησις τοῦ Θομαρίδα διὰ τὴν ἐπίλυσιν δνοφαν- 
τικῶν ἐξισώσεων ἕκαμε τὴν ἐποχὴν ἐκείνην μεγάλην ἐντύπωσιν καὶ παραµοιάσθη πρὸς 
ἄνθος, πρὸς ἀπαύγασμα μιᾶς πνευµατπκῆς προσπαθείας». 

4. Βλ. Ε. Ἑταμάτη : Διοφάντου ᾿Αριθμητικά ᾿Αθῆναι 1963, Βιβλίον Υ, σελ. 316-317. 

45. Βλ. Ε. Ἑταμάτη : Διοφάντου ᾿Αριθμητικά, ᾿Αθῆναι 1963, σελ, 157 (Βιβλίον Ν, 
πρβλ. 10) 

46. Ἡ µειάφρασις τούτου εἰς νέαν ἑλληνικὴν ἔχει ὡς ες : 
«Εἰς αὐτὸν ἐδῶ τὸν τάφον κεῖται ὁ Διόφαντος τί θαυμαστός τάφος' καὶ δι’ ἀριθμητικῆς 
τέχνης μᾶς λέγει τὴν ἡλικίαν του. Τὸ 1/6 τῆς ζωῆς του ἑχάρισεν ὁ Θεὺς νά εἶναι παιδί. 
Τὸ 1/12 δὲ µετά τοῦτο νὰ βγάλΏ τρίχας παρά τὰ μβλα: μετὰ τὸ ἑπόμενόν δε 1/7 ἐνυφεύθη, 
κέντς δὲ ἔτη μετὰ τὸν γάμον τοῦ ἑχάρισεν υἱόν ἀλλοίμονον, ἀργογεννημένο ἀτυχός παιδί. 
εἰς τὸ ἤμισυ τῆς ἡλικίας τοῦ πατρὸς ὅταν ἔφθασε, ἀφοῦ ἀπέθανε, κρῦον πτῶμα ἑκάη' 
παρηγορῶν δὲ τὸ πένθος του ἀπὸ τότε ἐπί τέσσαρα ἔτη μὲ τὴν σοφίαν τῶν ἀριθμῶν, οὗται 
ἑπερμάτισε τὸν βίον». (Β. Σταμάτη : Διοφάντου ᾿Αριθμητικά, 19631, σελ. 195], 


κμρευνν ἁγωωσλκό ολων μάςτ να, οροεώοκή 
(Ε. Σταμάτη ; Διοφάντου ᾿Αριθμητικά, 1963, σελ. 401 - 403). 


-... Ξ - ο 


Σηµειώσεις τοῦ Μεταφρραστοῦ 383 
Ψανθαί κατὰ τὴν ἀρίθμησιν εὑρίσκοντο ἴσαι μὲ τὸ ἤμισυ τοῦ τρίτου µέρους πὐξημένου 
κατὰ τὸ ἔβδοδον µέρος τῆς ἀγέλης τῶν λφυκῶν. Σὺ δὲ, ὦ δένε, ἂν μοῦ εἴκος μὲ ἀκρί- 
βειαν πόσοι ἦσαν οἱ βόες τοῦ 'Ἠλίου, χαριστὰ πόσοι ἦσαν κατά τὸν ἀριθμὸν οἱ καλο- 
θρεμµένοι ταῦροι, χῶριστὰ δὲ πάλιν πύσαι ἦσαν αἱ ἀγελάδες ἑκάστου χρώματος, δὲν 
64 χαρακτηρίζεσαι ὡς ἀνίδρος καὶ ὡς µὴ ἔχων γνᾶσιν τῶν ἀριθμῶν, ᾽Αλλὰ δὲν θὰ 
εἶναι δυνατόν νὰ συγκαταριθµηθῆς ἀκόμη μὲ τοὺς σοφούς. Ἔλα λοιπὸν σκέψου καὶ 
τὰς ἀκολούθους μεταξὺ τῶν βοᾶνν τοῦ Ηλίου (ἀριθμητικάς) σχέσεις. Ὅταν οἱ λευκό- 
τρίχες ταῦροι ἀνεμίγνοον τὸ πλῆθος των μὲ τὸ πλήθος τῶν κυανῶν, ἴσταντο εἰς ἕνα 


της Ἰραμμῆς ἀπὸ ἕνα, βαθμηδὀν τὸ τρίπλευρον σχῆμα, χωρἰς νά εἶναι ἀπόντες οἱ ταῦ- 
ροι τῶν ἄλλων χρωματισμῶν. “Αν αὐτά τὰ εὕρης καὶ τὰ συμπεριλάβῃς µέσα εἰς τὴν 
ὑπερηφανευόμε- 


40. Συνοπτική, ἀλλὰ σαφἠς ἔκθεσις τῆς θεωρίας καὶ τῶν κανόνων κατασκενῆς 
μαγικῶν τετραγώνων ἐδύθη εἰς τὸ κείµενον διαλόξρως τοῦ Δρος µαθηµατικοῦ κ. Ἱ. Καλ. 
κάνη, δημοσιευβὲν εἰς τὸ βιβλίον : Μαθηματικαί Διαλέξεις, Τόμος Λ’, 

κ] 


ἕνα ἀριθμόν, µικρύτερον ἑνός ἄλλου συμπεφωνηµένου (κ.χ. τοῦ 10), καὶ ὁ Ὦ κροσθότει 
εἰς αὐτὸν ἄλλον ἀριθμὸν ἐκίσης µικρότερον τοῦ συµπεφωνηµένου. Εἰς τὸ ἄθροισμα 
προσθέτει νέον ὁ Α, εἶτα ὁ  κ.οικ, μέχρις ὅτου, ἕνας ἓκ τῶν δύο φθάσΏ πρῶτος συµφω- 
νηθέντα ἀριθμόν, π.χ. 100.81. Μ. Κταιοιᾶς, Ἱα πια νόπιπίίᾳωε ὧςα Ἰεικ ὅα γἐστέκύους 
πιαόπιαβσαςσα, Ἠσιυκεί]ες, 1919, ας. 214. 


Αἰγυκτίων, κατέφευγον ἐπὶ πολλοὺς αἰῶνας εἰς τὴν χρῆσιν τῆς µεβόδου, ἡ ὁποία εἶναι 
Ὑενικῶς γνηστὴ μὲ τὸν λατινικὀν ὅρον Ἑεφυῖα Εεὶκί (κανών τοῦ σφάλματος), ἡ τὸν Ίσο- 
δύναμον Κεκυ]α αὔρπιοπέί «ἱ ἀἰππαθοπές (ὁ 111, 145), παρ ἡμῖν δὲ ὡς κανύνν τῆς απὺ- 


τόμος Ἡ, 1953, σ. 417 (Όονες Ρωρήσα σπα). 

53. Τὸ πρόβλημα τοῦτο ἐκφωνείται διαφοροτρόπας : α) Δίδεται κύκλος μὲ κατο- 
Ἀτρικὴν περιφἑρεναν. Αἱ ἀπὸ δοθέντος φωτεινοῦ σηµείου Α τοῦ ἐπιπέδου τοῦ κύκλου 
ἐκπορουόμεναι φωτειναὶ ἀκτίνες ἀνακλῶνται ὑπὸ τῆς περιφερείας͵ Ζητεῖται νὰ χαραχθθ 
ἐκείνη, ἡ ὁποία θά διέλβῃ ἀπὸ δοθεῖσαν θέσιν Β τοῦ ἐπιπέδου τοῦ κύκλου, (ὅπου ὑποτί- 
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δ) Μά ἐγγραφή εἰς κύκλον τρέγωνον ἰσοσκελός, τοῦ ὁποίου αἱ ἴσαι πλευραί νὰ ὀιέρχώνται 


διὰ δοβέντων σημείων τοῦ ἐπιπέδου τοῦ κύκλου. 
(Ε. α- Μ: Εκετείσει 4ε Οἐοπνεσίς, Νο 1545]. 


51 Ἡ θούλη, ἡ βορειοτέρα νῆσος τῆς Εὐρώπης, ἐθιωρεῖτο ὑπὸ τῶν ἀρχαίων 
τδρς μυθικὴ ἀποτελοῦσα τὸ Έσχατον ὅριον τοῦ τότε Τνωστοῦ κόσμον (αἰίπ, Τμ), 
ὂπου κατὰ τὸ θερινὸν ἡλιοστάσιον δὲν ὑκῆρχε νύκτα, κατὰ δὲ τὸ χριμενὸν δὲν ὑπῆρχεν 


ἡμέρα. 


ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 


ΚΕΦΛΛΛΙΟΝ 1 


.. 1. ο. Ου ΡΑΘΟΙΠΕΒΕ, ες ἀένείορρειπεπί ὅε ἰα ποσα 4ς Ποπιοτε (Μέπι. ὁς ἵ' [ἶπιν, 
64ε Νεα, ι. πι, 925). 
2. Β. ΕΕΤΓΝΕΙΡ, Όνε Βεζπεη ὅες Ναατνύίκεγ (εἱρείς, 19. 


ΒΑΒΥΛΩΝΙΟΙ 


- Η. ΙΛΥΑΕΒΕΟ, Μοπωπνεπες οἵ Νἰαΐνει (Ἰοπάσα, Ι8άς. Ι85Ἡ, 
:Ἐ. ΒΟΤΤΑ Μοπωτοσαι ὃς Νϊπίνε ἁροσαναγι ος ἀόστῖι (Ῥασίς, 1849. 50]. 
Η. 


ὅ, π. ΙΕΡΦΙύ5, Ὠῖς ὑανοσίκσὴ - Απαγγίακν Ἰ Δηρεηπιάςς Πακ ἄετγ Τα[εὶ νοπ ου κγείι 
(ΑΕ. ἄες Βεεϊΐπε Ακπδεπίςε, 1571, 

1. 1. ΕΡΡΙΝΟ, Απιζασοσπέσεΐνος αι Ἠκγίσα, Ὀπίεγ Μομίέκαπα νου Ῥ. 1. Α. ίοσπα- 

γε (Επανωςε 1989). 

ε, ᾱ, ΕΠΝΔΕΙΟΕΙΑ, Εἶα αἰλληήσκίκδας Ρωόρίκα, αασι Μϊάκίαωφα οσα Β, ν θάμη 
(μἱρής, 1996], 

9, Η. Υ. ΗΠ ΡΕΕΟΗΤ, ἨΜαὐεπιπήσα], Μεϊτοἱομίοςί απά (τοποἱομίσαὶ Ταυύες (οσα 
νε Τεπερίο Ταυγαίςγ οἱ Ἱντρρας (Οαπεί[οσπι Τεχίς ρα σι Ὦγ (νε Βαθγ]οπίκα Έκρε- 
όπίσα, οἵ ος Ὀπίνεγα, οἱ Βεηπαγ ναί, 8ετ. Α, νο. ΧΧΧ, ραστε Ἰ, 1906), 


ΑΙΓΧΠΤΙΟΙ 


υ.μ. ΙΕΡΗΣ, Όείεγ εἴπε Ἰμετοργρείφοῖνε Πππολπιή απι Τεπρεί νου Εάῑα (Αι ἄετ 
Βεγαπες Ακπύεσιε, 1851], 

Ἡ. Α. ΕΙΡΕΝΙ ΟΗΕ, Εἰ πα νεικοςῖνος Ἠκοάυυκὲι 4εγ ἄΝεο Αεκγρέεγ (Ῥαργγυς ΕΙά 
45η Ηθη Μυφευπι) (εἱρεία, 1377, Ἡ Ααεραῦε, οσο Ταεία, ἰά,, 1091]. 

11.1. ΚΟΌΕΤ, Ίων ρτέιεηόυς ργοῦ]ύσιςς ἆ αἰρύστε όν Μκπυεί όν επἰκαἰσέσας (συτα, 
Ἀπίκθσσε, 1587]. 

13, Ν. Μ. ΕΙΙΕΝΌΕΗΣ ΡΕΤΕ ΠΕ, Πα έμαπι, Καναα, απά Οαπεῦ (1 οπόσα, 13915 { ὕππππαεα- 
ο ή φερπα]η! πεσπεγο ριµίσα πο 1497 4 Ε. 1. απ, 

14. 1. ΒΛΠΙΕΤ, ο ραργγας πικὐλἐπιαίαως ἆ Αα (Μέαι,. ρα ές ῥας ἵὁ ππτες ἆς 
α πὐκαίσα ατολέολοφίαυς ἠγπηςπίφο πο (πίτα, τ,. ΓΚ, 184). 

15. ο. ΤΟΕΙΑ, Βδωάἱ ἐπίογωο αἴ]α Ἰορίπεέίσα ῥτεςο -ερἰτίκπα (Οἱσσῃ, 4 Μαιοσιαὐσίνε, νο, 
ΧΧΥΗ, 1490. 

16, Η. Ξ.ΗΑΟΚ -ΘΟΗΑΟΚΕΝΒΟΜ, Όε Βεγίπες Ῥαργτυς 6619 (Ζεΐωαςα, ἴ, ἄργρή- 
εῖνο Ἀργαςένς, {. π'- 1900, ο ΧΙ., 1901], 
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"1. Τ.. 6ο. ΚΛΕΡΙΝΣΚΙ, Μιομις ΠΜαπεπιήσαϊ Ῥαργγας ἵνο, 651 (ία, νο, Ἡ, 1923), 
15. Τ. Εκ ΤΕΕΊ, Της Ἁλίαά Μωααιεσκὶ Τκρυσυς, Ῥκάκὰ Ῥδοροααι 10057 απά 10018. 


κΕΦΑΛΑΙΟΝ ἩΠ 


|. Όρετε ἀἱ ΡΙΑΤΟΝΕ ε ΑΒΙΡΤΟΤΕΙΕ: αἱ εί επτίσπο ἰπ[πίως οὐσίοηπί ὁ Γεοὐσείοαἱ 
ἴα αμα Ἰς Ἡπευς. 

2, Ἡ. ΤΗΕΙΣ, νε Εγαρπεπίο 4ετ Ὑουκοκγπίκας, 2 ο. (Βεσίία, 1906 0. 

1, Ἡ. ΡΙΕΙΞ, Ὠσκοσταρίά ατασοί (Βεπία, 1870. 

4. Η. ὈΙΕΙΡ, Ὀγπιρος ἴπ Αγπσιεϊς Ῥγήίσστυσ τος απαίτωος ῥρΏοσας (Βετοίίαί, 
Ι8401). 

5, Ε. ΒΙΟ, Όςσ Βεωσηι ὅεα δἰπιρήσίως ἄδεε ο Οµιπάγείυσση ἆσι Απηζριυα υπά ἆσι 
Ηιρροκγαίσα, ΕεοςἸέσοι μπά ἀκαίαο (εἰμες, Ι9ατ, 


κΕΦΑΛΑΙΟΝ πι 

1. Ευσμάς Όρεγα οππία, εἀἰόεταπα Ἱ. Ι.. ΗΕΙΗΕΚΟ ει Η. ΜΕΝΩΕ, Πήρείας Τευνπεν. 
Υοἱ, 1, Εἶεσι,, Τ. ΕΥ (1881), νο. Π, Εἰοσι., [. ΙΟ (13984), νο. πι, Εἰεαι., |. Χ (1886). 
νο. ΤΥ, Ἐἰεπι., Ἱ. ΧΙ ΧπΠ (18851. νο. , ἱ. ΧΙΥ -ΧΝΥ δε]οϊία (18881, νο. Υ, Όεια 
(1396): νοι. Υπ, Ορίσα εἰ Οπιοριῖσα (1895], ναὶ, ΥΠ, Ῥήπεποπιεπα, δεπρία ανασα, 
Εγαμππασία (1916]. 

1. Μ. ΟΗΑ5Ι ΕΣ, ἴωε ιγοίς ἥντος ὁες ροΠίσαιος ἀἘυεί[ίάςρ ὐαθίς ροαγ ἵα ρυεπίόγε {αἷη 
(Ρατίς, 1860) 

1. Ες ΛΕςΓΗΤΒΑΙ Ό, Ειςμά)α σσ απ Ὠλνίπίου οἵ Εἰπατες, ή ἃ ποπίογεὔσα Ὀανοά ση 
Ἡ/οορεκες Ταχ! απ σα νε Ῥχασείσα ροσαιεἰτίας οἳ Ἱ δοπαγάο Ῥήπαπο (Οαρκίάμς, 1913]. 


ΛΡΧΙΜΗΔΗΣ 


4. Ατοζμμιιώις Όρετα οπιπία ομσι Οσππσηϊατς Επιοςέἱ, «ά, ἨΕΙΒΕΒ, 24 οὐ., Γλραίας, 
νο Ἱ Πίο, απ ος, π 913, 


ΑΠΟΛΛΟΩΜΙΟΣ 
3. Αροζοση ῬΒεερκαί «οαίσοσσαα 11ο, Ύπῃ, οἳ. ΗΑΙΙ ΕΥ, Οασσίαε, Ι10, 
6, Αροζοηι ασπο ΟΓγλοσς εχίασί ουσῃ (οσισπιεπηατίές ππὔὐσαί., «4. ΗΕΙΒΕΜΓ, 11ρ- 


πας, νοὶ, αμ; νοι, Π 1191], 


Ι. α. ΒΕΚΝΗΑΚΕΥ, Εεαιοφίκύσα (Ἀγοίαί, 1922). 


4. ΟΕΜΙΝΙ, Εἰεπκαία Απιτοποσιας, ο. Ο, ΜΑΝΙΤΠΟ5 (1ἡραίαο, 1998}. 


3. 


πω να ο µη 
ρποσ! ΡΙΑὈΟΟΗΙ ἵπ ργίσπασι Εισμάίς Εἰπεαπίοτυσ νευσι οοσιεπέαἰ, εκ πες, 
ο. ΕΒΙΕΟΙ ΕΙΝ (ἡμείκε, 1871], 


6, ΡΑΡΡΙ ΑΙΕΚΑΝΕΟΒΙΝΙ Οοἱσσύσαία Ύὔνο αροερυσι, οὗ. Ε, ΗΟΙ ΤΟςἩ (Βετοίαί, 


1. 


δ. 


11. 


4. 


... 


1876]. 

1. ὈυΡΙΙΒ, Ταέσα 4ο αυτης, ρἱιήοπορᾶνε ρἰκισσἰείεαι, Εκροπϊόσα ἄπι οσπαΐππαποσς 
(πα (άππκὔσυεα υὔ]εα ρους ἵα Ἰεοίατο ὃς Ρίαϊσα (Ῥασία, 1892]. 

εὔνοα [ζεβογλοίχυπα ὧςσι Αν Ὀδισιας αἱ - Ὀπιακίνκί (Ανά, συ Οσο, ες Μα, 
4ες Νειυτνήκνεσα να ήση απά ὁσ Μεάπίπ, Ἠείι Π, 912). 


ΚΕΦΛΛΛΙΟΝ Ὑ 


«ΤΗ. 1. ΗΕΑΤΗ, Αεἰκατεδς οἵ 8απνος, νο αποἶεπί (ορεππίσας, Α Ἠίϊποςγ οἵ Οσεείς 


Ααίτοσσσιυ {ο Απασοῖνας (Οκήαγά, 1913). 
Αυτοιχγο, Ός αβπεγα αὐσς πονείατ Ποτί ἆμο. Ὃς ογὔσας οἱ ουδσυς οί ἆνο 
ἅπωσι ει 3ο απὐφαίςκ, εἀἰάί: Ε, Ἠσ]αςὰ (αραίας, 1356). 


.Ὁ. ΜΑΝΙΤΙΙΙ5, Όες Ηγρείκλει Απαριογίκος πας Γοἰογκείσγυης η Πηλνκίτ πο 


Ἠεληράςίι (Ὀτεπάεα, ΙΒ]. 
1.1, ΗΕΙΒΕΚα, Τηδούοσείας Τηήροίιςς βρίκετίσα (Αι, ἄεγ Οεφεῖ!, ὡετ Ἰπετικοῖναί. 
επ τα Οάαρεα, ΓΗ]. - Μπι, λε, εις Γοῖμε Βά. ΤΝ, 1921. 


.ΡΑΙΠ.ΥΕΕΒ ΕΕΟΚΕ, ἵοει Ὀρἠέπαωες ἄε Τμέοάσοε ἂς Τηροῦ, Όευνγες (Γαίας ρους 


Ία ριεπήῤτο {οἱ όν Οτος επ Εγαπεαία, ανός μπο Ἰπιτοάπσιίοα σἳ ἀσι Νοίας (Ἠσιιφες 
ι17]. 
ΗΙΡΒΡΑΜΟΗΙ απ Αγεά εἰ Ἐιδοκί Ρε ποσα (οππισπίατεσα, ο. Μαπϊζιις (ἳ ἡρτίας, 
1894), 
Οοπιροκἰείσα πιανἑσιαίηυς όε Ο1.ΑΌΡΕ ΡΤΟΙΟΜΕΕ, (Γαδµίιο ροας Ίά ρεεαιέότο {οἱ 
4ω κτὸς οὖ (επωςαίς ρα ΗΛΙ. ΜΑ, 2 νο, (Ρατίς, 1813 ο 1816; εἱρτοδσίίο πεὶ 1921]. 


«ΡτοιΕΜΑΕΙ, Βαπρίωστίαας ΙΟ0ΟΕΡΌΑΝΙ, Ραπρίστίαπα, Ἐ. ΟΟΜΜΑΝΕΟΙΠΝΙ 


υἠπα κ ἵπ Ῥιο]εσιασί Ῥιαπιαρηκευσ (σαιποπίασίας (εσεις, 1328) 


ο, ΡΤΟΙΕΜΑΕΙ, 1 1ὅα; 6ο Αποζημισαις (Ἀσαιας, 1922). 
.. Τα 4 Οἑομταρθής 4ε .ΛΟΡΕ Ρτοι ΕΜΑΕΙ, σπά. ρα; ΗΑΙ ΜΑ (Ρατ, 1875], 
: ὉὈσαιπικωίί(ο 4ο ΤΗΕΟΝ αως Ἰς ρεεαιία: 1ντο ὁς Ἰ Οοπιροφίοα πιαινέαιαὔαυο ὁς 


ὕσα νου ἵν. πολπιίάι (ἱ εἰραίᾳ, 1409]. Νοἱ. Π:. Ἠεγοῦς να Αἰακακάκία Μαλκαῖκ ανά 
Καιοριῖ ἔνεγαυκρερεῦεῦ υπά ὀεσκεσί νου Ι.. Νὶκ απά Ἠ), Ἀκλιίάϊ (αρείᾳ, 1901]. 
γοἱ, ΙΠ: Ἠετοσς νου Αἰεχαπάτία Ὑεποκκυπρεητε υπάἁ Ὠἱορίτα, εσας πιά ἆς- 
οἴ ος Η. Φομώπε, Νοι. ΠΥ: Ηετοπίς Ὀκίπέήσσες σαπι παγας (οἩροίσπίνας οσρᾶς 
Ο. θΑιίάτη απας, εἀίάιι 1. Ι.. Ηείσοςα (Πάραίας, 1912). Ὑοἱ, Ὑ: Ἠετοσία αυδο Γαπαπίαγ 
Οεοπκητίσα εἰ ἆς Μεκυσία, οὔἱάῑι 1, Ὁ. λαμες ναι τς, 


τος (Εἱραίας, 1999), 

Οοάες 1,εἰδεπαίς 199, [, Αταλῖνο οἱ Γαίίως οάἱόστωπί Π. Ο. ΒΕΣΤΗΟΗΝ αι 1. 1. ΗΕ- 
ΓΒΕΒΩ (Πκμπίας, 893 - 1910). 

Α. Α. ΒΙΟΒΝΡΒΟ, διωθίκα θἱες Μεπείασ”ς βρἰιάηϊκ (ΑΔή. Σω; Ο6οςἩ. όεγ Μαιλεσια» 
ης, Ἠεει Χιν, Ιαἱραίᾳ, 1902). 
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κΕΦΑΛΛΙΟΝ σι 


1. Νἰσαπιαςδί Οεγαδεπύ Ρυήιαφοςαὶ Ἰοιγούυσίοπίς ατἰνπεύς [ον Η, ο. ΗΟςΗΕ (11ρ- 
σίπε, [δδ]. 

} Μ. ΦΙΜΟΝ, Ὀὺς ετίεα ὁ Κάρίτεί ἄες Ιπαυύο Απηημισι εί Νίκοσιαείνος (Ας. 
{. 4ἱε Οσκὰ, ἀ. Νααρν. α. ᾱ. Τεδα., ἱ. 1. 0). 

ἆ. μπιίείας 4ε πιαεπιαίο αεὐεπίία νε, εὐ. ΕΕΣΤΑ (1ρανε, 1891]. 

4. ἱπσιθίίοβαν ἵ ΜήοοπιαςΒί απο ίσκι ἰ[ιγούυσύσσει 10ο, οἳ. ΡΙΣΤΕΙ.Ι1 (ρ- 
είαε, 8], 

4. [αρίνωκ] Τηεοϊορισπεσα απήπιεύζα, εᾱ. Ν. Ώξ ΕΑΙ.ΟΟ (Ηραίας, 1927). 

6. ἵ Μαπωςὶ ἆ ἱπιγούάωσίοι αγἰνανέίαωε 4ε ρἰήιαφορίε Ὀσπιπίπος όε [ ατίσκα, ἱγαόυο- 
ύση ρας Ρ. ΤΑΝΝΕΕΥ (Μέπι. οεπίθωςς, τ. 1, Ῥαπς, 191). 

Ἱ. Ὀλορθαπίί Αἰοκαπάππὲ Όρετα σπιαίὰ οι ΟΓαεςίς Οσπισνεπασί, οὐ. ΙΑΝΝΕΗΒΥ 
(άραίκα, 1. ἵ, 1191. ε. η, 1893). 

α. α. ΝΕΑΤΗΕΙΜ, Ὀἱε Απηημι υπά νε δε Όσοι ος Ρο]γμοπαϊκαίες ὁες Ὀίο- 
ρβηίως νου Αἰεκαπότίοη (1 εἱραίᾳ, 890: ἵη αρροηόῖος Εἰὶ ερίρταπισή Φε Απιούομία 
εγεσα]. 

φ !, ΒΛΠΙΕΤ, ἵε ραργγως πιανόσιαύαυς α΄ Ακηπιία (Μέπι. ὄε Ἰά πβκίοῦ αεςνέοί, 
ἵταως. αυ (αΐσε, τ. ΓΚ, ἕωας !ἰ, 1892), 

ιο. 1. Ε ΗΕΙΒΕΒΕ, Όετ ΕγκαΜΙΩΙΔΟςο Μα ὐνεπιαίκεν σου (ΒΛΗ. πανε, Ἰνασνα 5ο- 
πα, τ. ἵ, ΙΤ, 

1. Ρ. ΤΑΝΝΕΒΥ, Βοβίως εωΓ Ίςς ποποῦεε». Ῥνεϊως ωΓ Ὀορίπις (Ἠενωε ὁσ5 έως 
επόσαυες, {. ν, 1592, ι. η. 1899). 

(2. 1, νΝΑΦ.ἨΚΕ, Όλι Ποςϊνεπαον ὁσν Μβακίπνυς Ῥαπυθας ἁς ὀσπι γιοπήκκ κι Όδει- 
πείει (Ηε]ίε, 1378]. 

11. ΒΑΒΙΑΑΜΙ ΜΟΝΑΟΗΙ,  ομπείσα πωπς ρείπιώη Ἰαέπε γοὐδτία ὰ Ι. ΓἨλΜμηβξΕβο 
(βαγίικής, [594]. 

14. ο. ΕΒΙΕΟΙΕΙΝ, Ὀίε Οεοσιειτίε 6ες Ῥεωκπτις (Απκδαςἒι, 1866). 

(5 Ρ ΤΑΝΜΝΕΒΥ, Νοῦσες δὐς ἀθιικ Ίεηγες αγἰμπιόήθωες ὁς Ν]οσίας Αλαθάας, Μαχίς 
ει τράυκείση (ΝΜοϊίοες οἱ εκιραἰ ὁε πιαπωκοίς, 1. ΧΧΧΗ, ραστε ἴ, 1586], 

16. Ε. Μοδοορυιο͵ Ορωοσίο καὶ αωκάσαἡ αιαρήή: 8. ΟΌΝΤΗΕΗ. γεσπαίκης Ὀπίςγ- 
φυεΐαπφεα σας Οερςλ]εἰής εν πα νει. Ἠνεπσεϊναίνεπ (1 εἰρείμ, 1876] 9 Ρ ΤΑΝΝΕ- 
ΑΥ, Με. εκἰσπήίίαυες, Ί. ΙΝ (ρε, 1920]. 


ΚΕΦΛΛΑΙΟΝ ΤΗ 


.. Όσερας ἱπκογίρείσοπωση ἡαίπαγωπῃ (Βεγοίπί, 1853 - 1801). 

2 Μ.ΝΙΤΚΟΝΗ , Όε Αεοησσιυσα οτί ἄεοετη (Εἰουεπία, 922): πε πε «οπθροῦ {ῆ- 
πωπγενοξί αἶιπε οὐ. ε ἴγεά, ἵπ ἵωτε ο Ἱπρος. 

1 α. ΕΒΙΕΟΙΕΙΝ, Όες Οασυίας ἆσι Ὑἱοιοσίας (ΖεἰεσἩς. {. Μαι, υπ. Ρε, 1. νι, 
ΙΤ, 

4. Νιοιοτῶ Οεἰευυς εκ Οοδΐσε Ὑπήσκθο οάΐτας (Βοἱ. 4ἱ ΕΝ, 6 Μοσία ἀείε πείκασε ισα. 
ε [α., 1, ΙΝ, 1811). 

5 ΜΑΒΤΙΑΝΙ ΟΑΡΕΙΙ ΑΕ, δαυτίοσα, ἵπ αωο ο παρ Ῥηή]ο]ομίαε εἰ Μειουγή 
40ο εἰ ὁς περίειη αγινας Ηλεκ ας Ηθη αἰωβυίαγος, εὐ. Ὁ). Κορρ (Επποκ αγ! α. Μ.,. 
18140). 
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ο... ὃἂ ο υ-υ-υ-υ-υὺυὺυ-υ-. ου ο υ------Ὑ---.αὼἐὼὃαὰὼἐἂ ἑ 


6, Ε. ΒΙΙ)ΜΕ, Κ. ΙΑΓΗΜΑΝΝ υπά Α. ΕΙ)ΟΟΙ ΕΕ, Ὀῖς Βολίίνεα ἄες γὔπιίπολεη Εεὶ- 
ἄπισιπεγ Ἠεταυκρερευεῃ υπά επδωιεγ (Βεγκη Γβ ε 1832), 

7. ΥΙΝΓΕΝΤ, Νοσες οἱ εχιγας ὃς Ἰα ΒΠιοδονόσυε ἐπιρέτίαῖς (ιτ, ΧΙΧ, ρετῖς 24, ῬΒησία 
1558). 

δ. Μ, ΟΑΝΤΟΒΕ, Ὀίς γὔπησοίνεα Αρτίζιοσοίεα υοά [δε 5 Ώάημ ἵ ἄεγ Οκπτεἰήοϊηε ες 
Ρεἰάπιεακασ (1 αἱρείε, 8711], 

ο ΜΜ. ΕυΤΖΕ, Ὀἱ Ηιπάκςυπῃ Νο, 14816 ὁετ ΚΕΙ. ΗΟί- ωπά διαδΙΑΜΒΙιολνες συ 
ΜύπΕλεη (Αμ. ες Οεκο. ἄετ ΜαΜεπαὰ, Ἠεῃ να, 189, 

10. Υ. ΜΟΗΒΤΕΤΕΙ Ρ. ΤΑΝΝΕΕΒΥ, Όῃ ϱοανσευ Τεκίε εν (γα ἆ) αγρεπίαρε ει ὁός ϱέ- 
οσιείτιε ἆ ἘΕραριγού πας εἰ ὁε Ἠεγυνίως Κυίαε (Νοιίοες εἰ Εκίγκές ἄκι Μααυαογης, 
.. ΧΧΥ, ρα 7 Ρας, 890]. 


κεΦφλλΙαΙΟον τη 


Ἱ. Α. Μ. Τ. ΒΕΝΕΒΙΝΙ ΒΟΕΤΗ, Όε ἰωκητατίσπε απἰήωποσιίσα δεί 4μο, ας πίσσα 
(πωσίςα [ή φἰσφυς, οσοι Οεοππειτία αυαε Πετίατς Βοσεί. Ε ης παπα φογίρεία 
ες . ΕπΠεάείη (ἱ1ρᾳίας, 1867). 

2. Ρ. ΤΑΕυΤΙ ΕΙΝ, Ιπιοσπο κά αἰσωπί κο κό θεα δνί αἱ επἰσοίο ἀεί αὔασο. Τιπαί- 
μις ᾱἱ Οετ]απάς «Ώς Αἴκσος (Β]. 4 8ἱΒ/, ε ποσα, τ, Χ, 871. 

ἃ, ΜΙΟΝΕ, Ρειτοϊοείας πείπας Οπγπας εοπφρίευς, τ, χι, ιχχ και ]. Χκκιν 
(νοἱαππί οσαἱεωεπῖί ἴο ορεγε ἀἱ (ααποάογο ὁ Ππήσγο]. 

4. κ. ΡΙΡΕΗΝ, Εοειοί! Αγιηππικολίε (ΑΕναπά. τας Οσο, ἄε Μεοσι,, τι. ΙΠ. ΙΙ 

3, ΝΕΝΕΚΑΒΙΗΣ ΠΕΌΑΕ, Όρετα ὄὔκε αρεπασί σσπία, 12 νο, (πάσα, [841-441] 

6, Μαπαπησπί Αἰσηήπίαπα (Βογίία, 71). 

7, Μ. ΟΙ ΗΤΖΕ, Ὀις Παπάς Νο. 14816 ὁςτ ΚΕΙ. Ηοί - απ δίααι ΠΗ, το Μάπεβεπ. 
(ΑΕ, χα επςα, ὁεγ Μαἠνεπας, {,. ΥΠ, 191]. 

δ. ΕΒΒΗΕΗΤΙ ρουπία 5ΗΥΕΞΤΗΙ Π ραρας, Όρετα πιαεπιμίίσα, ο, Βυσοσα (Βετία, 
1109]. 

ος. ΗΕΝΕΑΥ, Ῥοίσευς Οσσεαἱ π Ηε]οερί αά Αἀεἰαγάαπι Βαϊεηνεπι πιαρίπίγυση βιαι. 
Εταρπισοί εως α πμιρσύος εἰ ἵὰ ἀῑνίκίσα ρα ρου α ρπεπιύτε [ος (Α991, τι; 
Οκτ. ἄεγ Μαϊπεπακ, Π ΗεΙ, ΙΛ0], 

10. Μ. «υΒΤΖΕ, Βγαυύσα ρεοπκήτίας, Επ ΗΠΟΟΥΠΙεΓ Τγασία{ αυ5 4ειη ἘΕπόε ὅει σῦ- 
[εν )αμηλαπάσγα (Μαπαικμεζιε Γ. Μαι ἃ. Ῥηψε, τ. ΥΠ, Φ. 

1, ΤΑΝΝΕΒΥ ει ΙΕΕΒΝΑΙ. πε οσεπεεροπύαπος ἆ' επο]λίγες όν ΧΙ εἰῤείε (Μούσες 
ει εχιγας ση παπαφος, τ. ΧΧΧΥΙ, 1900. 

"5 Α ΝΑΟΙ, Όεγ αγ πικσοίνε Τελ]αι νο. Βωόοίρη νου [ασ (Ας, συς ση, ὁεε 
ΝαΜ., τι. Υ, 890] 

11. Μ. ΟΥΒΤΖΕ, Εἰπ «Τγασίστας ἀς απησου πως ἀεγ Ἰεπάς ἀσι ΧΙ υπά ΧΙΗ Γαλείνιη. 
όεγις, Νσλ (σάεκ Ὑἱπάου, Ρα], 901 Γοἱ, 87 96 (Φεἰακῖνς. ἔ, Μαν. ο. Ῥηψει, τ, 41, 
Ι408]. 

1. ἨΤΝΤΕΒΒΕΕΒΟ, Ὀςγ Τγακίαίι ΈΕγκηζο)ς νου [σε άς αμαάκαεωγα οποια] (Αι, 
ας Οεκςδ. ὁετ Μα, τι. ΤΝ, ΙΗ2, 

Ι5. Μ, ΟυὐΗΤΖΕ, ἠκμαδεα χω Οεςςίηε ἄετ Τγὶροποπιείτίε ἰπι εἰ ἱείνεη ΜΙεἰα). 
με (8181. Μαιεαι, Ἰὰ θεα, νο. ἳ, 1900: οοπήεσε επίγαµί ἀεὶ Τε ἘΕπιδαάογαπη 4εί 
Βαναφογήα]. 

16. Μ. ΟυΕΒΤΖΕ, Όειγ Τσε Επιαάσγασι 4εο ΑΓ ΊναηΙ ὃς Οία Δανανογόα ἰπ ὧετ [ένευ. 
πείχυπᾳ ση Ῥίαΐϊο τος Τὶνοί (ΑΗ. συ ΟσςἩ. ες Μιώγεπαύκ, Χη ΗΝ, 900, 


1οῇ . Ἱστορία τῶν Μαῦτματικῶν 


1 Μ. ουττµΑαΝΝ, Οοας ἵνα ς Μεπολσίω οεέα - Το υαγεη, Ἱεἰμουςοὴ ἁεγ Οεο- 
(Βοεία, 19131). 

14. Μ., ΞΠΒΕΒΒΕΜΩ, Όας Βυςὴ 4ος Ζαδί ἀσι Ῥαθοί ΑὈγαβαπα ἴσο Έκτα (Εικακ[ας! κ. 
Μ., 1805]. 

19 ΑΒΒΛΗΑΜ ΤΙΝ ΕΒΒΑ,, Βυςὶι ἀστ Εἰπλνείι, Αως άσε Ἠευα]ρονευ Πδεγοησι πευσι 
Ρατα[ελωείίει υπά Ἐτάπίσταπασα Σω Ἰαιναιπαίς ἵνα Έπτας τοπ Ἐγασι Μάιλς 
(Βείήα, 1921]. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ κ 


ΙΑ. ΥΙΙΤΕ Πεμ» ση εις Ξοΐεπος αἵ νο ΟΕήσεδε, Νοποι Οήπα Ηεγαλά, οπηαρεί, 1852. 
ἃ ᾱ. Ἱ. ΒΕΛΝΑΤΕΚΙ, Ὀ Αναιαᾶς ἂις άνοια ο ά σσ, ι. 1.1, 1836. 
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4, ο, ΥΑΟΓΑ, ο ομως ἆκ αλὰ ο, Βοῦ, ἂν 481. 6 αἱσσίε οςς., ι, ΥΠ, 
05, 

4 ΥΟΞΗΙΟ ΜΙΚΑΜΙ, Τῆε Ὠενείσρεπιεπι οἵ Μαὐνεσιωύςς ἰ. Οία απά Ίαραῃ (Λ0- 
Μαπά. εως Οεθοηίσις ὁσ Μαοιαί, κά ΗΕ, 1912). 

6. ᾱ. νΝΑΟΟΑ, Νοις Οἰπεκί: ΠΠ. ἵὖπ ρποξύεσια Φεῖ απαϊσππατίου Ἱ. Ἠπημ. Βἰνίσία ἱ πέωάί Ο- 
πασαἰἰ, νο, Ἡ, 1913. 

1. ΝΑΝΗΕΕ, Ῥεολίεις οδίωοίς όω Δεοοηά ἀεμτέ, Τους - Ῥεο, κ. ΧΗ, 1911, ρ. 201- 
443: Αἰμέυπε οπιοίνε, ἱνί, τ, ΧΙ 1914, ρ. 191 100, Του οεσί νοἰαλες ου Τ απαΐγτε 
ἰπάδιεεπαίδές εν Οίας, ἰνί ε. Χο, 915, ρ. 11 -26 ο 201-110, 11-Υςε, πι ιέἐπιαοίσπ 
οὐίποία ἄω ΧΙΠ θίῤοὶς, Ἠ., ρ. 33117 - 568, ΕΙοίήσοςς πα πισππαἶσα δίπεπς, Ῥέ -ἴοα, 
μαι. Χν, 1914: Ἱα ποϊιαήσα αἱρόπώφυς επ (ρε αυ ΧΗΙ Βἰδείε (Έενιε ὁὲες αυεκύσας 
θζκηἼπαςς, α κεε, τι, ΧΧΙΥ, 1913, ρ. 314-381, Τε Ατζημιεώς (Ἰδμπίε οί Ἠσία 
«Ἠοα Ὑππα (Τὸ Αανετ. Μοσγ, 1. ΧΧΧΙ, 1924, ρ. 235 - 1, Τὸ (μέσα. 1εη (αμ 
οἵἳ Ὑδαῃ Ὑδαυ ες, τ, ΥΠ, 1926, ρ. 101 115). 


ΚΕΦΑΛΛΙΟΝ ἆΧ 


Ι. οπής ἱππσίράσπυπι Ππάίσπγισι (ἱσπάσα, 1558). 

2 Επἰκταριία ἰσάίσα, τ. - ΙΧ (ρωυυβσισίσως αἰΠοία)ο ὁεἱ ὤονετπο (πβ]ενε]. 

1. Ε. ΦΤΝΚΑςΟἨΗΕΥ, Βὔα κεπίτα οτ να Αἰφεῦγα οἵ νε Ἠϊπάως (1.οπάσα, 18131). 

4 1. ΤΑΥΙΟΒ, Πάνα ος α Τηεδίίο οἵ Απζημες απά ΟεοισείΥ Ὁ) Βἰαασαγα Αζαγγα 
(Βοπιαν 1816], 

ς Η. τ. οοιΕΠΝΟΟΚΕ, Αἰρεῦτα ΟΠ Απζηισιις ἀπά Μεηκυγαήση (Ἰ οσάση, 1811). 

6 ΕΕ. ΒύΒΟΕΞΟ απά ο, ἈΗΙΤΝΕΥ, Τε 8ωγγα Βιάάµαπτα (συτα. οἳ νε Απιετίσαη 
Οµἱαπεκδί Βοζύςαη, τι, Ἠ], 1855). 

7. Τοκαβαήσα οἳ νε 8αγγα Βδάμαπια ή ΒΑΡΗ ΕΝΑ ΒΑΣΤΗΙ απά οἵ ὖνα Βιήά]νασία 
Βἰγοπιαπί ϐγ νε αΐε Ε. ΛΠΙΝΚΙΝΦΟΝ πενκεά ὃν ΒΑρυ ΌΕΝΑ 5ΑΣΤΗΙ (Οκαπα, 
ΙΝ01]. 

8 Η. ΚΕΒΝ, Τίς Αγγεὐαίνα εὐπεά μι (σαιυσσίαςΥ (εἰόση, 1514]. 

φ α. τα, 0 νε δνασυτας (Ίουγα. οἱ νε Απίαὺς Βοςειγ οἵ Βεπρα], 1975]. 

0. Φαϊνακυῖτα οἵ Βαωῤξαγαπα νε γε (οπησΠίαςΥ οἳ Ὀνατακαπα ὕναπαγνα, αρ]αιοά 
ἰσιο Ἐπμςν ὃν α, ΤΗΙΒΑΟΤ (Της Ῥασάιι, {. ΙΧ -Χ, Βεσαπεα, 1875). 

1. Κα, ΗΟΕΗΕΝΙΕ., ΤΗΕ Βκοιαή Μαπωστίρι (Τὲς ἴπάίαῃ Απύζυώσ, νο, ΧΗΙ, 1888). 
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11, Ῥαπεπκίάδλαπίακα ο γαγαλα « Μήτα ἵγασπα ον ο. ΤΗΒΑΤ επά Μ, 5. ὈγντνΕΟί 
(Βεπασνος, 198580). 

11. Α,. ΗΓΕΑΚ, Όαπα Αραπθίαπιία - ανα - Βαέσα (εἰ, ἀσι ὀσυισςένου αιογρεπἰακά. ον... 
νο ΤΝ ε ΙΝΕ. 

14, Της Οµηία «κατα -αΠαγαῖνα οἵ Μαανίγασαγγα πι επεκη (γαπαἰαάσα απά ποίσα 
Ὁν Μ. ΚΑΝΟΑΟΕΑΥΝΑ (Μαάσας , 19511. 

Ι5. Ὀ. ΕΒ. ΞΜΙΤΗ, Το Οία -Βαγα - δααργαῖνα ο Μαλαγανίγαινα (Β8. πια νεα, Ἶα 
βοτε, τ. κ, 0]. 

Ι6,. Ν. ΚΑΜΑΝΙΠΑςΗΑΙΕΚΑ, απ ο. ΚΑΥΕ, Τε Τηήπα κα οἵ Ἀπιόβατασπιτα (Βήίο- 
εῆγσδαι πωηεπικίσα, Ία πετὶε, ι. ΧΠ, 1912-11]. 

Ι7. α. Β. ΚΑΥΕ, ΤΗ Βαζ Μαπακσείρι, Α ειυάγ ἐ αιοὔδικενε! λαο σα [1] 
ος, 191. 


ΚΕΦΛΛΑΙΟΝ ΧΙ 


10ΑΝΝΙ5 ΕΕ ει ΕΕΡΕΒΙΟΕ ΟΟΜΜΑΝΗΙΝΙ ΗΚΗΙΝΑΤΕ ορεγα ἵπ Ίμοσπι οὐἱ- 
(ως (Ῥίπαυ, 15190). 
2. Ε. ΚΟΣΕΝ, Της αἰφεῦτα οἵ Μοραππηκά Ῥεα Μυτα (.οπάσα, 18317 αὐσαρα πιο κα” 


ἀείσεςε, 151. 

1. Αα. δέσαιΟἳ, Τταιό όεα σης βἐἑοποίφυς» ἀ Ιάπα Αἱ - Ηκίύνασι οασῃ. 
απο σα, τ, ΧΙΠ, 1814: οὐ, ἀκῆο Μίεπο ειίσσε Μαιότίαας ρου εν ἃ [ ΜΗεισίσε 
ουπιματέςε ὡς ποίσποες πω όσιπήσυςα οἶνες ει Οπεσς εε Ίε ΟΠεπίαας, Ῥασία, 1845]. 
1, ρ. 379-400). 

4. ο. Ι1ΒΗΙ, Ηϊπεοίτε ἆσα ἠὔδσοέα παπα ύφος ε6 Πίίς, τε. { (Ρας, 1811], Νοις ΧἩ 
ἵτνες Μαυπεά ΠΗί Μογαίί αἰσλακπίωπί 4 αἴρευγα εἰ αἰπιωσζηθαία, Νοες ΧΙ; ες 
αυκινοπί ες ἀἰσαπαισηία. 

“, ᾱ. Η. 1. ΝΕΞΞΕΙΜΑΝΝ, Έανευσ ἀεγ πες γεπκυηπί νσα Μοδαπισιεά Βεία . οὐ δίη Όεα 
Αποπαΐα ας Απιοι, αγαὈαεῃ απά ἀεσισες (Βεεπα, 1341]. 

δ. Γ. ΝΕΟΡΓΚΕ, ΤΙ. αἸρῤῆσο ὅε Όσιας Αἰκαγγακπή (Ρας, 1851). 

1. Ε. ΝΟΕΡΟΚΕ, Νούοες ευς ὅσι αάυσήοασς αΓαῦσα 4ος ἁσακ οἵγηθςς ρετόυς 4 Ει- 
εἰίάε (Ίσουση, απίαύσας 44 ααπίς, ἱ, ΧΥΠ, 1851], 

ᾱ. Ε. ΟΕΡΟΚΕ, Νοῦος πυγ μπε θιέοτίε α]σωέο ρα; Τααί Όεη Κοσεταῖι ἃ Τ αγ ἠμτιόεἷ- 
ους αρθσυαήνε ἀπ πες [ἴά,, τι. ΧΧΝ, 1851. 

9. Ε. ΝΟΕΡΓΚΕ, Εκιαι όα Ἐκ, ὑπό ἆ αἰρέσοο ρε Αδσα Βεκγ Μοδβαιωοά ση 
ΑΙάαςσα Απο (Ῥαρία, 1811).. 

10. ΕΒ, ΝΟΕΡΕΚΕ, Βοονεγσίνες σα ἵ Πποίπε ἆσα εείεησες πια(Πόπαήησες οἶνετ [κε Οτίση- 
ἵαακ ἁ' αρρὀς ἄσι πιαπακστίς ἐπέάμα αγαὔεα εἳ ῥεσπαπα. [ Ασγηε]ο: Νοδσς κα; Ἶε ϱο- 
εαύάσης αἸμέυτίαωσς επιρ]ογδες ραγ ἴεα Α γαι (Ίσυσα. Απαύφυς, 54 θεα, {. ΤΝ, 1854). 

"Η. Ε. ΝΟΕΡΓΚΕ, Βοςπεσοα ες Τ' Νέωοίσε, εἰς, Π Απζα Αβανα εἰ εχἰσα{ 4” υ- τε- 
ομεὶ ἄν ουσ υσόπα οοσιῤίάυες ἀ Αβουι αι (1ά., δα ες, {. . 1835]. 

11, Ε. ΝΟΕΡΟΚΕ, Επκκί ἀ᾽ απο ρεπτωίσαι ὡς ἵγανπακ ρετόυς ἆ Αροσπηις ης Ἰσ αἵαη- 
πό ππύσαπεῖίος ἁ) αρτύς Ἰσι ἰπαίσαίσας Εγέες ἆ απ ππαπυποτΗή αγανε (Μόπι. ρτὀς. 
ραγ ἀΐνεγν παναπία, {. ΧΙΥ, Ραεῖς, 1856), 

14, Β. ΒΟΝΟΟΜΡλΟαμι, Τα ἅ' απἰκέίσα. Ἐαυς. Ι: ΑΙροηηκαί 4ς παποεγο Ἱωάσγασι 
(Κοπαα, 1857. 
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4. Ε. ΝΟΕΡΟΚΕ, Βοοπεικςς αγ ρυσίευγς οὐνταδθες ἂε Ἱ ὁσπαγά ἃς Ῥίμε, [. Τγαάυσύσα 
α αω εἰαρίίτο 4σς Ῥγοϊέροσῤαςς ἆ᾿ [ση ΚΙαάωπι γεἰκΓ αι ποίσηοςα πα γόππααίαωεα 
(ΑΠ Ααά, Ναοσνα [ηοεί,τ. Χ, 1816 - 20. Π Τγαάκσῦ σα ἂν Γγαἰιό ἆ) αγ νσιέύφαε 
4 Αλουι Ηασαπ ΛΙ Βεα Μοϊαπισιεά Αἰκαϊσαάϊ (Χα, 1858 59]. ΠΠ. Τταάυσίσα 
ἁ μη [παρτοεαί αποπγανε ους ία [οππαίοα ἄκα ἱεήππρίας γουκηρίες εἰ ποιος εαὔεγν, 
ει ἁ' µα Γγαἰιό βωγ ἴο πηλεπο «αεί 4ς Αδοι Ὁ]α Ἰας ΜοδαΙπηει Όση Αἰοαία (4,1. ΧΙΥ, 
1860 - 61]. 

5. Αα. ΜΑΒΕΕ, ἵς Μοκκκ]αί 4ς Μοωπιπυςά κα Μαυστα αἱ ΚλΜαγεπί. Επίγαί ες 
θος αἱρόοτε (Λαπα ᾱἱ πιατεπαήσα, {. νΠ, 1865]. 

16 Α. ΜΑΒΕΕ, Τε Τε ἅ Πα Αἴθασπα (ΑΗ Ασοσκά, Νιονί δεί, τι. ΧΝΠΙ, 1164 - 60]. 

1, Α. ΜΑΜΕΕ, Μαπίώσε ὅε οοσἱρίες ες απζσας ανες κε ἀοἱμις ὁς | πιαίῃ, 4 αργὀς |ε 
ρε ροέεπό αγπθς ος (Ἴνοσις - Εάάίπ εἳ Μακκουὴ ει ἰε Τγαϊαήο ὃς παἐπωίήσας ὃὲ ἶπ- 
46 Ῥεεσ ὁὲ λήογα ἱπογίπιὸ ἆ [ Αἰκαία ἂε Ἠεπαπες επ 1571 (Βω. ἱ ΙΝ. ε αἰοσία, {. ! 
1863). 

Ι8, Α. ΜΑΕΒΚΕ, Εκιταί όν Κἰαὺ αἱ Μου 4 Ανά Ἠαία αἱ Ὀ]εποίαί, (ΓάΠβοΓΗ ἆ η- 
ρτὸς ε σι... 1911 άα εαρρίεπεπ τηε 4ς Ἰα Ἠππόφυε πα ήσπα]ε 4ε Ῥαπς εἰ (γκόάσ]! 
ῥοας ἴα ρπεπίόπε Γαἶς επ ὑαπζσίς (4. τ. ὙΠ, 1814). 

1, Ε, ΝΟΕΡΟΚΕ, Τγοῖς Γαλ αγα ες εωγ ]Ἰε ούσίρας ραγίαῖι (Νούσες αἱ ετιγαἰεν ἄεν 
πιωπακετία εἰς. Ι, ΧΧη, 1514). 

3, Αλ. ΗΟΓἨΗΕΙΜ, ΚεΠ ΠΠ Ηἰκες 4 Αι ἨΒοςκε Μοξαρισιοά νεα Αἰιθεύη Αἰκαγοί 
(ΗαΠε, 9 -). 

21. Η ΖΟ0ΟΤΕΝΗΕΒΕ, Τγεδυσύος αγαὺε ἵνα Τταό ἀπ ουερς Ποπ 4) Απομιμώς (Που. 
παΐ απἰαΐφυς, Τα κεσε, τ. ΧΠ, 1870]. 

. Μ. ςὐΗΤΖΕ, νε απ (πασωπι ὅς Εοοσοϊγία (Νονα Ασία κ, ἱεοροίά, Ακαά., :, 
χιτ, 185]. 

.α. 1. ΝΙΝ, Όας (ἁπής Βυς 4σγ Οραἱσα κα Αροζσιας επ 4ος αγαβίοκθεα εἰεγνείκυπα 
αι Τπαδς νι (στα (αρείᾳε, 840], 

14. Α. ΚΑΒΑΤΗΡΟΟΟΒΥ, Τεκίιό 4ν αωαάτίπιόπε αιτία δ α- Νακγεδάία εἰ -ΤουκαΥ 
(Οαππικππαρίς, 18921]. 

24. ΟΑΒΒΑ Ε ΥΑΙΓΧ, Τ) Αἴπιαρενε α᾽ Αμ] ει εἰ Βωκά]ααί (συσπα! απίαθασε, δα 
εετία, ἱ. ΧΙκ, 1892], 

26 Η. 5ύΤΕΕ, Όας Μαὐγεημήκος -Ὑεγπείο]ηπίης ἱπ Εηγίει ὅς ση αυ η - Νάσια 
(Από, τα ΟΕ, ὁξγ Μαι, τ. Ἠϊ, 18021]. 

11. μ. ο. ΒΕΞΤΟΒΝ ε/;.Ι.. ΗΕΙΠΕΝΚΟ, Οσάςκ Ιοἰὐδεησία 199, [ Ευς]ἰάΐπ Ἐἰσπισπία εκ ἵπ- 
ιεγρτείαίίονε Αἱ - Ἠπδωςνάας ἑκάκ ολ! ουσια ἰπιεερεείαήσος Αἱ - Νατίαϊϊ (Ἠαυσίσε, 1891- 
1910). 

234 ο. ΞΑΓΕΝΟΟΤΕ, ΠΠ εαμκιό ἀεί ρειπαβοσῦ ε εί ἀδοαβοπο ες ία ρτίσια νοµα ρο- 
σπἴο [η Ἰαβαπο (Φεἰπαςηείάες Εεπσεομγίδ, Παραίκ, Ι96]. 

. ΟΑΚΒΒΑ ΡΕ ΥΑΟΧ, Όπε ποϊαήση ὁα ρεοδ]όσε ες ἀεακ πισγεππες ρτορογσηπεϊ- 
οι επίτε ἄευικ ἀτγοίκα (ΒἰΡΙ. αιαίνα., 1898). 

10. Μ. ἱΗΤΖΕ, Απ ἐπ ἄδονσι Ἰμγσς ριίοπες Ελεεπίοευη Εὐκθάω ςσαιησηεαγίϊ 
εκ ἰσεργείαήσοσε Ονογαγάί Οπεπιοποπαίς ἵπ Οοάίσος Ογασονίειαί 569 φεγναία (ἱήραίας, 
1599), 

11, Η. Ξ0ΤΕΕ, Όε Κγεἰτοικάσαιυσ ἀπ ἴσα α] - Ηαίίασι Ζωπι εεπίεσῃ Μα] πας ἆεη Μα. 
πυακτίρέεῃ ἴα Βεῆη υπά ὁσν Ὑαίκασς Ἰναγαυσφερεύκο υπά ἠεεδεισί (Ζεϊωσι. {. Με, 
α. Ῥηηψα., ἱ. Χιν, 180, Μία -ι, ΑΕΙ. 

31, 6, Α. ΝΑΙΙΤΝΟ, ΑΙ Ἠκηπηί αἶνε Αἰπαϊσπή Όρων απιγοσοπίσωπη, Αά ἐδήσπι Οσάι- 
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ος Εποκἰαἰσαός ακηβίοε εἰϊκωαπι, Ἰσέωσε νεα, απο ἠοπίνως ἱαβίγωςίαπῃ (Μο- 
ἀἰοἰκαί: ι. 1, δυα. ι Ἡ, 901 ε πι, 1300]. 

33, Η,. ΞΗΤΕΗΕ, Ὀείετ νε Οεοαιεισίε 4ει 9ῦης ὡς Μωτα Ὀεῃ οἰνακτί (ΒΜ0ἱ. πια ὄνεσι., Ία 
φετίε, τι. Πι, 90). 

η. Η. ΞύΤΕΕΠ. Όω Βαήνευνως ἆσι Αι Ζακαεία αἱ Ἠκσαα ὰ., τ. 5. 1901). 

ας ΟΑΒΒΑ ΌὈΕ νΑΙ/ΙΧ, σι Μέσαπίηυςς ου Τ Εἰάναισας όε Ἠεγομ ᾱ Αἰῤκχαπάτίε ρω- 
όσες ρους ἓ ργοπἰόσε {οἱς πως ἕα γετώσα ἁγάθε 4ο Οὔδία η ἔλιφα εἰ γαίες επ [γαή- 
οεἱς στη, Απίαΐαυε, πες, ὃα, τ. Τ-π, 190). 

Ἑνσίνε ἆει Ευκάςς (ΒΕ], πιαί]σσ., ες. Ἰα, ι. ΥΠ, Ι90ύ-- 0. 

11, Π. ΞυΤΕΕ, είετ ἆάς Κεςἰνεπίνως ὅει ΑΝ Όσα Αη αἱ - Νηβανή {14.), 

18, Η. 80ΤΕΕ, Εἰπίκε ρεσππεἰτίπεοῖνε Ααζμιώἒιι οἱ αγαὐήκεΏεπ Μαι οσα κατα (ἶά., 1. ΝΗΙ, 
ιο] 08], 

1. Ἡ 8Ι/ΤΕΕΒ, Όε ΑΕιαπάίαπα Όσσία ἴεα ος υπά τν απάεγε Ἀποπγπις ῥες ὅνε 
Βεεληαπα σάί εν ελεγα απά πήῖ ὁετ αππεπποπος Ζα) 4., τ. ΤΝ, 19ος -00], 

40, Η. 5ύΤΕΕ, 7. Τπποποπνεϊτίε ἀε Ασία 4, 1. Χ, 0. 

“1, 1. 1. ΗΕΙΒΕΚΟ ωπά Ἐ. ΝΠΕΌΕΜΑΝΝ, "να Ηκίαπα οοπῃ ὀδετ ραγα ο κενο Ηοῖ» 
ρίεμεί Πνη. 

“ϱ Η, Β0ΤΕΕ, Όιε ΑΕαπάϊωπα όςι Αδά Καπ Ἀδοκα Ὁ, Απίασι Όδει ἀας Γβα[εςκ απά 
Ζε]πεςὰ (νο. 

43. Η. 5ΙΤΕΕ, Όα» Ἠωσί ἆστ Φεμεπ]λείιεη ὁετ Βεονεακαμαι νο Αδα Καπ εἰ -ΜΙς- 
π , τι. ΧΙ, Ἰοιῦ- 11]. 

4 Ἡ. ΞΟΤΕΗΒ. Όσα Βωσ όε Αιιιάυης 4 Ἀεέηση ἴπι Ἐτγεία νοα Αδυἲ Βαίσαπ Μα- 
Ἰαικποά εἰ - Βἰγισί (νι, 

45, Ε. ο, ΚΑΒΡΙΝΞΚΙ, Τῆς αἰμεῦτα οἳ Αδά Κασι δἱιοία (4,1. Χη, 11 - 12.) 

46, Η, 50ΤΕΕ, Ὀιε ΑΒίνκηάίααρ ας ἄῑε Αοσεώσς ἀπ Ῥαγαδολούάς ναπ εἰ -Ἠσπαῃ 
ὃ, εἰ -Ηασκα Ὁ. εἰ - Ηδμασι (νῇ. 

4Ἱ, Ε. ΠΠΕΟΕΜΑΝΝ, ὨὈίο δοΜΗΙ ΠΌεγ επ Οεγασίωσι (νῆ. 

48, Η. 5Ι/ΤΕΗ Ὀίε αεεγοποπήςςἕνεη Ταβεῖη Φε Μι]αππκιοά Όνα Μυθα αἱ - Κλοαγσπή 
ἵῃ όεν Βειερείίασα σι Μωσπα [σα Αλιηοή αἲ - ΜαάΠι αυ Ἰασίῃπ, Ὀευεπεσαπα 
4ςσι Αείαγά οἵ Βαιά απά αιί Οτυπά ὁςι Νογκησείιση νος Α. ΒΙΟΒΝΒΟ υπά Ε. ΒΕ5- 
ΤΗΟΒΝ (Μέπι 6ες Γ Ααοιθέπόε 4ς Ὠαπεπικηής, δείς. ἂε [είπες πετ, Τα. τ. Π1, 1914). 

4 1. 6 ΚΑλΒΡΙΝΕΚΙ, Κούαπ οἵ Ολρείος μία Τεππκλαίοα αἵ να Αἰμεστα οἵ αἱ - 
Κβονακπή (Νε ους, 1913]. 

“0. Η. ΦΙΙΤΕΕ, Όιε Αδμιπάΐσας Τπαβήι ο. Κωττας υπά ΑΙ Βαή αἱ - Κως 00ετ αῑς Απν- 
πιεκειπε ἀεγ Ῥαταροίοίόε (Επαπφες ήσωπαῦος,, τ. ΧΕΥΤΗ, 1916), 

“1. Η. ΞυΤΕΗ, είς ἄνε Αιημιασυης ες Ῥαταδεὶ νοπ Ταν Ἡ. Κυγγα αἱ] -Ηασταπί 
Πνὺ. 

0 Ἱ. ΞΑΝςΗΕΖ ΡΕΚΕΖ, Οοπιρεπάϊίο ὡς αἱρεύγα ες Αὐσποσάες (Μαάπι, 1916). 

“1. Η, 5ύΤΕΕ, Απάίμσρεπ ὄες ἄνε ΑωωπηοκσαΠα θε Ῥατακή νου Πυγαβήπη Ὁ, Δεπαη 
ο, Τα. Άυς ἀεσι αγαἠκ νε Ὀνειπεῖτί απὀ Καππιοπ]εγί (Ζἡπγεῖνες Ἠλογιε]μα ην» 
επτ. ιτ. Χα, 1918]. 

αλ κικακόφν ο ρετ ην όσπ Οματαπίας νου Τα ο. Οσα (Ελαρεπνεγ 
πια. 19ο Ἱ. ωἱ, 900). 

«5, Η. ΤΕΕ, [ενετ ἀῑε Ῥτοἰεκέίσα 4ετ διετηδίδες ωπά 4ετ πετ νσα Αἱ - Βἰσωπὶ 
(ΑΒαπά!, χατ Οεποὰ. ὁεγ Ναίυσν, υσά Μεσαία, Πν Ηείι 1921], 

56, Η. 50ΙΤΕΕΒ, Όνς Βωςὴ όει εεοηειεῖνεη Κοπαιγυκὔσσεπ 4 Αι είν (ἴνί], 


51. Η. ΚΟΗΙ., 7. Οςρηἱοίης ἄεγ Ὀνείο]μσα ὡς αεί (Ενίαπρεσες Ησυπρσθες,, 
ι, 1ν, 1921. 

58. Α. ΒΙΟΒΝΒΟ, Τεαβῖες ει θες ἄεπ Τεπασνεγπα]εηπαϊκ (Ἰνετ ὁσ Γἴρισα εοσίουε]. 
ΜΙί Βεσεκαημεα Η. 5ΟΤΕΕΒ (ΑΕναπά!. Σας Οεθοῖ. ἀες Ναίισνν, υπἀ όεγ Μοδσία, 
Ηει Υπ, 9211], 

38,6, ΜςΗΟΥ, Βεϊπᾶρο τα ασπλήεεκα Τεροπουκτίο (πα, νο, , 1950, 

ου ς. ΞΓΗΟΥ, Ὁιε ιἱκοσοπείγκσένεη [.εἴπεπ ὁετ Ῥεγπίκσγεπ Απιτοσόσσα ΑιἸ Βαΐναα 
Μαι, πα Απο αἱ - Βγυπὶ, ἀπγρεπεί πας αἲ - ππαασι αἱ -λΜασιαἰ, ασ ει 
Τούς όσα Ἠε[ασσει» Ἱνεγαυκρερεῦεα νοα Ἱ.. ΕΣΚΑ απά Η. ἨΤΕΙΕΙΓΝΕΕΒ (Ἠκη- 
πσνςτ, [921], 

61. Ε. ΠΠΕΩΕΜΑΝΝ απ {, ΕΒΑΝΚ., Όυς ες Κοπατυκήση 4ες ΔομαμεαΙπίεω αιή 
Ματκοσία]επ βοπποπαπευ νου ΤΑΙΗΙ ὃνσπ Οπυτα (Καὶ, Ὀαπεκε Ἠάειακκὔεσηεα 5εἴκα, 
Μπίΐνεπι, (να. Μοὐδε]είνετ, ἄα νετίε, { ΤΧ, (92η. 

Ὄ, κ. ΙΟΚΟΤΣ(ΟΗ, Εἶἰπ Βείταμ χὺς Οσα ος ἄει Μαλεπιαῆς, Ανίοσησα αἷπ Μαίνε- 
Ὀίμ. ἨΒίαπα, 19012. 

ο, ς,ς. ΣΣ ΓΗΠΟΥ, Βεἰασάίαπα εἰπίρετ βευσειγίκοίσς Επαβερισκίε ἀπ πουκαίας]α 
Μπ ήμεσιαὔκες (Ἠπς 1. νἹῃ, 19076]. 


ΚΕΦΑΛΑΑΙΟΝ κ 


.. ο. ΠΙΕΙ, Ηἰισίγε ὁες αεἰεπος πα νόπιαύσυες επ νε, ιτ. Π (δασία, Ι518], Μοις 
Γ-Π. 

2, Ὀοπή 4 ροσαυγάο Ῥήπαπο, πιαἰεπιαύου ἀεί φεσσοὶο ἀεοποίεγσα, ραβΕ/Ισμ δα Β. ΒΟΝ- 
ΟΟΜΡΑΩΟΝΙ νο. 1 (Κσαια, 185, νο Π ᾖά., 1867], 

1, ς, ΕΝΕΣΤΕΑόΜ, Βἰμ]οίΐνοσα πια ἰνεσιαίίσα, 4 δες., τ. ΠΧ (1908 00], ρ. 11.14 (ποιί- 
εία αυ ἅπ ππαποκτίο ἁἱ α, ὁς Ιασἰασ]. 

4, ο, ΕΒΙΖΖΟΩ, Το περο]ωσεε ᾱἵ πωσπγο Ῥαοία ἁἀα] ΛΕνασα, πια σπιαϊίσο ἀεί οςοἱἰο ΧΙΥ 
(νεπεπία, 1881]. 

5, ΡΑβΟΣΟΟΟΠΜΟ ὮΕ ΒΕΙΓΑΜΑΝΗΟΙΒ, Αἱροτίαπή ἱσασίσίας ρετυήΕς εε πεοεικαγίως 
(Ῥιάμα 1482). (μα ατα ζία Βοἰή Απιηηις ἕνα {πάοιτο αἰσυηί (Β, Βἰουκνάί «Ὁ. στ κνς α πιο» 


ἠασά, τα Ο δες, στ Μαεπασκ, Χιπ Ηιῃ, 190]. 


ΚΕΦΑΛΛΙΟΝ χι 


Ι.Μ. ΟΙΚΑΤΖΕ, Κοππισπίαγ τιπι «Τταοϊαίας ὃς παπησγίς ὁα[ἱς ὅσν Ἰουάσπας Ἀεπνο- 
τατίας (Ζεἰισοϊς, {, Μα, α, Ρα, ἱ ΧΧΧΥΙ, 1800). 

2 Μ. Ο)ΒΤΖΕ, Ιαέάασπί ἨΝεπιαγατά Οεοσπείγία νεὶ ὃς Τγαπκωίς, [οί ΙΝ (ΜΙΗΗ. όες 
ΟὈορρεπέουις -Ὑενεία, τι. Ὑ, 188. 

3, 1. ο, ΗΑΙΙΠΝΕΙ., Κατα ιαπ ύκα (ο οσάσα, 1815], (ἱ ζ.ρ., ΙΟΗΑΝΝΙ5 ΡΕ 58Α- 
σπΟΒΟΡςΟ, πασπτμς 4ος αγ παπα. 

4. Μ. Ο/ΕΒΤΖΕ, Ρειτί Ῥηήοσιεπί ὁε Ὀσοα, ἵπ αἱροτίππο ναραγεπι Ἰοϊκππί ὄε 5ας- 
γοΌοσςοο (Οσπισπιορίατίυη (Ναυπίας, 891, 


ο... ο ιο. ο μμ. 

ς ο ΗΕΝΒΥ, δις Ἰε ἄευκ ρἶας απκίενς (παλιός [γαπςπίς ἆ' αἱφοείκωνο εἰ όο εἐοιοείτ]ο 
(πω. ἀἱ δἱσί, ε πιστία, τ. ΧΥ, 1884}. 

6. ΝΙΝΟΕΝΤΙ5 ΒΕΙΙΟΝΑΟΕΝΡΙΡ, δρεςμ]ωσι ὁοσεεμα]ο (1 οὐ. ιΓασασατμ, 468, 24 
Ὀσυαί, 1624]. 

1. α. Ὀ. ΒΟΝΟ, Οωκάίραγσαπ Βήσκράὶ /αἰγπζοτάς ἂς αἰπῖσυς ἀεσνοαθίεπής (ία, νο, 


ενεἰαοίνεν ες ἄει Ἱενί Όσα Οεττοα αὖς ἄεσι Γαΐσς 311 (Εταπίόασι ᾱ. Μ., 199], 

9 1, ΟΑΒΙΕΒΛΟΗ, Ινή ἕκα Όσινοα αἱ Μα νεπιηκετγ (Βετία 1910). 

18, Τπασιαας ΕΟΝΟΠ ΒΜΙΒΒΑΟΗΠ «ρε Ῥγοροθίῆοπες Ῥιο]εσιααί 4ς αἰπίσαν ες «ἔνος» 
ἀἱς (Νοπινεεσθε, 1591). 

τι. ΜΙοοιΟΕ ὀ5Α Όρετα οεπαία (1 εἰ. Ῥασίπίς, 514: 24 κά Ἠασίίαε, 1245], 

«2 1. ΡΕ ΜΟΝΤΕ ΕΕΙΟ, Ός ικπααές ρἰασία οἱ αρθκεοίς. Ἱ. Υ. (γεπευία, 1233), 

|. οτ ΡΕ ΜΙύΒΕ, Μεσογαυία Βϊοιονεζκγωπι ραδίσασασι Νοπιναογροησίαη οἳ 
ανοσία εἲς Αόσεζίσδα, ραγῖς ἵ (Νοεἰαέκτρα, 1786, εακιεκείο ὁσὶ Κοβοσιοπίππο). 

14. Μ. συπΤΖΕ, Όες ενος δεί Μερίοπησσκη)ς πήι Οἰσονασπί Ἠἰκας]έπί, ἠποοῦ νοα 
ςρείες υπιά ΟἨτίσήπη Ῥούες (Αὐέαπόϊ. τας Οακς. 4ος Μαϊηεπιαῆς, ΧΠ Ἠείι, ωοη. 

15. 5 ΜΑΩΟΒΙΝΙ, Ἱσασαε: 4ο Βἰκηοήπίς Εεεταύρασίς ο ἰἱ πυο σπτεομμίο εάσπή]οο οοἱ 
Βεροσιοπίαπο (1463 - 64) (Έοττατα, 1916). 

ι6. Ν. ΟΒΕΞΜΕ. Τασία ὡς Ἰαὐιμάἰαίσυς ἔοπππαταπι (Ῥαάσνα, 1482). 

1. Μ. σύαβτζΕ. Ώες Αἰποτίκαιυς Ῥποροτιίσπαπι ἄες ἨΝέοοίαμς Ότεπσιο (Βεγίία, 1568], 

Ι8. Μ.συὐΗΤΖΕ, ἰεῖνες ἀῑς Ηκαπάρομεία Ε. 45 -2 δες Κ. Ονπιπαπέα[μίομοθνεκ συ Τροσο 
«Φεϊικον, Γῦν Μαια, ᾱ. Ῥψ, τ, ΧΗΙ, 1868]. 

19. Ο. ΦΑ«ἘΒΌΟΤΕ, Ἱα άντε ἆ' Λἰφέοσε αἳ ἱε Ῥγοῦ]όπις ἄτα παγπιρἰοῖες ὡς ίπποι Μο- 
ἰοί (Βενις ἄει ἐτυόες |υΐνας, 1892. 9Η]. 


ΚΕΦΑΛΛΑΙΟΝ ΧιΥ 


ι. α. ονιο, Ι. Οσα ἀϊἱ Εωσίάς (Μήαπο, 1918). 

1. Ορῦος Όνεκαυτας ΑΙ ΗΑΖΕΝ, Ἱ. ΥΠ (Βαπΐκας, 1572). 

1. ΥΠΕΙΙΙΟΝΙΒ Ῥεεερεσύναε, Ἱ. Χ (Νοήπήνειρδε, 1531). 

4. 1. Β. ΑΙΒΕΒΤΙ, Ορεςε νοἰρατί ρετ Ἰα ρὺ ρατίο ἰποβῖς ο ἵγαῖίο ἀαξίί αὐἰοβγη{!, αυ!” 
μ.ο νοἰαπιί (Εἰπεασα, 1844 - 47]. 

ς τι, Β. ΑΙΠΕΗΤΙ, Ορεςι ἰησάδας εἰ ράυκα περα γα πα ἑπερεείαα, Η. ΜΑΝΟΤΝΙ ουταπίε 
(Εἰοτεπίσε, 1800). 

6. ο. ΝΙΝΤΕΒΒΕΒΩΟ, Ῥεγυν Ῥϊοϊος Βατπεπς ὁο ρετδρεείνα ρἰπμεπόί (εαρλσυσᾳ, 
11259], 

7. ᾱ, ΜΑΝΩΝΙ, 1 ορετα «λε Οσεροτῖας τορυαήίθυς» ἀἱ Ρἰείτο Εγαποςςή ἀείιο ἀεῖα 
Είπθοεησα υπωγραία ὁκ Ένα ἴωσι Ῥαείοίί (Μεπι, ἀεῖα Β. Ασαά. ὁσί Ἰ.ποεί,μεσ]ε σα, 
(Ἴπαφε οἶεασε αιογαξ, οὓς. οἱ, ΧΙΝ, 191), 

αι. Όα ΜΙΝΟΙ, Τγααιο ἀείία Ρίήυτα (Βοΐσομαοα, 1786]. 

ϱ 5 ΒΑΝΑΙΦΦΟΝ «ΜΟΙΙΙΕΝ, Ἰω Μαπυδοήις όε ὁσπατά ἀς γα, τ. ΕΥ (Φα. 
ευ, 8581-1891]. 

10, 1. ὈΑ, ΝΙΝΟ, Ἡ Οσάΐοε Απαῦσο οεῖία Βίσίεσα Απιζηοσίσπα ἆἵ Μήαπο. Τγαβοτί- 
αἰσπο ἀἱρίοαιαήκα ο οτἰείσα ᾱἱ Ο. ΡΠΓΜΑΤΙ (Μήαπο, 1994). 

Η1. Π Οοσάίος Αγπυζεί 261 πεὶ Μυνεου Ἠπήππαίοο άἱ Ἱοπάτα, ἃ ουτα ἀείία Οοαισιήσύοςε 
γασίαπα (Βσσια, 1976 - 181, 


3ος Ἱστορία τῶν Μαθηματικῶν 
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ι2, Ὀἱ ΑΙΒΕΠΤτΟ ΟυΚΕΜΝΟ, ρἰήους ο βοοσιείγα εααπνο, Ὀκῆα πωπειπία εί οοσρ 
Μωπασί, Ἰ, ΤΝ (Ὑεπεπα, 1991]. 

3. Α. ὉὈΟΒΕΕ, Ὀπιεγψείκασα ἀες πνεσευσῃ πι ὀεσι αἰτοκεί εσά εἰσήπολείι εἰς. (Νάπι- 
δεηε, 1225]. 

4, ΛΙΒΕΗΒΤΟΣ ὈυὐΕΒΕΕΙΟΣ, Ἱπειωίσσσπ βεοπεϊήκαταπι, Ἱ. ΤΠ (Ῥαήμας, 15235], 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΧΥ 


|. Β. ΒΟΝΟΟΜΡΑΩΝΙ, ισίσετο α ο ΓΓαΠαΊο ϐ) απηππείίσα παππιρείο πεὶ 1478 (Απ ἀε[τ 
Αααδεπήα Ῥοπσιί[κία 4εί Νυονί Τ{ασα, ι, Χνι, 186.61]. Αἴσοιηε ράκίωο ΕΙ κΑΕί- 
εποίσα ἀἱ Τοενίκου αἱ ἱγονπσο τἱρτοάσαςε ἰω ρποῖρίο ἀε[ορεςα ϐἱ Ὁ, Ε. ΣΜΙΤΗ, Βαγα 
απούσα (Βαφίση απά Ἰ,σπάσπ, 98]. 

2, α. ΡΕ, ΜΟΗΙ, Ὀἱ απ πασνο επειπιρίατε ἀεΙΙ Ακαςο ἀἱ Τπενίπο εί 14178, ροππεάμίο ἁπ]- 
ἵκ Ηἰοίσσαι ἀείία Βορία Ἰαἰνεεπιὰ 4ἱ Βοϊοππα (Βοΐσμπα, 1888]. 

1. Ὁ. Ε. ΞΜΙΤΗ, Το Γίσα εὔεαι οὐππεσα! Απζηημις (πίς, 1. ΥΠ, 19218: αἱ γα Φε’ 
ορεΓα ὀεἳ Βογβ)ή). 

4“. Ε, ὈΝΟΕΕ, Ὀε Μεὐινος ἀετ ρεαὔεῖνει Αζησιαικ ἵα Μπουένος Επινήςκ]ωπα 
(εἱρσίε, 1888; ραςμ. 3ὐ - 40 ἀλ ποείὁ εωί Αηησιίσς οἱ Βαπηνογε). 

3 Α. ΜΑΒΒΕ, Το Ταρίαςγ επ Ἰα «οἶεσσς 4ες ποπ ες ρα Μαγε Μήσοίας (νοσεί Ῥν- 
τἰκίστι, α΄ αρεὺς ο Μαριθσή «Εσπάς (πως κίσ», πο 1346 ὁς ἴα Βμ]σθιόσυς Να δοσκ]ε 
4ε Ῥαπα (Βωειύπο ἀἱ ΕΜ, ε φἰοσία, ος. τ. ΧΠΙ, 1880). 

6 004 ΡΑΟΟΙ ΙΙ, Έωππια ὡς Αγζησισισα Οσυεπείτία ῬΡπορόευόπι ο Ῥεορουπσπα ια 
(ίε οὐ., Ὑεπετία, Ι44, 2 οὐ. Ταπουἱασα, 1925]. 

1]. ωῤοΑ ΡΑΟΙ, Ὀΐνπα Ῥτορογάσαπε (γεσεσα, 10ρ]. 

8. Α. ΛΟΟΣΤΙΜΙ, Η «Όο νγίας αμα κκ. ϐἱ [.ωκα Ῥασίοι (Ῥεγιοί. ἄἱ ππαϊεππατίσα, 44 
αστίε, {. ΤΥ, 1920. 


